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Vorwort. 

Bei  der  Ausarbeitung  des  Tdrliegenden  Baches  habe  ich  nuv 
die  Aufgabe  gestellt,  die  darstellende  Geometrie  in  ihrem  ganzen 
wesentlichen  Dmfange  zu  behandeln  und  dabei  so  viel  zu  ihrer 
Weiterffthrung  und  Vervollkommnung  beizutragen,  als  es  mir  unter 
Benutzung  der  Veröffentlichungen  anderer  Schriftsteller  und  meiner 
eigenen  Untersuchungen,  sowie  der  in  meinen  Vorlesungen  über 
diesen  Gegenstand  gewonnenen  Erfahrungen  möglich  war.  Neben 
wissenschaftlicher  Strenge  richtete  ich  mein  Streben  besonders  auf 
Vereinfachung  und  suchte  ebensowohl  die  Herleitungen  bündig,  als 
die  Konstruktionen  kurz  zu  gestalten.  Ein  wichtiges  Hilfsmittel  bildet 
dabei  die  projektive  Geometrie,  die  so  vielfach  einfachere  Entwick^ 
langen  und  Auflösungen  von  Aufgaben  gewährt,  daß  sie  ohne 
Nachteil  in  der  darstellenden  Geometrie  nicht  zu  entbehren  ist 
Ich  habe  sie  daher,  da  sie  bei  dem  Studium  der  letzteren  Wissen- 
schaft nicht  als  beli[annt  vorausgesetzt  werden  kann,  soweit  ihre 
Anwendung  reicht,  mit  in  das  Gebiet  der  Bearbeitung  hereingezogen. 

Das  Werk  soll  in  Mm  Bänden  erscheinen,  wovon  der  erste 
hier  vorliegende  die  Geschichte  der  darstellenden  Geometrie,  die 
ebenflaehigen  Gebilde,  die  krummen  Linien  (ersten  Teil)  und  die 
projektive  Geometrie,  der  swmie  die  krammen  Linien  (zweiten  Teil) 
und  die  krummen  Flachen  behandelt 

An  einer  Geschickte  der  darstellenden  Geometrie  hat  es  bisher 
gefehlt,  indem  außer  einer  Geschichte  der  Perspektive  von  Poudra, 
einem  Vortrage  historischen  Inhalts  von  de  la  Gournerie  und  zer- 
strenten  Notizen  nichts  über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht  wurde. 
Unter  Benutzung  dieser. Quellen,  hauptsächlich  aber  auf  Grund  des 
Studiums  der  wichtigsten  der  veröffentlichten  Werke  und  Abhand- 
lungen habe  ich  diese  Lücke  auszufüllen  gesucht 

Die  Behandlung  des  eigentlichen  Gegenstandes  beginnt  mit  der 
Auflösung  der  AMfgaben  über  i\ini^.  Gerade  und  Ebene  umt-  über 
ebenflädnge  Gebilde;  und  hierbei  werden  ebensowohl  die  zwei  auf 
einander  senkrechten  Projektionsebenen  mit  und-  ohne  Benutzung 
der  ProjektionsaiK&i  als  auch  die  kotirten  Projektiven  angewendet. 

a*> 
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IV  Vorwort. 

Außerdem  habe  ich  eine  neue  Projektionsweise^  namUch  diejeDige 
mittelst  zweier  paraUelm  Spur-  tifid  ProjeJdiofisebenen  eingeführt,  welche 
sich  bei  ebenen  und  überhaupt  bei  geradlinigen  Flächen  als  zweck- 
mäßig erweist  und  welche  bei  vielen  Aufgaben,  z.  B.  bei  denen 
über  Durchschnitte,  von  Vielflachen,  erhebliche  Vereinfachungen  ge- 
währt 

In  dem  folgenden  Abschnitte  werden  die  krummen  Liniert  im 
allgemeinen  und  sodann  die  Kegelschnitte  als  Brennpunktskurven 
behandelt.  Dabei  wurde  eine  besondere  Sorgfalt  auf  die  Erörterung 
des  UnendlichMeinen  verwendet,  welches  ich,  übereinstimmend  mit 
Euler,  gleich  Null  setze.  Den  Einwand,  daß  vom  dem  Verhältnisse 
zweier  Größen,  die  Null  sind,  nicht  gesprochen  werden  könne, 
glaube  ich  durch  Unterscheidung  von  „absolut  NulP  und  „Grenz* 
uuU^^  zu  beseitigen.  Während  das  Verhältnis  zweier  Großen,  welche 
absolut  Null  sind,  unbestimmt  ist,,  wird  unter  dem  Verhältnisse 
zweier  Großen,  welche  Grenznull  oder  unendlichklein  sind,  der  Grenze 
wert  zweier  sich  der  Null  annähernden  Größen  verstanden.  Der- 
selbe wird  durch  eine  neue  Funktion  ermittelt,  welche  mit  der 
früheren,  jenem  Verhältnisse,  für  jeden  endlichen  Wert  der  ab- 
nehmenden Größen  übereinstimmt,  daher  denselben  Grenzwert  be- 
sitzt, sich  aber  darin  von  ihr  unterscheidet,  daß  sie  für  den  Null- 
wert derselben  nicht  unbestimmt  wird.  Vermittelst  dieser  neuen 
Funktion  ist  dann  dem  Grenzwerte  bestimmt  die  Null  als  ent- 
sprechender Wert  der  abnehmenden  Größen  zugewiesen.  Durjch 
diese  Begriffe  fallen  die  Schwierigkeiten  weg,  welche  das  Unendlich- 
kleine bietet;  und  es  wird  nicht  verlangt,  sich  unter  der  Tangente 
einer  Kurve  eine  Grerade  vorzustellen,  welche  mit  der  Kurve  an  der 
Berührungsstelle  nur  einen  und  zugleich  zwei  unendlich  nahe,  aber 
getrennte  Punkte  gemein  hat,  —  Sodann  wurde  zur  Bestimmung 
der  Tangente  einer  durch  ihr  Entstehungsgesetz  gegebenen  Kurve 
ein  geometrisches  Yerfahren  angegeben,  das  allgemein  anwendbar 
ißt,  während  das  Bobervalsche  nur  in  besonderen  Fällen  , benutzt 
werden  kann.  Auch  die  Krümmungshalbmesser  wurden  bei  vielen 
Kurven  bestimmt  und  zwar  meist  geometrisch.  Durch  diese  Er- 
mittlungen ist  man  häufig  im  stände,  Kurven  durch  ihre  ausgezeich- 
neten Punkte  und  durch  die  Tangenten  und  KrümD^rnngskreise  in 
denselben  rascher  und  zugleich  genauer  zu  verzeichnen,  als  es  durch 
eine  beliebige  Anzahl  allgemeiner  Punkte  möglich  ist 

,Im  folgenden  Abschnitte  werden  <He  Elemente  der  prcjekÜven 
Gcomehie  entwickelt.  Ich  zog  es  vor,  dieselben  in  einem  besonderen 
Abschnitte  zu  behandeln,  statt  sie  mit  der  darstellenden  Geometrie 
zu  verschmelzen,  weil  dabei  der  Aufbau  ihrer  Lehrsätze  nicht  ver- 
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Vorwort  V 

deckt  wird  durch  den  Aufbau  von  Eonstruktiössanfgaben,  welcher 
den  Charakter  der  darstellenden  Geometrie  bildet.  Dem  entsprechend 
verwende  ich  auch  bei  meinen  Vorträgen  yon  den  mir  zu  Gebot 
stehenden  vier  Wochenstunden  während  des  größeren  Teiles  des 
Studienjahres  eine  auf  die  projektive  Geometrie ^  wodurch  zugleich 
der  Stoff  ftlr  die  konstruktiven  Übungen  gleichförmiger  verteilt 
wird.  —  In  der  projektiven  Greometrie  spielen  naturgemäß  die  Kegel- 
schnitte  eine  Hauptrolle.  Da  die  Schaaren  derselben  bei  der  Dar- 
stellung der  Erümmungslinien  der  Flächen  zweiten  Grades  auf- 
treten ^  so  beschäftigte  ich  mich  mit  der  Aufgabe  ihrer  leichten 
Verzeichnung  und  fand  mehrere  einfache  Konstruktionen.  Die  erste 
vermittelst  Hilfökegelschnitten  ist  besonders  vorteilhaft,  wenn  durch 
dieselben  die  Axen  der  Kurven  bestimmt  werden.  Die  andere  ver^ 
mittelst  eines  Linien-  oder  Punktnetzes  liefert  eine  beliebige  Anzahl 
von  Kegelschnitten  einer  Schaar  oder  eines  Büschels  auf  einmal. 
Dieses  Verfahren  ist  durch  die  Theorie  der  Zickzacke,  welche  im 
allgemeinen  durch  zwei  Kurven  der  Schaar  bestimmt  werden,  be- 
gründet, aber  auch  durch  die  Theorie  der  cyklisch-projektiven  Punkt- 
reihen mit  zwei  reellen  oder  imaginären  Grenzpunkten,  welche  sich 
auf  eine  einzige  Kurve  der  Schaar  stützen,  die  durch  einen  Kreis 
ersetzt  werden  kann. 

Sodann  wurde  eine  Imaginärprojekticn  der  Kegdschnüte  gegeben, 
durch  welche  ein  reeller  Kegelschnitt  in  einen  imaginären  und  ein 
imaginärer  in  einen  reellen  projieirt  wird«  Dadurch  ist  es  z.  B. 
möglioh,  einen  imaginären  Kegelschnitt  auf  unendlich  viele  Weisen 
dureh  einen  reellen  darzustellen,  vermittelst  dessen  die  Konstmktion 
von  Pol  und  Polare  zu  dem  imaginären  fast  eben  so  einfach,  wie 
zu  dem  reellen  ausgeführt  werden  kann.  Durch  diese  Imaginär- 
projektion vermag  man  ein  Büschel  oder  eine  Schaar  von  Kegel- 
schnitten in  ein  anderes  Büschel  oder  eine  andere  Schaar  zu 
projiciren,  wenn  auch  die  Anzahlen  der  reellen  und  imaginären 
Grundelemente  in  beiden  Fällen  verschieden  sind. 

Der  folgende  Abschnitt  enthält  die  BdeuchtungsUhre  und  ihre 
Anwendung  auf  ebenflächige  Körper.  In  derselben  wurde  bisher  zur 
Bestimmung  der  Helligkeit  meist  das  Lambertsche  oder  Cosinus-Gesetz 
angewendet,  welches  auch  wirklich  die  beste  erste  Annäherung  an 
die  Wahrheit  gewährt.  Zur  Herstellung  einer  sicheren  physika- 
lischen Grundlage  habe  ich  zunächst  die  Ergebnisse  der  Unter- 
suchungen von  Lambert,  ßouguor  und  Zollner  verarbeitet,  und  es 
wurde  dadurch  möglich,  die  Helligkeit,  welche  durch  die  Reflexe 
verschiedener  Körperoberflächen  hervorgebracht  wird,  mit  derselben 
Sicherheit  zu  bestimmen,  wie  die  durch  direkte  Beleuchtung  erzeugte. 
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Die  Rechnung  wurde  in  tabellarischer  Form  übersichÜich  durch- 
geführt; und  wenn  sie  zur  Anwendung  auf  viele  Punkte  zu  zeit- 
raubend ist,  so  genügen  wenige  zur  Bildwg  eines  sicheren  An- 
haltes, zwischen  welche  die  Helligkeiten  der  anderen  durch  mehr 
oder  weniger  eingehende  Schätzung  leicht  eingeschaltet  werden 
können.  Da  aber  das  Lambertsche  Gesetz  noch  recht  merklich  von 
der  Wahrheit  abweicht,  und  da  auch  die  in  einer  Beziehung  weiter 
gehenden  Versuche  Bouguers  zur  Bestimmung  der  Helligkeit  uicht 
ausreichen,  so  sind  ausgedehntere  Untersuchungen  über  die  ver- 
schiedenen Stoffe  notwendig.  Ich  habe  dies  wenigstens  für  einen 
Stoff,  den  matten  Gips,  ausgeführt  und  die  Ergebnisse  bei  der  Kugel 
(im  zweiten  Bande)  zur  Anwendung  gebracht  Auch  für  die  Nach- 
ahmung der  Helligkeit  durch  Tuschlagen  habe  ich  eine  auf  Beob- 
achtung gestützte  Theorie  gegeben.  —  Zur  konstruktiven  Bestimmung 
der  Helligkeit  einer  ebenen  Fläche  wurde  ein  einfaches  Verftthren 
eingefQhrt,  welches  den  Schlagschatten  der  Falllinie  der  Ebene 
benutzt. 

Die  letzten  Abschnitte  behandeln  die  Axonometrie,  die  schiefe 
Projektion  und  die  Elemente  der  gei/vöhnlicken  und  der  BdiefperspdUive, 
und  geben  auch  die  Auflösung  der  Grundaufgaben  der  darstellenden 
Geometrie  in  diesen  Arten  der  Abbildung. 

In  Bezug  auf  die  Figuren  sei  noch  bemerkt,  daß  dieselben  von 
meinen  Zeichnungen  durch  Photo -Zinkographie  übertragen  worden 
sind. 

Karlsruhe,  21.  September  1884. 

cair.  Wiener. 
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160.  Eine  dreiseitige  Pyramide  aus  ihren  gegebenen  sechs  Kanten 
darzustellen.  161.  Um  und  162.  in  eine  gegebene  dreiseitige  Pyramide 
eine  Kugel  zu  beschreiben.    168.  Übungsaufgaben. 

V.  Die  regelmäßigen  Vielflache  im  allgemeinen.    .   .     126 
164.  Begriff  und  Sätze  Aber  das  regelmäßige  Vieleck,  166.  über  die 
regelmäIHge  Ecke,  166.  über  das  regelmäßige  Vielflach. 

VI.  Die  regelmäßigen  Vielflache  erster  Art  (Platonische 

Körper.) 128 

167.  Die  fünf  regelmäßigen  Vielflache  in  beiden  Projektionen  zu  yer- 
zeichnen,  wenn  sie  auf  einer  Seite  aufstehen;  Vierflach,  Seohsflach; 
168.  Achtflaoh;  169.  Zwölfflach;  160.  Zwansigflach;  161.  wenn  sie  auf 
einer  Ecke  gerade  aufstehen;  Vierflaoh;  162.  Sechsflach;  168.  Achtflach; 
164.  Zwölfflach;  166.  Zwanzigflach.     1G6.  Übungsaufgaben. 

VII.  Die  regelmäßigen  Vielflaohe  höherer  Art.    (Eegel- 

mäßige  Sternyielflache.) 186 

167.  Ihre  Ecken  fallen  mit  den  Ecken  und  ihre  Seiten  mit  den  Seiteii 
von  r^elmäßigen  Vielflachen  erster  Art  zusammen.  168.  Es  gibt  nur  vier 
regelmäßige  Vielflache  höherer  Art.  169.  Verzeichnung  derselben.  Zwanzig« 
eckiges  Sternzwölfflach.  170.  Zwölfeckiges  Stemzwölfflach.  171.  Stern- 
eckiges  Zwanzigflaoh.  172.  StemeckigeB  Zwölfflach.  173.  Beciprocität  der 
regelmäßigen  Vielflache.    174.  Übungsaufgaben. 

VUI.  Ebene  Schnitte  der  Vielfiache.  ......     144 

176.  Die  Verfahren.  176.  Allgemeiner  Fall.  177.  Prismatische  Fläche 
und  Prisma  178.  Ebener  Schnitt  eines  Prismas,  seine  wahie  Oestalt, 
Kets  des  Prismas.    179.  Pyramidale  Fläche  und  Pyramide.    180.  Ebener 
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Schnitt  einer  Pyramide,  wahre  GeBialt  nnd  Neti.    181.  EoU  neation  zweier 
ebenen  Schnitte  einer  pyramidalen  Fläche.    182.  Obiingsaufgaben. 

IX.  Darchschnitt  zweier  Vielflache.  ......     149 

183.  Die  Verfahren.  Arten  der  Schnittfignr.  184.  Schnitt  einer  drei- 
seitigen Pyramide  mit  einem  dreiseitigen  Prisma.  18fi.  Schnitt  eines  regel- 
mäßigen Achtflach!  mit  einem  dreiseitigen  Prisma.  Vergleich  verschie- 
dener Verfahren.  186.  Schnitt  zweier  Prismen  mit  Grundfiguren  in  derselben 
Ebene.  187.  Schnitt  zweier  Pyramiden  mit  Gmndfignren  in  verschiedenen 
Ebenen.    188.  Übongsanfgaben. 

V.  Abfichnitt. 

Die  Kurven  im  allgemeinen  und  die  Kegolaohnitte  als 
Brennpunktskurven  im  besonderen, 

I.  Begriff,  Stetigkeit  und  Tangente  der  Kurveii. 

Das  Unendlichkleine .     167 

189.  Begriffe.  100.  Stetigkeit  nnd  Unstetigkeit  einer  Kurve.  Die  loga- 
rithmische Linie.  191.  Die  Tangente.  192.  Das  Unendlichkleine.  193.  Ein- 
fache Pnnkte  mit  ein  oder  zwei  Tangenten.  194.  Punkte  mit  unendlich 
vielen  Tangenten.  Ausgezeichnete  Tangenten.  195.  Mehrfache  Punkte. 
196.  Stetigkeit  einer  Kurve  in  Bezug  auf  die  Tangente.  197.  Das  Ver- 
zeichnen der  Kurve  aus  konstruirten  Punkten. 

II.  Ebene  Kurveui    Tangente,  Normale 165 

198,  199.  Die  Tangente  an  eine  verzeichnete  Kurve  aus  einem  außer- 
halb derselben  gegebenen  Punkte.  800.  Die  Fehlerkurve.  801.  Die  Tan- 
gente einer  verzeichneten  Kurve  in  einem  gegebenen  Punkte  derselben. 
808.  Die  Normale  einer  Kurve  ans  einem  außerhalb  derselben  gegebenen 
Punkte.  803.  Die  Asymptote.  804  Bestimmung  der  Tangente  an  eine 
Kurve  von  einem  gegebenen  Entstehungsgesetz  mittelst  der  Grenzgestalt 
eines  Vierecks  oder  eines  Dreiecks.  806.  Das  Bobervahche  Verfahren 
nnd  seine  Mängel. 

III.  Die  Kegelschnitte  als  Brennpunktskurven.   ...     178 

806.  Einteilung.  807,  808.  Die  Ellipse.  Konstruktion,  Benennungen. 
809^811.  Die  Tangente,  ihre  Konstruktion  bei  gegebenem  Punkte  der- 
selben auf  oder  außerhalb  der  Kurve.  818.  Besonderheiten.  813,  814.  Die 
Hyperbel.  815,  8l6.  Die  Tangente.  817.  Die  Asymptoten,  die  ideelle  Axe. 
818.  Die  Parabel.  819.  Die  Tangente.  880.  Die  Normale,  die  Scheitel- 
gleichung der  Parabel.  881.  Konstruktion  der  Tangente.  822.  Ellipse, 
Hyperbel,  Parabel  alfi  Kurven  derselben  Art.  828.  Diese  Xurven  als  örter 
des  Mittelpunktes  eines  Kreises,  welcher  durch  einen  festen  Punkt  geht 
nnd  einen  festen  Kreis  berührt  284.  Andere  Konstruktion  der  Tangenten 
aus  einem  außerhalb  gegebenen  Punkte. 

IV.   Rektifikation  von  Kurven,   nebst  zvrei  Anh&ngen 
über  genaues  Konstruiren  und  das  Unendlichkleine.    .     184 

885.  Begriff  der  Lilnge  einer  krummen  Linie.  826.  Rektifikation  des 
Kreises  und  der  Kreisbogen.  887.  Rektifikation  von  Bogen  des  Kreises 
und  beliebiger  Kurven  durch  Weitertragen  kleiner  gleicher  Sehnen. 

828.  Anhang  I:  Einige  Regeln  über  genaues  Konstruiren. 

889.  Anhang  U:  Über  das  Unendlichkleine. 
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V.   Die  Krfimmaug  der  Kurven.    DaB  Ünendlicbkleine 

höherer  Ordnung 193 

2B0.  Begriff.  Stetigkeit  von  der  dritten  Ordnung.  281.  Der  Krüm- 
znungskreis  und  sein  Mittelpunkt  als  Schnittpunkt  zweier  benaohbarten 
Normalen.  282.  Unendlich  kleine  Größen,  entstanden  durch  Teilung. 
233.  Unendlich  kleine  Größen  verschiedener  Ordnung.  234.  Das  Weg- 
lassen unendlich  kleiner  Größen  höherer  Ordnung.  235.  Der  Erflmmnngs- 
kreis  geht  durch  drei  benachbarte  Punkte  der  Kurve.  286.  Die  Ordnungen 
der  hier  auftretenden  unendlich  kleinen  Größen.  237.  Die  Evolute.  288.  Die 
Evolvente,  äquidistanto  Kurven.  239.  Bestimmung  des  Krümmungshalb* 
messers  einer  verzeichneten  Kurve.  240.  Der  Kontingenzwinkel.  241.  Der 
Krflmmungskreis  schneidet  im  allgemeinen  zugleich  die  Kurve,  n  pnnktige 
Berührung. 

VI.  Die  singulären  Punkte  der  Kurven 204 

242.  Rflckkehrpunkt  und  Eflckkehrtangente.  243.  Wendepunkt,  244. 
Spitze  erster  Art,  245.  zweiter  Art,  246.  gewöhnlicher  Punkt,  und  jedes- 
maliger Krümmungshalbmesser.  247.  Vielfacher  Punkt.  248.  Isolirter  Punkt 

Vir   Die  Krümmungshalbmesser  und  Evoluten  der  Kegel- 
schnitte  208 

249.  Konstruktion  des  Krümmungshalbmessers;  250.  für  die  Scheitel. 
251.  Dia  Evoluten;  diejenige  der  ApoUonischen  Parabel  ist  eine  Neilsche 
Parabel. 

VIII.   Über  unebene  Kurven  und  die  E'rojektionen  von 

Kurven 211 

252.  Begri£Pe.  253.  Die  Tangenf«  und  ihre  Projektionen.  254.  Affinit&t 
der  beiden  Projektionen  einer  ebenen  Kurve.  255.  Bestimmung  der  Schmie- 
gungsebene.  256.  Bestimmung  der  Schnittpunkte  einer  Kurve  mit  einer 
Ebene.  257.  Die  Kückkehrelemente  einer  unebenen  Kurve  (acht  Fälle), 
268.  und  ihre  Darstellung  auf  der  Schmiegungs-,  Normal-  imd  rektifici- 
renden  Ebene.  259,  260.  Die  Charaktere  dieser  Projektionen.  261.  Aus 
dem  Krümmungshalbmesser  einer  ebenen  Kurve  denjenigen  ihrer  Ceutral- 
projektion  zu  bestimmen.    262.  Fall  der  Parallelprojektion. 

VI.  Abschnitt. 
P»d<9lctiv6  Q«ometrie. 

I.   Projektive  Beziehung  zwis<$hen  gerader  Punktreihe^ 

Strahlenbfischel  und  Ebenenbüschel.     ......     221 

263.  Begriffe.  Die  einförmigen  oder  Grundgebilde  der  ersten  Stufe. 
264,  265.  Die  Regel  des  Vorzeichens.  266,  267.  Das  Teilungsverhältnis 
eines  Punktes.  268.  Das  Doppel verhftltnis.  269.  Diese  Begriffe  für  die 
Strahlenbüschel.  270.  Perspektiv  und  projektiv.  271.  Gleichheit  ent* 
sprechender  Doppelverhältnisse  in  projektiven  Punktreihen  und  Strahlen- 
büscheln. 272.  Perspektive  und  projektive  einförmige  Grnndgebilde. 
278.  Bestimmung  der  projektiven  Beziehung  durch  drei  Paare  entspre- 
chender Elemente.  274.  Bedingung  für  Perspektive  Lage.  275,  276.  Pro- 
jektive Gebilde  in  Perspektive  Lage  zu  bringen.  277.  Die  Projektivi&t 
folgt  aus  der  Gleichheit  entsprechender  Doppelverhältnisse.  278.  Mehrere 
projektive  Gebilde.  279.  Vertauschbarkeit  zweier  Paare  von  Elementen. 
2|90.  Satz  über  Gegeupunkte.  281.  Ähnliche  und  gleiche  Fnnktreihen. 
282.  Recht winkelpaare.  283,  284.'  Vierte  entsprechende  Elemente  in  pro- 
jektiven Punktreihen  imd  Strahlenbüscheln  zu  konstruiren.  285.  Becipro- 
cität  oder  Dualität.    Vollständiges  Viereck  und  Vienieit. 
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286.  Begriff:  Ein  DoppeWerhllltma  ifit  «  —  1.   287.  Harmonieuhe  Ge* 
bilde  Bind  unter  einander  projektiv.   S88.  Yertanachbarkeit  zweier  zugeord* 
neten  Elemente.    289.  Mittlere  hartnonische  Proportionale.    290.  Harmo- 
niBche  Beihe.    291.  UarmoniBche  Gkbilde  am  vollBt&bdigen  Viereck  und 
Vierseit   292.  Beeonderee  barmoniacheB  StrahlenbfiBchel.   293.  Das  vierte 
barmonische  Element  ta  konstruiren.   294.  Von  vier  barmoniscbon  Punkten 
beschreiben  awei  bewegUdie  nicht  angeordnete  projektive  Reihen.    296. 
Übnngaaufgaben. 

III.  Involution;  imaginäre  Elemente.  .   .....     239 

290,  297.  Begriff  und  Satz  fibcr  involutori«che  Gebilde.  298.  Doppel- 
eleroente.  299.  Mittelpunkt,  Potenz  der  Involution.  800.  Koi^ugirte 
imaginäre  Elemente.  Ideelle  Doppelelemente.  301.  HarmoniBChe  Trennung 
zugeordneter  Elemente  durch  Doppelelemente.  802.  Au^ben  Aber  in- 
volutorische  Gebilde. 

IV.  Kollineation  ebener  Systeme 243 

308.  Grundgobiide  der  zweiten  Stufe:  Ebenes  System  und  Strahlen- 
bOndel.  304.  Perspektive  Lage  kollinearer  ebener  Systeme;  Qegenaze. 
806.  Zwei  Perspektive  ebene  Systeme  bleiben  bei  Drehung  um  ihre  Kol- 
lineationsaKe  perspektiv.  306.  Ihre  Vereinigung  in  einer  Ebene.  307.  Sie 
bestimmen  bich  gegenseitig,  1)  duich  Mittelpunkt  0,  Aze  s,  zwei  ent- 
sprechende Punkte;  2)  und  3)  durch  zwei  in  Bezug  auf  0  oder  s  Perspek- 
tive Dreiecke.  308.  Verschiedene  Lagen  zweier  Perspektiven  Dreiecke. 
309.  Gegenseitige  Bestimmung  zweier  kollinearen  Systeme  durch  zwei 
entsprechende  Vierecke  oder  Vierseite.  310.  Zwei  Vierecke  in  Perspektive 
Lage  zu  bringen.  311.  Charakteristik  der  Kollineation ,  involutorische 
Systeme.  312.  Besondere  Fälle  der  Kollineation.  313.  Afi&nität  (und  Sym- 
metrie).   314.  Ähnlichkeit.    315.  Kongruenz.    316.  Übungsaufgaben. 

V.  Erzeugnisse  projektiver  Strahlenbüschel  und  Punkt- 
reihen in  einer  Ebene 253 

317.  Der  Kreis,  aus  zwei  projektiven  Strahlenbfischeln  oder  Punkt- 
reihen entstanden«  818.  Übertragung  dieser  Entstehung  auf  die  Kreis- 
projektionen  (Kegelschnitte).  319.  Umkehrung:  Zwei  projektive  Strahlen- 
bflschel  oder  Punktreihen  erzeugen  eine  Kreisprojektion.  320—822.  Kon- 
struktion der  Kegelschnitte  aus  fünf  gegebenen  Punkten  oder  Tangenten. 
328.  Entstehung  der  Kegelschnitte  durch  bewegliche  Dreiecke  oder  Dfei- 
seite.  824.  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon.  325.  Ein-  und  umschriebene 
Sechs-,  Fünf-,  Vier-,  Dreiecke  und  -Seite.  828,  327.  Bestimmung  der 
Doppelelemente  in  zwei  Strahlenbüscheln  oder  zwei  Punktreihen  mit  ge- 
meinschaftlichem TrSger.  328.  Einen  durch  fünf  Elemente  gegebenen 
Kegelschnitt  auf  einen  Umdrehimgskegel  zu  legen.  329 — 381  Eine  Ebene 
schneidet  einen  Umdrebungskegel  in  einer  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel. 
882.  Unendlich  föme  Punkte  der  Kegelschnitte.  383:  Sätze  über  die 
Leitlinien  der  Kegelschnitte.  381.  Der  Fok^kegelschnitt  als  Ort  der 
Spitzen  der  durch  einen  Kegelschnitt  gelegten  Umdrehungskegel.  335.  Die 
Projektion  eines  Kegelschnittes  ist  wieder  ein  Kegelschnitt  386.  Eine 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  wird  in  einer  Ebene  erzengt  durch  zwei 
projektive  Strahlenbüscbel  oder  337.  Punktreihen.  338.  Die  Kegelschnitte 
sind  von  der  zweiten  Ordnung  und  Klasse.    339.  Übungsaufgaben. 

VI.  Pol,  and  Polare  zu  einem  Kegelschnitte 271 

840.  Begriff  und  Konstruktion  von  Pol  und  Polare.  341 .  Die  bezeiob- 
aenden  Eigenschaften.    342.  Die  Polaren  der  Paukte  einer  Geraden  und 
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die  Pole  der  Strahlen  aus  einem  Punkte.  S43.  Die  gerade  Punkireihe 
und  das  Büschel  ihrer  Polaren  «ind  projektiv.  344.  Eoujugtrte  Pankte 
und  Gerade,  und  ihre  lavolntion  auf  einei^  Geraden  nnd  in  einem  Strah- 
lenbüscheL  345.  Polardreieck.  846.  Involution  der  Punkte  und  Tangenten 
«ines  Kegelschnittes.  Mittelpunkt  und  Axe  der  Involution.  347-*  360.  Auf- 
gaben fiber  Involution. 

VII.  Konstruktion  eines  Eegelscbnittea  aus  imaginären 

Bilementen 279 

^161.,  Den  Kegelschnitt  bu  konstroiren,  wejin  von  den  f&nf  gegebenen 
Punkten  oder  Tangenten  drei  reell  und  zwei  imaginiVr,  3^2.  ein  Element 
reell  und  vier  in^aginär  sind. 

YIIl.  Reciprocität  in  der  Kbeno '2S0 

363.  S&tze  der  Heciprocität.     Die  Direktrix.    354.  Übungsaufgaben. 

IX.  Xonjugirte  Durchmesser  der  Kegelschnitte.  .  .  .  232 
356,  366.  Durohmed^er,  reelle  und  imaginäre.  367.  Der  Mittelpunkt. 
35Ö.  Eonjugitte  Durchmesser,  die  Axen.  369.  Koojugirte  Durchmesser  als 
Diagonalen  eines  umschriebenen,  oder  als  parallel  zu  den  Seiten  eines  ein- 
geschriebenen Parallelogramms.  360.  Koi^jugirto  Durchmesser  der  Hyperbel 
werden  durch  die  Asymptoten  harmonisch  getrennt  361.  Satz  über  die 
Durchmesser  der  Parabel.  362.  Von  der  £lb*pee:  das  parallel  zu  konju-< 
girten  Durchmessern  umschriebene  Parallelogramm;  363.  die  Gleichung; 
364.  die  Summe  der  Quadrate  konjugirter  Durchmesder.  366.  Von  der 
Hyperbel:  das  Dreieck  der  Asymptoten  und  einer  Tangente,  die  Asymp- 
toten-Gleichung; 366.  die  ideellen  Dmrchmesser;  367.  die  konjugirten 
Hyperbeln  und  368.  ihre  umschriebenen  Parallelogramme;  369.  Beziehung 
zwischen  zwei  konjugirten  Durchmessern;  370.  Gleichung  in  Bezug  auf 
dieselben;  371.  Konstruktion  einer  Koordinate  aus  der  anderen. 

X.  Lösung  von  Aufgaben  über  die  Kegelschnitte  mittelst 

der  Kollineatioa 289 

872.  Di<Jt£lUpse  zu  verzeichnen  ans  beiden  Axen,  378.  aus  zwei  kon- 
jugirten Durchmesbem,  874.  mitteht  des  Bildes  eines  umschriebenen  regel- 
mäßigen Acht-  oder  ZwOlfecks.  375.  In  einem  verzeichneten  Kegelschnitte 
konjugirte  Durchmesser  a.  s.  w.  zu  bestimmen.  876.  Aus  zwei  konjugirten 
Durch meisem  einer  Kllipse  zu  einem  weiteren  Durchmesser  den  koigugirten 
an  bestimmen.  377.  Die  Axen  einer  Ellipse  aus  zwei  konjugirten  Durch- 
messern, 378.  aus  fünf  Punkten  dar  Kurve  zu  bestimmen.  379.  Von 
einer  Hyperbel  aus  den  Asymptoten  und  einem  Punkte  die  Axen  u.  s.  w 
zu  bestimmen.  380  Von  einer  Parabel  aus  zwei  Punkten  und  dem  Durch- 
messer and  der  Tangente  in  einem  derselben  die  Axe  u.  s.  w.  zu  bestimmen. 
881^  882.  Einen  Kegelschnitt  aus  drei  Pnjikten  und  den  Tangenten  in 
zweien  zu  bestimmen.  383.  Konstruktion  eines  Kegelschnittes  aus  fünf 
gegebenen  Punkten  desselben.  384.  Schnittpunkte  eines  durch  fünf  Punkte 
gegebenen  Kegelschnittes  mit  einer  Geraden. 

XI.   Sätze  Ober  Perspektive  Lage,  die   Brennpunkte, 
die  Ähnlichkeit  und  die  Krümn\ungBmittelpt^kte 

der  Kegelschnitte 299 

386«  Perspektive  Kegelschnitte.  386.  Zwei  Kegelschnitte  einer  Ebene, 
welche  einen  Punkt  O  oder  eine  Gerade  s  mit  einer  Involution  gemein- 
sam konjagirter  ßlemenie  besitzen,  liegen  perspekiiv  mit  zwei  Mittel- 
punkten  und  zwei  Axen  der  KoUineation,  darunter  0  bezw.  s.  387.  Ähn- 
liche und  ahnlich  liegende  Kegelschnitte.  38b.  Bei  einem  Kegelschnitte 
«ind  die  Punkte  rechtwinkliger  Involution  konjugirter  Strahlen  die  Brenn- 
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punkte  (zwei  reelle  and  vier  imagiu&re).  389.  Die  Leitlinien  sind  die 
Polaren  der  Brennpunkte.  390,  391.  Konstruktionen  der  Krflmmungsmittel- 
pnnkte  der  Kegelschnitte,  begründet  durch  die  Steinersche  Parabel^ 
392.  aus  den  Linien  der  Normale  und  der  Axen,  893.  ans  der  verzeich- 
neten Kurve; 

XIL    Allgemeines  über  die  Büschel  und  Schaaren  von 

Kegelschnitten 307 

394.  Begri£F.  Solche  von  derselben  Art  lassen  sich  auf  einander  pro- 
jiciren.  395.  Involution  t^uf  einer  das  Büschel  schneidenden  Geraden  (drei 
Fälle).  396.  Projektive  Reihen  auf  Qeraden,  die  durch  Grandpunkte 
gehen.  397.  Zugeordnete  Punkte  in  Bezug  auf  ein  Kegelschnittbüschel. 
398.  Konstruktion  des  gemeinschaftlichen  Polardreiecks  zweier  Kegel- 
schnitte in  einer  Ebene.  399.  Ausführung.  Beeile  »und  imagmiire  Eck- 
punkte und  Seiten. 

XIIL  Konjugirte  Kegelschnitte  und  Imaginärprojektion.  316 
400.  Ideelle  Sehne  eines  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  ei  neu  Punkt. 
401.  Die  konjugirte  Kurve  eines  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  einen  Punkt 
ist  wieder  ein  Kegelschnitt.  Diese  Beziehung  ist  gegenseitig.  402.  Art 
der  Kurven.  Reciproke  Begriffe  in  Bezug  auf  eine  Gerade.  403.  Koigu- 
girte  Kegelschnitte  sind  gegenseitig  Imaginärprojektionen  mit  der  Charak- 
teristik t.  404..  Drei  reelle  konjugirte  Kegelschnitte  in  Bezug  auf  ein 
gemeinschaftliches  Polardreieck.  405.  Der  zu  einem  Kegelschnitte  in 
Bezug  auf  einen  inneren  Punkt  konjugirte  Kegelschnitt  ist  imaginär. 
406.  Das  Polarsystem  eines  imaginllren  Kegelschnittes.  407.  Von  den 
vier  in  Bezug  auf  ein  gemeinschaftliches  Polardreieck  konjngtrten  Kegel- 
schnitten ist  einer  imaginär.  408.  Ein  imaginärer  Kegelschnitt  kann 
durch  oo^  reelle  Kegelschnitte  (seine  ideellen  Darstellungen)  dargestellt 
werden.  409.  Die  Schnittpunkte  und  gemeinschaftlichen  Sehnen  zweier 
Kegelschnitte  einer  Ebene.  410.  Die  Best^immnng  der  letzteren  bei  imagi- 
nären Schnittpunkten.  411.  Bestimmung  des  Eckpunktes  des  gemeinschaft- 
lichen Polardreiecks,  durch  welchen  die  gemeinschaftlichen  Sehnf^  gehen. 
412.  Reciprokes  für  gemeinschaftliche  Tangenten.    413.  Übungsaufgaben. 

XVI.   Verzeichnung  von  Kurven  einer  Schaar  oder  eines 
Büschels  von  Kegelschnitten  mittelst  fiilfskegel- 

schnitten 325 

414.  Kurven  einer  Schaar  von  Kegelschnitten  in  ein  gegebenes  Vier- 
seit  zu  verzeichnen.  1)  Das  Vierseit  ist  imaginär.  415.  Ein  Hilfskegel- 
schnitt. 416.  Verlauf  der  reellen  und  417.  der  imaginäreu  Kurven  der 
Schaar.  418.  2)  Das  Vierseit  ist  reell.  419.  Die  drei  Hilfskegelschnitte. 
420.  Verlauf  der  Kurven.  421.  3)  Im  Vierseit  sind  zwei  Seiten  reell, 
zwei  imaginär.  422.  Km'ven  eines  Büschels  von  Kegelschnitten  durch 
vier  gegebene  Punkte  zu  legen.  1)  Die  vier  Punkte  sind  imaginär; 
423.  2)  sie  sind  reell;  424.  3)  zwei  sind  reell,  zwei  imaginär. 

XV.  Verzeichnung   von  Kurven   einer  Schaar  oder  eines 

Büschels  von  Kegelschnitten  mittelst  Netzen.  .  .  .  836 
425,  426.  Sätze  zur  Bestimmung  von  Punkten  einer  zweiten  Kurve 
aus  einer  ersten  gegebenen  einer  Schaar  nnd  den  zwei  Mittelpunkten  der 
Büschel  gemeinsam  konjugirter  Strahlen.  427.  Der  Zickzack  zwischen 
zwei  Kurven  einer  Schaar.  428.  Bezeichnungen.  429.  Eigenschatten  der 
Zickzacke.  430.  Netz  und  Dopj>elnetz.  Gleichzeitige  Bestimmong  be- 
liebig vieler  Kurven  der  Schaar  durch  das  Netz.  431.  Asymptotische 
Annäherung  des  Zickzacks  an  d;ne  Grenzgerade.    432.  Sich  ergänzende 
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Ziokiacke.  483.  Dnrch  einen  gegebenen  Ponkt  eine  Kurve  der  Sebaar  zn 
legen.  434.  Regelmäßige  Neiae.  436.  Karren  einer  Kegehchnittschaar 
zu  verzeichnen.  1)  Die  vier  Seiten  des  Vierseite  sind  imaginär.  436.  Be- 
sonderer Fall  der  konfokalen  Kegelschnitte;  Nets  konzentrischer  Kreise. 
437.  Geradliniges  Neti  bestimmt  durch  swei  Kegelschnitte.  488.  Andere 
Art  der  Bestimmung  des  Netzes.  439.  Allgemeiner  Fall  der  vier  imagi- 
nären Seiten.  440.  2)  Im  Vierseit  sind  swei  Seiten  reell,  zwei  imaginär; 
besonderer  Fall;  441.  allgemeiner  Fall.  442.  3)  Es  sind  vier  Seiten  reell. 
443.  Kurven  eines  Kegelschnittbflschels  zu  verzeichnen^  1)  Die  vier  Grund- 
punkte sind  imaginär;  444.  2)  die  vier  Grundpunkte  sind  reell;  446.  3) 
zwei  Grundpunkte  sind  reell,  zwei  imaginär;  besonderar  Fall;  446.  all- 
gemeiner Fall,  gel6st  durch  cyklisch- projektive  StrahlenbQschel.  447.  Kur- 
ven-einer  Kegelschnittschaar  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Tan- 
genten mittelst  cyklisch-projektiver  Punktreihen  au  verzeichnen. 

XVL    Die   cyklisch-projektiven  Punktreihen   und  ihre 
Anwendung  auf  Kegelschnittschaaren  und  Büschel.     .     867 

448.  Die  cyklisch-projektiven  Punktreihen  auf  einem  Kegelschnitte; 
Begriff.  449.  Ihre  verschiedenen  projektiven  Beziehungen  zu  sich  selbst 
460.  Aze,  Pol  und  Grenzpunkte  der  Reihe.  461.  Alle  Verbindungslinien 
von  je  zweien  Punkten  mit  derselben  Summe  der  Stellenzahlen  gehen 
durch  denselben  Punkt;  Involution.  462.  Aus  vier  gegebenen  auf  ein- 
ander folgenden  oder  Grenzpunkte  enthaltenden  Punkten  die  Reihe  zu 
ergänzen.  468.  Projektiv  gleiche  Teile  des  Kegelschnittus.  Halbiren 
eines  Teiles.  454.  Teilen  in  n  projektiv  gleiche  Teile.  466.  Die  Punkt- 
reihe  ohne  reelle  Grenzponkte  ist  Projektion  einer  gl^ichteiligen  Punkfcreihe 
eines  Kreises.  466.  Schließen  und  Nichtschließen  der  Reibe.  467.  Den 
Umfang  eines  Kegelschnittes  in  n  projektiv  gleiche  Teile  zu  teilen,  wenn 
»  -»  2»>,  3  •  2*^  od^r  beliebig.  468.  Eine  cykliscli-projektive  Funktreihe 
mit  einem  einzigen  Grenzpunkte  ist  harmonisch.  469.  Die  harmonisch 
zugeordnete  Reihe.  460.  Eine  cyklisch -projektive  Punktreihe  ist  durch 
vier  beliebige  bezifferte  Punkte  von  ihr  oder  von  ihrer  harmonisch  zu- 
geordneten Reihe  bestimmt.  461.  Cyklisch-projektive  gleiche  Punktreihen. 
Ihre  gleichen  oder  ungleichen  Richtungen.  Unterscheidung  der  beiden 
imaginären  Grenzpunkte  durch  den  Bewegungssinn.  462.  Eine  zu  einer 
gegebenen  gleiche  cyklisch-projektive  Punktreihe  auf  einem  Kegelschnitte 
ist  durch  einen  ihrer  Punkte  gegeben.  463.  Hilfssatz  über  zwei  sich 
doppelt  bertiirende  Kegelschnitte.  464.  Die  Sehnen  projektiv  gleicher 
Bogen  eines  Segelschnittes  werden  von  einem  anderen  Kegelschnitte  ein- 
gehüllt. 466.  Bildung  der  Netze  zur  Verzeichnung  von  Kurven  einer 
Kegelschnittschaar  durch  gleiche  cyklisch-projektive  Punktreihen  auf  einer 
der  Kurven.    466.  Einzige  Punktreihe.    Regelmäßiges  Netz. 

XVn.  Imaginäre  Projektion  zweier  Büschel  oder  zwdier 
Schaaren  von  Kegelschnitten  auf  einander,  wenn  die  An- 
zahlen ihrer  reellen  Grundelemente  verschieden  sind.  .     382 

467.  Gleichzeitige  Konstruktion  von  Kurven  eines  Kegelschnittbüschele« 
von  welchem  die  vier  Grundpunkte  gegeben  sind,  mdgen  diese  all«^  oder 
zum  Teil  reell  oder  imaginär  sein.  468.  Unterscheidung  der  Kurven  der 
verschiedenartigen  Büschel.  469.  Zwei  Kegelschnittbüschel  mit  vier  reellen 
oder  mit  vier  imaginären,  sowie  zwei  solche  mit  zw«i  reellen  und  zwei 
imaginären  Grundpunkten  sind  Imaginärprojektionen  von  einander  nach  der 
früheren  Auffassung.  470.  Zwei  solche  mit  vier  reellen  oder  vier  imagi- 
nären Grundpunkten  sind  in  etwas  verallgemeinerter  An  Behauung  tmagi- 
närprojektionen    von    solchen    mit   zwei    reellen    und   zwei  imairinären 

Wiener,  Lehrbvoä  «Ur  dAntellenden  Goometri«.  b 
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Seit« 
Gnmdpunkien»  471.  VeraUgemeiiierie  ADschaaung  für  alle  Fälle.   472.  Be- 
oiproke  £ntatehung  der  verBehiedeneit  KegelflchmtUchMuren  und  47d.  ihre 
gegenBeltige  Imagin&rprojektioii. 

Vn.  Abschnitt 

Beleuohtongslehre  mit  Ihrer  Anwendung  auf  ebenflftchige 

Körper. 

I.  Physikalisolie  Grandlage  der  Beleuchtnngslehre.  .  300 
474.  Li<^hi,  £igeB*  und  Sofalagsckatten.  475.  Bestimmimg  der  Beleach- 
tongMtärke.  476.  Spiegelnde  and  matte  Körperoberfiächen.  477.  Die 
Helligkeit  einee  Fl&chenelementes.  Sie  ist  nnabh&ngig  Ton  der  Entfer- 
nong  des  Gegenstaadeü  Tom  Ange,  wenn  diese  weniger  als  600  m  betrSgt; 
sie  steht  mit  der  BelencfataDg^stärke  in  Verii&ltnis.  478.  Besiehang  der 
Helligkeit  m  der  Sebrichtang  oder  dem  Ansfaliwinkel  des  Lichtes.  Nach 
dem  Lambertsehen  Gesetse  ist  sie  daron  onabh&ngig.  479.  Bougnez«  Ver- 
suche. 480.  Ihre  Deatuog.  Sie  Terftadem  das  Lambertsche  Gesets  zum 
Teile.  481.  Boaguers  Beobachtungen  reichen  sor  Konstruktion  nüsht  aas. 
Beobachtungen  des  Verfassers.  488.  Benuteung  dns  Lambertschen  Ge- 
setzes. 483.  Das  Bfickstrahlnngsyermögen.  Formeln  fAr  die  dorch  direkte 
Beleuchtung  hervorgebrachte  Helligkeit.  .  484.  Foimeln  ffir  die  durch 
Reflex  heryorgebrachte  Beleuchtuugsst&rke*  486.  Bestimmung  des  Be- 
lenchtuDgsraumes  einer  geradlig  begrenzten  reflektirenden  Fl&che.  486.  For- 
meln für  die  durch  Reflex  hervorgebrachte  Helligkeit.  487.  Das  Rüok- 
atrahlungsvermdgen  verschiedener  KOrper.  488.  Belenchtung  durch  die 
Atmosphäre.  489.  Bestimmung  der  Gesamthelligkeit  eines  Flftoheneie- 
mentes.  490.  Einige  Regeln  in  Bezug  auf  die  Helligkeit  491.  EinfloB  einer 
größeren  zwisehenliegenden  Luftechicht  auf  die  Helligkeit.  49S.  Der 
Halbschatten.    493.  Wirkung  des  Gegensatzes  (Kontraetet). 

IL  Nachahmung  der  Helligkeit  durch  Tuschlagen.  •   .     408 
494.  Versuche.   Die  notwendige  Anzahl  von  Tuschlagen  steht  im  Ver« 
hflltnisse  nicht  mit  dem  redproken  Werte  der  Helligkeit,  sondern  496.  mit 
dem  Logarithmus  dieses  Wertes.   Bestimmung  der  Konstanten.    496.  Ab- 
leitung und  497.  Beschreibung  des  Verfahrens  des  Tuschens. 

III.  Bestimmung  des  Schattens  und  der  Helligkeit  von 

ebenfi&chigen  KOrpern  bei  Parallelbeleuohtung.  .  .  413 
498.  Bestimmung  der  Beleuchtungsstärl-r-  einer  Ebene  durch  deo 
Schlagschatten  ihrer  Falllinie  auf  eine  Projeknonsebene.  499.  Schatten- 
bestimmung durch  das  Verfahren  der  Hilfsebene.  Beispiel  einer  Pyramide 
und  eines  Prismas.  600.  Bestimmung  der  Reflexhelligkeit.  601.  Schatten- 
bestimmung mittelst  der  Profilebene.  Beispiel  zweier  Prismen.  609.  Schatten* 
bestimmun g  vermittelst  des  Schattens  einer  Linie  auf  eine  andere.  Bei- 
spiel eines  Sternes.  608.  Bestimmung  der  durch  unmittelbare  Beleuchtung 
hervorgebrachten  Helligkeit  durch  die  Schattendreiecke.  604,  606,  Bestim- 
mung der  Reflexhelligkoit  bei  verschiedenen  ROckstrahlungsvermOgen  der 
verschiedenen  Körper. 

Vm.  Absohnitt. 
Axonometrisohe  und  schiefe  Projektion. 

I.  Die  Axonometrie 4S7 

606.  Die  Axonometrie  liefert  die  senkrechte  Projektion  eines  Gegen- 
standes durch  die  rechtwinkligen  Koordinaten  seiner  Punkte.  607.  Das 
Axenkreuz,  das  Spurendreieck,  die  Axenmaßstftbe,  der  StrahlenmaOstab, 
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die  YerhftltiiiswinkeL  508.  Abbildong  de«  Wfirfels  mit  den  eiogeeokrie- 
benen  Kreiaen  seiner  Quadrate.  609.  Abbildung  eines  Qrabkreoiee  and 
seines  Schattens.  51Q.  Benebongen  der  VerkannngsTerh&ltnisse  und  der 
Verbftltnisialüen.  611.  Aus  den  Biebtnngen  der  Azenpri^ektionen  die 
YerkfinnngSTerhftltnisse  sa  bestimmen.  618.  Ans  den  Yerkürsongsyer- 
bältnissen  die  Azenprojektionen  sa  bestimmen.  51S.  Die  Verkfirzuogs- 
kreise  nnd  das  Yerkfinnngsdreieek.  614.  Die  FuOpnnkte  der  Höhenlinien 
eines  Sparendneiecks  bilden  ein  Yerkfinnngsdreieek.  616.  Ans  den  Ver- 
hftltnisiahlen  die  Azenprojektionen  sn  bsstimmen.  616.  Formeln  und 
Tabelle  Aber  Yerh&ltnissahlen,  YerkürsongsvefhlUtnisse  und  Azenwinkel. 
617.  Die  isoRietrisehe,  618.  die  trimetrisohef  619.  die  dimetriiohe  Pro- 
jektion. 6S0»  Iidsung  der  Grundau%aben  der  darstellenden  Geometrie  in 
azonenetrischer  Darstellung.  Schnitt  Ton  Ebene  und  Qerade.  691.  Zwei 
sn  einander  senkrechte  Gerade  in  einer  Koordinatenebene.  69S.  Der  Ab- 
stand sweier  Punkte.  688.  Der  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Ebene. 
684.  Der  Winkel  iweier  (Geraden.    686.  Der  Winkel  sweier  Ebenen. 

n.  Die  schiefe  Projektion. 444 

686.  Begriff  und  Namen.  Der  Wüifel  mit  den  Kreisen  der  Quadrate. 
Das  Grabkreuz.  687.  Yorteile  und  Nachteile.  688.  Anwenduug  auf  das 
Zeichnen  der  Kxjstalle.  689.  Der  8F]Achner,  der  48  Flächner.  630.  Der 
Sats  Ton  Pohlke:  Jedes  ebene  Azenkrenz  ist  die  Parallelprojektion  eines 
rechtwinklig-gleichschenkligen  Axenkrenses.  631.  Die  schiefe  Projektion 
legt  eine  Koordinatenebene  und  eine  Koordinatenaze  zu  Chrnnde.  Dar- 
stellung Ton  Pnnkf,  Gerade  und  Ebene.  Der  Abstandskreis.  688.  Der 
Abrtand  zweier  Punkte.  688.  Der  Abetand  eines  Punktes  Ton  einer  Ebene. 
684.  Der  Abstand  eines  Punktes  Toa  einer  Geraden.  686.  Qbungsau^aben« 

DL  Abschnitt 
9«rq;>ektiTe  nnd  BelieQ^erapektiTd, 

I.  Die  Centralprojektion  oder  die  Perspektive  im  engeren 

Sinne 468 

686.  Spur  und  Flnoh^unkt  einer  Geraden,  Spur  und  Flnehtlinie  einer 
Ebene.  Schnitt  sweier  Ebenen.  687.  Augenpunkt,  Distanspnnkte  u.  s.  w. 
688  Persptktiyis  einer  doppelten  Pfeilerreihe  in  gerader  Ansicht  689.  Die 
Schatten  einer  geraden  und  eines  Punktes  auf  eine  Ebene.  640.  Schatten 
in  der  Pfeilerreihe  bei  ParaUelbeleuchtung.  641.  Perspektive  einer  hiori- 
aontalen  schiefbn  Linie.  Teilungspunki  648.  Die  reducir^en  Pnokte. 
648.  Perspektive  in  schrftger  Ansicht  von  einem  Obelisken  mit  seinem 
Schatten.  644.  Yerfahren  von  Steviu,  Ubaldiy  Dfirer.  645.  Perspektive 
in  schrftger  Ansicht  von  einem  Hanse  mit  seinem  Schatten.  646.  Lösung 
der  Grnndaufgaben  in  perspektiver  Darstellung.  Darstellung  der  Ge* 
xaden,  des  Punktes,  der  Ebene.  647.  Schnitt  von  Ebenen  und  Geraden. 
648.  Die  vier  Hauptebenen.  649.  Auf  der  Perspektive  einer  Geraden 
Strecken  von  gegebener  wahrer  Lftnge  abzutragen.  660.  Durch  einen 
Punkt  zu  einer  Geraden  oder  Ebene  eine  Parallele  su  legen.  661.  Durch 
einen  Pnnkt  zu  einer  Ebene  eine  senkrechte  Gerade,  oder  umgekehrt,  zu 
legen.  668.  Den  Winkel  von  Geraden  und  Ebenen  sn  bestimmen.  668. 
Übungsau^taben. 

TL  Die  Perspektive  Kollineation  zweier  rftumlichen 

Systeme  oder  die  Reliefperspektive. 468 

664*  Die  ünbestimmiheii  der  Belielperspektive  wird  beseitigt,  indem 
man  einer  Geraden  eine  Gerade  entsprechen  l&ßt.    Bildebene,  Flncht* 
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ebene.  656.  Relief bild  von  Gerade,  Punkt,  Ebene.  Flncb^nnkt,  Flnckt- 
linie.  Yerschwindnngsebene.  666.  Augenpunkt,  Distans,  Tiefe.  Senk- 
rechte Projektion  des  Beliefs  auf  die  Bildfl&che.  BeliefbUd  des  Orund- 
riasee  und  seine  Projektion  auf  die  Grundebene.  667.  Die  Relie^rtpekÜTe 
eines  Pfeilers.  668.  Bestimmung  der  Besiehung  zweier  perspektiy-kollinearen 
xftumlicben  Systeme  dureh  a)  Mittelpunkt  und  £bene  der  Zollineation 
und  ein  Paar  entsprechender  Punkte,  b)  zwei  Perspektive  Vierecke  (Satz). 
669.  Charakteristik  der  Eollineation.  Affinität,  Ähnlichkeit,  Koogruenz. 
660.  Die  Reliefperspektive  gestattet  auch  der  Bildhauerei  die  Darstellung 
beliebig  entfernter  Gegenstände.  661.  Wiederherstellung  (Restitution)  des 
Gegenstandes  auf  unendlich  viele  Arten.  Der  wiederhergestellte  und  der 
wirkliche  Gegenstand  sind  unter  einander  perspektiv-kollinear.  568.  un- 
willkürlich tritt  in  der  Vorstelluag  des  Beschauers  zwischen  beiden  Gegen- 
ständen die  Affinität  ein.  663.  Mangel  des  Reliefs  in  Beziehung  auf  die 
BeleuchtuDg.  Verbessern  durch  Abweüdinng  von  der  Regel  bei  runden 
Gegenständen. 
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Begriff  «Bd  Wesen  der  darstellenden  Oeonetrie. 

1.  Begriff.  Die  darstellende  Geometrie  ist  die  Wissensdiafty  wdöhe 
Uhrtj  BaumgAüde  absubilden  tmd  Aufgaben  über  dieselben  emf  Grund- 
lage der  Abbildung  vermittelst  Zeichnung  su  läsen. 

Sie  lehrt  im  besonderen: 

1)  die  Raomgebilde,  welche  im  allgemeinen  drei  Ausdehnungeii 
besitzen^  durch  Darstellungen  von  nar  zwei  Ausdehnungen^  die  also 
in  einer  ebenen  oder  krummen  Fliehe  liegen,  oder  auch  durch  solche 
von  ebenfalls  drei  Ausdehnungen  (Asubilden^  und  zwar  derart,  daß 
die  Abbildung,  abgesehen  von  der  Farbe,  einen  ähnlichen  Eindruck, 
wie  der  Gegenstand  selbst,  hervorzubringen  yermi^,  Abbildnngs- 
weisen,  welche  die  letztere  Bücksicht  bei  Seite  lassen,  wurden  bis- 
her in  der  darstellenden  Geometrie  nicht  benutzt. 

2)  Sodann  lehrt  unsere  Wissenschaft,  auf  Grundlage  der  Ab- 
bildung, und  zwar  derjenigen  in  einer  Ebene,  rermittelst  weiterer 
iZeichnung,  der  sogenannten  Konstruktion,  Aufgaben  tri  Becug  auf 
die  Baumgebade  eu  lösen;  und 

3)  entwickelt  sie  die  zu  diesen  beiden  Zwecken  nötigen  Lehrsätze. 

2.  Die  tu  dem  ersten  GMete  bezeichnete  An^be,  insofern  sie 
auf  die  Erzielung  eines  möglichst  fibereinstimmenden  Eindrucks  ge- 
richtet ist,  wurde  durch  die  Efinste  der  Malerei  und  der  Bildhauerei 
gestellt;  und  die  Wissenschaft  lieferte  die  Yerfahmngsweisen,  einer- 
seits Bilder,  welche  durch  Form  und  durch  Licht-  und  Schatten- 
gebung  möglichst  tauschen,  und  andererseits  Reliefdarstellungen 
anzufertigen.  Die  Teile  der  darstellenden  Geometrie,  welche  diese 
Aufgaben  lösen,  heißen  bezw.  die  Perspektive  im  engeren  Sinne, 
oder  die  Centralprojektion,  welche  das  betrachtende  Auge  in  end- 
lichem Abstände  yoraussetzt,  die  Beleuchtungslehre  und  die  Relief- 
Perspektive. 

Wahrend  auf  diesem  ersten  Gebiete  unserer  Wissenschaft  die 
Darstellung  mehr  einen  Selbstzweck  besitzt,  dient  sie  in  dem  sweiten 
nur  als  Hilfsmittel  zur  Auflösung  von  Aufgaben  über  Raumgebilde. 

wiener,  Lehrbuli  der  dAntelleB4«n  Geometiie.  1 
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Hierzu  ist  tot  Allem  notwendig,  daß,  nachdem  das  Abbildungs- 
gesets  angenommen  wurde,  nicht  nur  durch  den  Gregenstand  die 
Abbildung,  sondern  auch  umgekehrt  durch  die  Abbildung  der  Ge- 
genstand eindeutig  bestimmt  sei;  und  da  eine  einzige  Abbildung 
meist  nur  die  erstere  Anforderung  erfüllt^  so  wird  die  letztere  um- 
gekehrte gewohnlich  durch  Vereinigung  zweier  Abbildungen  auf 
verschiedenen  oder  auf  derselben  Bildfläche  erfilllt,  wobei  man  diese 
stets  eben  wählt.  Indem  es  dabei  auf  einen  hohen  Grad  der  Über- 
einstimmung nicht  ankommt,  wird  hier  gewöhnlich  zur  Erreichung 
größerer  BSinfachheit  die  parallele,  insbesondere  die  senkrechte  Pro- 
jektion angewendet  Die  Benutzung  von  Projektionen  ist  aber  not- 
wendig, weil  im  Gegensatze  zur  ebenen  Geometrie,  welche  ihre  Auf- 
gaben unmittelbar  durch  Zeichnung  in  der  Ebene  des  Gebildes  löst, 
eine  unmittelbare  Losung  von  Aufgaben  über  allgemeine  Raum- 
gebilde kaum  durchführbar  ist  So  lehrt  zwar  die  Stereometrie,  daß 
der  Mittelpunkt  einer  durch  vier  gegebene  Punkte  gehenden  Kugel 
der  gemeinschaftliche  Punkt  der  sechs  Ebenen  ist,  deren  jede  eine 
der  sechs  Strecken  zwischen  zweien  jener  Punkte  senkrecht  halbirt; 
diese  Strecken  und  Ebenen  aber  durch  körperliche  Hilfsmittel,  etwa 
gespannte  Faden  und  Glastafeln,  wirklich  zu  legen  und  so  die  Auf- 
gabe thatsächlich  zu  lösen,  ist  schon  wegen  der  Umständlichkeit 
durchaus  unzweckmäßig«  Die  darstellende  Geometrie  lehrt  nun,  die 
gegebenen  Punkte  in  einer  Ebene  abzubifden  und  auf  Grundlage 
dieser  Abbildung  die  Aufgabe  durch  Zeichnung  in  derselben  Ebene 
zu  lösen.  Solche  Aufgaben  wurden  zuerst  in  der  Baukunst  gestellt, 
indem  in  der  Zeichnung  die  Zerlegung  des  Bauwerkes  in  einzelne 
Baustücke  angegeben  und  die  Stücke  nach  dem  aus  der  Zeichnung 
entnommenen  Maßen  derart  hergestellt  werden  mußten,  daß  sie, 
zusammengefügt^  das  beabsichtigte  Bauwerli  bildeten. 

Nachdem  sich  an  solchen  praktischen  Aufgaben  viele  Auflösungs- 
▼erfahren  herausgebildet  hatten,  entwickelte  sich  aus  diesen  die 
Wissenschaft  der  darstellenden  Geometrie,  welche  die  rein  geome* 
trischen  Gebilde  in  üxt  Bereich  zog{  und  gegenwärtig  entnimmt 
diese  Wissenschaft  ihre  Aufgaben  aus  dem  ganzen  Gebiete  der 
Geometrie  der  geraden  und  krummen  Linien  und  Flächen,  so  daß 
ihr  Umfang  nur  durch  unser  Wissen  und  durch  die  auf  dieses  Stu- 
dium verwendbare  Zeit  beschränkt  wird,  wobei  die  Anwendbarkeit 
in  Wissenschaft,  Kunst  und  Technik  die  Auswahl  bedingt 

Zur  Lösung  der  Aufgaben  der  beiden  bezeichneten  Gebiete  der 
darsteUenden  Geometrie  sind  Lehrsätze  erforderlich,  die,  wenn  unsere 
Wissenschaft  befriedigend  und  recht  fruchtbringend  wirken  soll, 
nicht  aus  anderen  Teilen  der  Mathematik,  z.  B.  aus  der  analytischen 
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Geometrie,  entliehen;  sondero  selbständig  entwickelt  werden  mlläsen; 
xmd  zwar  —  entsprechend  der  Eigentamlichkeit  unseres  Wissens- 
zweiges —  vorwiegend  auf  geometrischem  Wege. 

Besonders  enge  verwandt  und  deswegen  in  hohem  Grade  nutz- 
bringend zeigt  sich  dabei  die  projektive  oder  neuere  Qeomäriey  oder 
die  Geometrie  der  Lage,  weil  sie  auf  derselben  Grundanschaunng, 
wie  die  darstellende  Geometrie,  nämlich  auf  der  des  Projicitens  be^ 
ruht,  und  die  sogen,  projektiven  Eigenschaften  der  Raumgebilde 
entwickelt,  d.  h.  diejenigen,  welche  sich  durch  das  Projiciren  nicht 
indem.  Bei  diesem  innigen  Zusammenhange  der  darstellenden  mit 
der  theoretischen  Geometrie  unterscheidet  sie  sich  doch  von  ihr  da- 
durch, daß  sie  vorwiegend  eine  Kette  von  Aufgaben  und  der^  Auf- 
lösungen, diese  dagegen  eine  solche  von  Lehrsätzen  bildet.  Jene 
beweisenden  Entwickeinngen  bezeichnen  nun  das  dritte  Oebiet  der 
darstellenden  Geometrie;  alle  drei  Gebiete  sind  aber  stets  mit  ein- 
ander verwoben. 

In  dem  vorliegenden  Buche  sollen  von  der  Perspektive  im 
engeren  Sinne,  sowie  von  der  Reliefperspektive  nur  die  Grundzüge 
gegeben,  die  Beleuchtungslehre  dagegen  in  ihrem  wesentlichen  Um- 
fange durchgeführt  werden. 

3,  Das  Prqjektionsverfahren.  Zur  Erreichung  der  Zwecke  der 
darstellenden  Geometrie  muß,  wie  schon  bemerkt,  jedem  Punkte  des 
Gegenstandes  ein  Punkt  seiner  Abbildung  als  entsprechend  zugeordnet 
werden.  Das  Verfahren,  nach  welchem  dies  geschieht,  das  soge- 
nannte Darstellungs-  oder  Projektionsverfahren,  wird  vollständig 
oder  teilweise  durch  die  Anforderung  bestimmt^  daß  ein  Punkt  und 
sein  Bild  sich  für  das  Auge  oder  scheinbar  decken  sollen.  Sie  be- 
steht, wenn  eine  ebene  Abbildung  verlangt  wird,  darin,  daß  man  von 
einem  Punkte,  der  die  Stelle  des  Auges  angibt^  einen  geraden  Seh- 
strahl  durch  jeden  Punkt  des  Raumgebildes  legt,  dessen  Schnitt- 
punkt mit  jener  Ebene,  der  Bildfläche,  bestimmt  und  ihn  als  Ab- 
bildung jenes  Punktes  des  Raumgebildes  bezeichnet  Statt  (Mnlden 
gebraucht  man  auch  das  Wort  y^projiciren*^.  Man  nennt  dann  die 
Stelle  des  ^Iti^es  yfProjdctiansmiUdpuhkt^  oder  yyPrqjektianscenirum^, 
die  Sehstrahlen  „prajidrende  StraJdcn  oder  Geraden'^,  auch  f,Pro- 
jAtiansstraUen^,  die  Bildfläche  „P^oJehtionsAene^  oder  „Tafd'*,  un4; 
die  Ähbildtmg  „Projektion*'  oder  „Riß!'.  ;. 

Läßt  man  den  Projektionsmittelpunkt  ins  Unendliche  gehen, 
so  werden  die  projicirenden  Strahlen  unter  einander  pdrdliel 
und  man  erhält  die  Parallelprcjektion  im  Gegensatze  zur  Central' 
prcjdctian  oder  der  Perspektive  im  engeren  Sinne.  Werden  außer- 
dem die  projicirenden  Strahlen  senkrecht  zur  Projektionsebene  ge- 
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stellt,   80   erhält  man  die  smhredUe  oder  orthogonale  Projektion  im 
Gegensatz  zur  schiefen. 

Ebenso  ist  die  Abbildung  auf  einer  krummen  Fläche  eindeutig 
bestimmt,  wenn  man  Ton  dieser  Fläche  nur  ein  Stück  benutzt,  welches 
Ton  jedem  der  Sehstrahlen  nur  in  einem  Punkte  getroffen  wird. 
Soll  dagegen  die  Abbildung  eines  Raumgebildes  nicht  auf  einer 
Fläche  liegen,  sondern  selbst  räumlich  sein,  so  genügt  zu  ihrer  Be- 
stimmung nicht  die  Anforderung  des  scheinbaren  Deckens;  es  wird 
vielmehr  die,  wie  sich  später  zeigen  wird,  genügende  Bedingung 
hinzugefügt,  daß  die  Abbildung  einer  Geraden  wieder  eine  Gerade 
sein  soll,  und  man  erhält  hierdurch  die  Beliefperq^ektive. 
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fitseliielite  der  tostellendeii  Geometrie. 

L  Altertum  und  Mittelalter. 

4.  Über  die  Darstellungsweiseder  Alten  gibt  nns  der  römische 
Baumeister  VUruv  (zur  Zeit  Ohristi)  in  seinem  Werke  über  die  Bau- 
kunst (2.  Kap.^  i.  Buch)  Nachricht,  indem  er  s^,  daß  zu  Ent* 
würfen  (species  dispositionis ,  iiiai)  die  Idknoffraphie  (der  Grundriß; 
txvog,  die  Faßtapfe;  yQaq>BiVy  einritzen,  schreiben),  die  Orthoyraphie 
(der  Aufriß;  ogdvg,  auf  rocht)  und  die  Seenographie  (die  Perspektive 
Abbildung;  öxrfviiy  das  Zelt,  die  BOhne)  angewendet  werden.  Die 
Ichnographie  gebe  die  Abbildung  auf  dem  Boden,  die  Orthographie 
das  aufgerichtete  Bild  der  Außenfläche  (frontis),  die  8cenographie 
die  Umrißzeichnung  der  Fronte  und  der  zurückweichenden  Seiten. 
Über  die  Auslegung  des  Wortes  „Scenographie*'  als  PerspektiiFe 
werden  wir  nachher  noch  sprechen;  die  Anwendung  des  Urond- 
und  Aufrißverfahrens  in  der  Baukunst  wird  aber  hier  als  etwas 
langst  bekanntes  hingestellt.  Und  in  Wahrheit  ist  die  Kunst,  mche 
und  verwickelte  Geb&ude,  wie  die  Tempel  der  Alten,  aus  behauenen 
Steinen  herzustellen,  ohne  jenes  Verfahren  ganz  undenkbar.  Diese 
Eunst  erregte  bei  dem  Bau  des  Tempda  m  JerusdUmj  den  Salomo 
(1000  V.  Chr.)  durch  die  Tyrier  ausführen  ließ,  die  Verwunderung 
der  wenig  kunstgeübten  Juden,  indem  davon  im  1.  Buch  der  Konige, 
Kap.  6,  V.  7,  ges^  ist:  „Und  da  das  Haus  gesetzt  ward,  waren 
die  Steine  zuvor  ganz  zugerichtet,  daß  man  keinen  Hammer,  noch 
Beil,  noch  irgend  ein  Eisenzeug  im  Bauen  hSrete.^' 

„Den  baulichen  Anlagen  der  Ägypter  lagen  Zeichnungen  und 
Bisse  zu  Grunde,  mit  Angaben  der  Maße  nach  ganzen  Zahlen  und 
Brüchen,  von  welchen  sich  mehrere  auf  Papyros  gemalte  Pläne  bis 
auf  unsere  Tage  erhalten  haben.''*)  Von  Interesse  sind  die  Aufrisse 
von  Kapitalen,  welche  bei  der  Expedition  nach  Ägypten  unter  Bona- 
parte in  den  SteMrüdien  GfeM  Abau-Fedah  gefunden  wurden  und 


*)  Brug$eh  „Aber  die  Weisheit  der  alten  Ägypter**  (Deotsehe  Revue,  7.  Jahrg., 
Jan.  1SS2,  8.  67). 
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in  der  dcscription  d'Egypte,  B.  4,  Bl.  62  abgebildet  und  tod  Jomard 
(B.  2,  Kap.  16)  beschrieben  sind.  Sie  finden  sich  auf  einer  zuge- 
richteten Wand  rot  (Termutlich  mit  Rötel)  mit  Lineal  und  Zirkel, 
und  iu  sicheren  Linien  aus  freier  Hand  über  einem  quadratischen 
Liniennetze  aufgezeichnet  Eine  der  Zeichnungen  stellt  in  Laiber 
Größe  den  Aufriß  der  Kapitale  des  Tempels  zu  DendSra  dar^  welcher 
Yon  Kleopatra  (66 — 30  v.  Chr.)  erbaut  wurde;  und  zeigt  den  Isis* 
köpf  der  Vorderflache  in  der  Ansicht  Ton  Tom  und  die  der  Seiten- 
flächen im  ProliL  Eine  solche  Zeichnung  dürfte  von  den  jetzigen 
Baumeistern  kaum  anders  ausgeführt  werden.  Wir  werden  erst 
später  auf.  die  weitere  Entwickelung  des  Grund-  and  Aufrißver- 
fahrens  zurückkommen. 

6»  Die  BßrgpekHve  andererseits  ging  aus  dem  Bedür&isse  der 
Malerei  hervor.  Dje  äggpüscfien  Wandshulpiur&i  verraten  noch  keine 
Perspektiven  Kenntnisse,. indem  auch  der  menschliche  Körper  ohne 
Verkürzung  der  Gliedmaßen,  das  Gesicht  im  Profil ,  aber  dennoch 
das  Auge  von  vom,  die  Füße  im  Profil,  die  Hand  mit  allen  sicht- 
bar gemachten  fünf  Fingern  dargestellt  ist  Bemerkenswert  ist  die 
Darstellung  eines  von  Bäumen  umstandenen  Teiches,  welche  in 
einem  Grabe  von  Abd  el  Quma  in  Theben  von  Lep$iiA8  gefunden 
(er  bereiste  Ägypten  1842—1846)  und  in  seinen  Denkmälern  aus 
Ägypten  und  Äthiopien  (1849—1850),  Bd.  5  (neue  Dynastie),  B1.40, 
abgebildet  wurde.  Sie  zeigt  den  Teich  quadratisch,  also  im  Grund- 
.riß,  die  Bäume  im  A.ufriß,  alle  gleichsam  nach  außen  umgelegt,  die 
in  den  Ecken  in  die  verlängerte  Diagonale,  die  wasserschöpfenden 
Männer  im  Aufriß.  —  Etwas  yeiter  fortgeschritten  ist  die  Belief- 
Skulptur  derjPerser,  bei  der  man  die  menschlichen  Figuren  auch  von 
vom,  ihre  !Füße  aber  dennoch  im  Profil  dargestellt  findet. 

6«  Über  die  Leistungen  der  Griechen  und  Bimer  auf  d&n  Ge- 
biete der  PerspdUivc  ^^ehen  uns  Aufschluß  die  Umrißbilder  auf  er- 
haltenen Vasen,  die  aufgedeckten  Wandmalereien  in  Pompeji, 
Herkulanum  und  einige  in  Rom,  sowie  Nachrichten  der  alten  Schrift- 
steller. Wir  finden  in  den  Abbildungen  die  menschliche  Figur  in 
den  verschiedensten  Stellungen  mit  den  mannigfaltigsten  Ver- 
küiTzungen  richtig  dargestellt  Die  eigentliche  Probe  ihrer  Leistung 
in  der  Perspektive  müssen  wir  aber  darin  erkennen,  ob  sie  das  Ge- 
setz des  Fluchtpunktes,  nach  welchem  die  Abbildungen  paralleler 
Linien  n^h  einem  und  demselben.  Punkte,  ihrem  Fluchtpunkte, 
laufen,  und  das  Gesetz  der  Verjüngung,  nach  welchem  die  Abbil- 
dungen gleicher  Strecken  einer  Geraden  gegen  den  Fluchtpunkt  bin 
abnehmen,  gAannt  haben.  Die  meisten  der  erwähnten  Bilder,  ins- 
besondere   die   Pampejanischen    Wandmalereien    geben    benachbarte 


Digitized  by 


Google 


ly  6.   Altertum  und  Mittelalter.  7 

parallele  Linien  parallel^  aber  verschiedene  Gruppen  derselben  nach 
Ysrschiedenen  Richtungen  gekehrt^  so  daß  ein  Horizont  zu  erkennen 
ist,   oberhalb   dessen   die   sich   entfernenden  horizontalen  geraden 
Linien  faUen,  während  diejenigen  unter  demselben  steigen.    Kreise 
sind  oft  durch  schöne  Ellipsen  abgebildet;  und  eine  Verjüngung  ist 
zu  erkennen,  aber  alles  nur  so  weit  richtig,  wie  ea  durch  Natur- 
beobachtuiig  unmittelbar  erkannt  wird.    Li  der  Streitfn^e,  ob  die 
Alten  das  Gesetz  des  Fluchtpunktes  bewußt  gekannt  haben,  wird 
wegen  der  angeführten  Tbatsachen  dies  yon  vielen  geleugnet    An- 
deres zeigen  uns  aber  die  Wandmalereien  in  lUmt^  die  in   einem 
Privathause  zwischen  dem  Esquilin  und  Viminal  zur  Zeit  des  An- 
toninus  Pius  (138—161  n.  Chr.)  gemalt,  im  Jahre  1777  au%edeckt 
und  von  Bnti  herausgegeben  wurden  mit  der  Bemerkung,  daß  er 
die  wirklichen  Verhältnisse   gewahrt   habe.    Einige   dieser  Wand- 
malereien stehen  etwa  auf  derselben  ätuüe,  wie  die  pompejanischen, 
andere  dagegen,  wie  das  Blatt  VII  und  noch  einige  mit  derselben 
Dekoration   versehene,   auf  einer  viel  höheren.    Diese  zeigen  eine 
ausgedehnte  Architektur,  in  deren  weitaus  größtem  Teile  die  zu- 
rückweichenden Linien  nach  ein  und  demselben  Fluchtpunkte,  dem 
8.  g.  Augenpunkte,  gezogen  sind,  während  derartige  Linien  des  Bodens 
oder  ihm  benachbarte  nach  einem  etwas  höheren  Augenpunkte  laufen. 
Es  sind  dies  Abweichungen  von  der  Einheit  des  Augenpunktes,  wie 
sie  sich  heute  noch  die  Maler  erlauben,  um  die  Architektur  mehr  ofiFen 
zu  legen.    Die  Verkürzungen  der  Täfelungen  fand  ich  beim  Nach- 
konstruiren  fast  genz  richtig.    Diese  Beobachtungen  werden  durch 
ein  Wandgemälde  in  dem  Hause  der  Livia  auf  dem  Palatin  be- 
stätigt, das  Herr  Architekt  Thiersch  (jetzt  Professor)  im  Jahre  1877 
mit  der  Absicht,  die  Kenntnisse  der  Alten  in  der  Perspektive  zu 
prüfen,  genau  aufgenommen  hat,  welche  Aufnahme  mir  gefalligst 
zur  Verfügung  gestellt  wurde. 

Man  sieht  hieraus,  daß  es  Meister  bei  den  Alten  gab,  welche 
das  Gesetz  des  Fluchtpunktes  bestimmt  und  das  Gesetz  der  Ver- 
jüngung in  seiner  ungeföhren  Wirkung  kannten,  daß  dagegen  die 
Handwerker  wenig  von  diesen  Gesetzen  wußten. 

Auch  in  der  Farben-  oder  Lufiperqpektive  leisteten  die  Alten 
schon  Bedeutendes,  wie  die  1847  entdeckten  und  1848—1860  aus- 
gegrabenen Wandmalereien  in  einem  Hause  des  alten  esquüinischen 
Hügels  zu  Rom  zeigen,  welche  von  Herrn  Karl  Wormann  (München 
1876)  veröffentlicht  w]arden.  Dieselben  stellen  die  Odysseeland- 
schaften dar,  unter  denen  sich  besonders  das  erste,  ein  Uuterwelt- 
bild  mit  zunehmende  Helligkeit  des  Himmels  gegen  den  Horizont, 
mit  wirkungsvoller  Lichir  und  Schattenverteilung  (besonders  bei  dem 
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Felsenthore   des  Eingangs),  und  überhaupt  durch  eine  großartige 
landschaftliche  Stimmung  auszeichnet. 

7.  Von  Schriftstellen  werden  zwei  aus  Vitrtws  Baukunst 
(1.  Buch,  2.  Kap.  und  7.  B.,  Vorwort)  angeftihrt;  worin  er  über  die 
Abbildungen  Yon  Bauwerken  und  über  Scenerien  des  Theaters  spricht; 
in  der  ersten  sagt  er:  ;,die  Ansicht  (scaenographia)  ist  die  ümriß- 
zeichnung  der  Fronte  und  der  zurückweichenden  Seiteo,  derart^  daß 
alle  Linien  einem  Mittelpunkte  (Zirkelstriche,  circini  centrum)  ent- 
sprechen^'; die  zweite  lautet:  ,,So  hat  zuerst  ÄgaAharchus  zu  A^then, 
als  Äschylus*)  das  Trauerspiel  zur  Aufführung  brachte,  die  Schau- 
bühne hergestellt  und  über  dieselbe  Notizen  hinterlassen.  Hierdurch 
Teranlaßt,  schrieben  Demokrit  und  Anaxagoras  über  denselben  Ge- 
genstand, wie  man  nämlich  in  Beziehung  auf  deu  Blick  der  Augen 
(aciem  oculorum)  und  die  Ausbreitung  der  Strahlen,  nachdem  der 
Mittelpunkt  an  einem  gewissen  Orte  angenommen  ist  (certo  looo  centro 
constituto),  den  Linien  in  natürlicher  Weise  entsprechen  (respondere) 
müsse:  damit  die  bestimmten  Bilder  über  einen  unb.estimmten  Ge- 
genstand durch  Bühnengem&lde  den  Schein  Yon  Gebäuden  her- 
stellten, und  damit  das,  was  auf  aufrechten  und  ebenen  Flächen  ab- 
gebildet ist^  teils  zurückweichend,  teils  hervorspringend  erscheine.^' 
In  der  ersten  Stelle  kann  ich  unter  eircini  centrum  nur  den  Augen- 
punkt und  in  der  zweiten  unter  centrum,  in  seiner  Verbindung  mit 
acies  oculorum,  nur  den  Ort  der  Augen  verstehen ,  so  daß  diese 
Schriftstellen  bestätigen,  was  die  römischen  Wandmalereien  schon 
für  sich  beweisen,  daß  nämlich  die  Alten  das  Gesetz  des  Flucht- 
punktes kannten.  Dafür  aber,  daß  den  angewandt»  Verjüngungen 
eine  Konstruktion  zu  Grunde  gelegen  hätte,  haben  wir  keine  An- 
zeichen; im  Gegenteil  weist  die  nicht  volle  Genauigkeit  nur  auf 
i^ine  gute  Beobachtung  hin. 

8.  Die  Optik  Euklids  und  die  Heliodors  gehen  von  der  Ansicht 
Piatons  aus,  nach  der  man  die  Gegenstände  vermittelst  Seh'strahlen, 
welche  vom  Auge  ausgehen  und  gegen  den  Gegenstand  gerichtet 
sind,  sehe,  und  Plato  stützt  sich  dabei  auf  das  Leuchten  und  Sehen 
der  Augen  im  Dunklen.  Jene  Bücher  handeln  von  dem  direkten 
Sehen,  der  Spiegelung  und  der  Lichtbrechung,  und  sprechen  in 
ersterer  Beziehung  von  der  scheinbaren  Größe  oder  dem  Sehwinkel, 
nicht  aber  von  der  Abbildung.  Sehr  bemerkenswert  dagegen  ist  die 
Erfindung  der  8tereographi$chm  PrtjjdcUan  durch  HigparA  (um 
161—126  V.  Chr.  thätig).  Mittelst  derselben  projicirte  er  die 
Himmelskugel  aus  einem  Pole  derselben  auf  ihre  Äquatorebene  und 
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konstruirte  so  das  jetzt  Boch  gebrSachliohe  Planisphäriam,  aaf  welchem 
die  über  dem  Horizonte  eines  Ortes  in  einem  gewissen  Augenblicke 
stehenden  Oestime  dnrch  den  aufgelegten  Horizonikreis  abgegrenzt 
werden.  Diese  Projektionsweise  ist  dadurch  ausgezeichnet;  daß  Kreise 
der  Kugel  wieder  als  Kreise  abgebildet  werden.  Gewöhnlich  wird 
die  Erfindung  der  stereographischen  Projektion  dem  Ptolemäus  (um 
140  n.  Chr.)  zugeschrieben;  aber  R.  Wolf  in  seiner  ^^Geschichte  der 
Astronomie  1877^^  (S.  162)  macht  die  obige  Angabe  wahrscheinlich. 

9«  Auf  die  klassische  Zeit  folgte  auch  für  die  Perspektive  eine 
Öde,  in  welcher  die  hygantinüche  Manier  mit  schiefer  Parallelpro- 
jektion angewandt  wurde.  Die  Werke,  die  von  ViteUio  (ein  Pole^  etwa 
1270),  von  Boger  Baeon  (1214—1294),  von  JBamus  und  Beußner 
(1572)  über  Perspektive  herausgegeben  wurden,  sind  der  Optik 
Euklids  nachgebildet 

Mit  den  Leistungen  dieser  Zeit  stehen  ungefähr  auf  gleicher 
Stufe  diejenigen  der  chinesischen  Malerei,  welche  menschliche  Figuren 
mit  Verkfirzungen  und  in  allen  Stellungen  zeigen,  die  Gebäude  und 
den  Hausrat  meist  in  schiefer  Parallelprojektion  und  selten  mit  An- 
wendung eines  Fluchtpunktes  darstellen,  die  Landschafben  mit  einer 
Verengung  und  Verkleinerung  nach  dem  Hintergrunde  hin  abbilden, 
ohne  jedoch  diese  Verjüngung  auch  auf  die  menschlichen  Figuren 
zu  übertragen. 

IL   Die  FerspektiTe  Ton  der  Benainmnee  bis  «um  Beginn  des 
10.  Jahrhunderts. 

10.  In  Europa  fand  die  Erhebung  über  jene  byzantinische 
Manier  dnrch  die  Benaissance  im  15.  Jahrhundert  statt^  und.  damals 
wurde  auch  die  Perspektive  neu  geschaffen,  und  zwar  entstand  sie 
zugleich  in  zwei  Ländern,  in  den  Niederlanden  und  Deutschland 
einerseits  und  in  Italien  andererseits.  In  den  Niederlanden  war  es 
Jan  van  Eyck  (etwa  1385—1440),  der  Vollender  des  großen,  von 
seinem  Bruder  Hubert  (etwa  1366—1426)  begonnenen  Genter  Altar- 
bildes (worin  ihm  wesentlich  die  landschaftlichen  Teile  zuzuschreiben 
sind),  welcher  durch  Ersetzen  des  bis  dahin  üblichen  Goldgrundes 
durch  einen  landschaftlichen  Hintergrund  die  Landschaftsmalerei 
einfOhrte  und  den  Anfang  in  der  Perspektive  lAächte.  In  der  Luft- 
perspektive hat  er  schon  Vorzügliches  geleistet,  den  Himmel  vom 
blassen  Grau  des  Horizontes  in  das  tiefe  Blau  der  höheren  Luft- 
schiehten  übergefQhrt;  in  der  Linienperspektive  zeigt  er  die  Kenntnis 
des'^Fluch^unktes,  der  freilich  nidxt'-immer  einheitlich  gewahrt  ist; 
eine  mathematische  Kenntnis  der  Perspektive  besaß  er  nicht  — 
Seine  Schüler  und  Nachfolger  Hugo  van  der  Goes,  Rogier  van  Brügge, 
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Hans  Memliüg  u*  a.  lassen  in  ihren  Bildern  eine  zunehmende  Ein- 
sicht in  die  Linienperspeküve  erkennen ^  wie  z.  B.  daa  Bild  ,^ie 
Verkündigung'^  von  Ooes  (gest.  1478)  Einheit  des  Augenpunktes 
und  des  Distanzpunktes  in  der  Bodentafelung  zeigt 

Dasselbe  gilt  von  den  gleichzeitigen  detäsdim  Malern:  Martin 
Schön  (gest.  1488),  Hans  Holbein  d.  Ä.,  Michael  Wohlgemuth;  bis 
dann  bei  Älbrecht  Dürer  (1471 — 1528)  die  volle  wissenschaftliche 
Erkenntnis  eintrat  Er  schrieb  das  erste  selbständige  deutsche  Werk 
über  Perspektive  als  einen  Teil  seiner  ,,Underwej8ung  der  Messung 
mit  Zirckel  und  richtscheyt,  in  Linien,  Ebenen  und  gantzen  Cor- 
poren  u.  s.  w.,  Nürnberg  1525  (2.  Aufl.  1538)'',  worin  er  die  ihm 
eigentümliche  Konstruktion  des  Perspektiven  Bildes  als  Schnitt  der 
Sehstrahlenpjramide  mit  der  Bildfläche  vermittelst  Grund-  und  Auf- 
risses angab,  und  auf  diese  Weise  auch  den  vorher  bestimmten 
Schatten  in  die  Perspektive  übertrug,  worin  er  aber  außerdem  auch 
das  Verfahren  des  Augen-  und  Distanzpunktes  benutzte.  Als  er  bei 
seiner  zweiten  Reise  nach  Italien  sich  längere  .Zeit  in  Venedig  auf- 
hielt und  dort  größere  Bilder  malte,  folgte  er  1506  auf  mehrere 
Tage  einer  Einladung  nach  Bologna,  wo  er  hochgefeiert  wurde.  Es 
sollte  ihm  hier  die  „Geheimperspektiv*'  gelehrt  werden;  von  wem, 
ist  unbekannt,  vielleicht  von  Luca  Pacioli,  einem  Schüler  des  Piero 
dal  Borgo,  welcher  das  Verfahren  des  Distanzpunktes  lehrte;  und 
es  ist  möglich,  daß  Dürer,  der  die  Perspektive  damals  schon  be- 
herrschte, wie  seine  früheren  Bilder  zeigen,  abkürzende  Konstruk- 
tionen, gerade  mittelst  der  Distanzpunkte,  erfuhr.  An  Dürer  schlössen 
sich  viele  deutsche  Schriftsteller  über  Perspektive  an,  besonders 
wurde  sie  in  Nürnberg,  der  Vaterstadt  Dürers,  gepflegt. 

!!•  In  Italien  leuchten  in  der  ersten  Hälfte  des  15.  Jahr- 
hunderts der  Maler  Massaccio  (1401—1443)  und  dei  Bildhauer  Ohi- 
berti  (1378—1455)  hervor,  die  mit  dem  Architekten  Brunellescht 
(1377-1446)  und  dem  Bildhauer  DonaieUo  (I38ß— 1468)  als  die 
Begründer  der  modernen  Kunst  angesehen  werden.  Alle  gehorten 
der  florentinischen  Schule  an,  welche  den  Fortschritt  durch  das 
Studium  der  Natur  und  der  Antike  suchte,  und  auf  deren  Wege 
auch  die  Perspektive  lag,  die  sie  denn  auch  selbständig  fand. 

Das  Verdienst,  in  Italien  die  Perspektive  in  feste  Regeln  ge- 
bracht zu  haben,  wird  dem  mathematisch  gebildeten  Baumeister 
Brunelleschi  zugeschrieben.  Von  ihm  soll  Massaccio  die  Linienper- 
spektive, von  Donatello  dagegen  die  Verkürzungen  erlernt  haben. 
Jedenfalls  aber  ist  von  Massaoio  in  seinen  Bildern  die  Perspektive 
ziemlich  richtig,  wenn  auch  nicht  überall  mit  einer  Einheit  des 
Augenpunktes,  angewendet  worden,    wie  dies  die  Stiche  erkennen 
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lassen^  welche  Laäinio  nach  semen  Fresken  in  der  Kirche  del  Car* 
mine  za  Florenz  anfertigte. 

Bewnnderongswfirdig  in  vielen  Beziehungen,  besonders  auch  in 
der  Perspektive,  sind  die  Thtlren  an  dem  Hauptportale  des  Baptiste- 
riums  zu  Florenz  von  Lormiso  Ghiberti^  deren  Beliefsktüpturen  er  in 
den  Jahren  1424—1447  in  Erzguß  vollendete.  Dieses  Kunstwerk, 
das  Michel  Angelo  für  würdig  erklarte,  die  Pforten  des  Paradieses 
zu  bilden,  erregt  unser  Erstaunen,  wenn  wir  bedenken,  daß  zu  jener 
Zeit,  als  die  gewöhnliche  Perspektive  gerade  im  Entstehen  begriffen 
war,  hier  gleichzeitig  ein  hervorragendes  Werk  geschaffen  wurde^ 
das  in  taktvoller  Weise  ein  gutes  Teil  der  Regeln  der  Reliefyer- 
spektive  zur  Anwendung  brachte,  die  erst  viel  später  ausgesprochen 
wurden.  Es  zeigt  einen  hohen  Gh*ad  der  Richtigkeit  in  der  Anr 
Wendung  des  Fluchtpunktes  und  der  Verkürzung;  und  die  Abweichung 
von  den  geometrischen  Regeln,  indem  den  freistehenden  menschlichen 
Figuren  des  Vordergrundes  die  volle  Rundung,  statt  einer  Abplattung 
gegeben  ist;  war  dadurch  geboten,  daß  solchen  abgeplatteten  Figuren 
tef  keine  Weise,  weder  durch  natürliche,  noch  durch  künstliche  Be* 
leuchtung,  scheinbar  die  Rundung  erteilt  werden  kann,  welche  die 
ursprünglichen  Korper  zeigen,  und  welche  selbst  den  vollkommen 
platten  Figuren  eines  Gemaides  durch  Farbengebung  erteilt  wird. 

12«  Dba  erste  schriftstellerische  Werk  über  Perspektive  rührt 
von  dem  hochbegabten,  vielseitigen  Baumeister  und  Gelehrten  teo 
JSatHsta  ÄWfrH  (1404 --1472)  her.  Es  ist  dies  sein  Buch  „de 
pictura^';  das  vor  1446  gesehrieben  sein  muß,  da  die  Dedikation  an 
Brunelleschi  gerichtet  ist,  der  in  diesem  Jahre  starb.  Im  Druck 
kam  das  Buch  lateinisch  erst  im  Jahre  1511  in  Nürnberg  heraus, 
woher  es  kommen  mag,  daß  Alberti  gewöhnlich  nicht  unter  den 
erstto  Schriffcstellern  genannt  wird.  Von  seinem  Werke  erschien 
eine  italienische  Übersetzung  „DeJla  pittura  e  della  statua  di  Leon- 
battista  Alberti,  Milan o  1804/'  welche  dem  Verfasser  dieses  Buches 
zur  Benutzung  verfügbar  war.  Alberti  sagt  darin,  daß  das  Bild 
der  Bcbnitt  der  Sehstrahlenpyramide  sei,  er  gibt,  als  von  sich  er- 
funden, den  Flor  an,  d.  i.  ein  lockeres  Netz  von  feinen  Fäden,  die 
durch  stärkere  in  Quadrate  abgeteilt  sind;  beim  Durch visiren  ans 
derselben  Stelle  sieht  man  jeden  Punkt  des  Gegenstandes  in  einer 
bestimmten  Masche,  und  kann  um  dann  in  ein  gleiches  Netz  der 
Zeichenfiäche  übertragen.  Sodann  sagt  Alberti  über  die  Perspektive 
Konstruktion,  daß  ein  Mittelpunkt  (punto  dei  centro,  unser  Haupt- 
oder Augenpunkt)  in  der  H5he  der  menschlicheu  Figur  über  der 
Grundlinie  angenommen  werde,  wonach  der  eine  Teil  der  Linien 
der  quadratischen  Täfelung  des  Bodens  gezogen  werde;  er  teilt  in 
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Bezug  auf  das  Ziehen  der^mit  der  Grundlinie  parallelen  Querliniea 
mit,  daß  einige  den  erst^nT  an  der  Grrundlinie  beginnenden  Streifen 
willkürlich  breit  wählten,  '^d  jedem  folgenden  Streifen  Vs  ^^^^  ^^ 
Breite  des  vorhergehenden  ^Sben.  Dieses  Verfahren  erklart  er  mit 
Recht  für  falsch,  und  gibt  dann  sein  Verfahren  an,  nach  welchem 
auf  der  Mittellinie  (cenirica,  Horizont)  je  nach  dem  gewählten  Ab- 
stände des  Beschauers  Ton  dem  Bilde  ein  Gesichtspunkt  (punto  della 
▼eduta,  soviel  als  Distanzpünkt)  angenommen  werde,  von  welchem 
aus  Linien  nach  den  Teilpünkten  der  Grundlinie  gezogen,  auf  den 
anderen  (nach  dem  Mittelpunkte)  gezogenen  Linien  die'  Punkte  für 
die  Querlinien  bestimmen.  Diese  Regeln,  welche  durch  überein« 
stimmende  Figuren  erläutert  werden,  zeigen,  daß  Alberti  den  Distanz- 
pünkt benutzte,  um  nach  ihm  die  Dii^onalen  der  gerade  liegenden 
Quadrate  zu  ziehen.  Einen  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Kon- 
struktion gibt  er  nicht,  sagt  vielmehr,  daß  diejenigen,  welche  nicht 
den  Geist  hätten,  das  Verfahren  auf  den  ersten  Blick  zu  verstehen, 
auch  bei  der  größten  aufgewendeten  Beredsamkeit  es  kaum  je  ver- 
stehen würden.  Diese  Äußerung  können  wir'  nur  als  ein  Zeichen 
dafür  ansehen,  daß  Alberti  seine  eigene  Konstruktion  nicht  voll- 
kommen durchschaut  hat.  Ihm  aber  ist  die  Erfindung  des  Ver- 
fahrens des  Distanzpunktes  zuzuerkennen,  und'  "nicht  erst  dem  viel 
späteren  Bäldassere  PertMgi  da  Siena  (1481—1536),  wie  es  Ignaz 
Danti  thut 

Von  Einfluß  auf  die  Entwicklung  und  Verbreitung  der  Per- 
spektive war  der  Maler  Fiero  della  Franeesca  dal  San  Sepolcro  (geb. 
um  1415,  lebte  noch  1494)  durch. einen  Traktat  über  Perspektive, 
den  er  in  seinem  Alter  schrieb.  Sodann  der  vielseitige  Leanardi 
da  Vinci  (1452 — 1519),  dessen  Abhandlung  üW  Perspektive  in 
seinem  trattato  della  pittura  erwähnt  wird,  aber  ^^gegenwärtig  nicht 
aufgefunden  ist.  Doch  fClhrt  er  in  der  letzteren  Schrift  das  Gesetz 
der  Verjüngung  gleicher  aufrecht  stehender  Gegenstände  an,  auf 
welches  er  durch  Beobachtung  gekommen  sei,  daß  sich  nämlich 
die  Größen  ihrer  Abbildungen  wie  1 :  % :  Vs  '  '  *  verhalten,  wenn 
ihre  Abstände  vom  Auge  sich  wie  1:2:3...  verhalten  (vorausgesetzt^ 
daß  die  Abstönde  auf  derselben  Geraden  liegen). . 

Auf  der  Grundlage  dieses  Wissens  erhoben  sich  nun  die  großen 
Meister  Bafady  Midid-Angelo,  Tüian,  Paul  Veranese  u.  a.  Während 
aber  die  beiden  ersten  sich  streng  an  die  Regeln  der  Perspektive 
halten,  und  in  ihren'  Werken  nur  hie  und  da  kleine  Nachlässig- 
keiten erkennen  lassen,  erlauben  sich  die  späteren  bedeuiendQ  Ab- 
weichungen. So  besitzt  „die  Hochzeit  zu  Cana^  von  Favi  Ver&rlgse 
(1528—1588)  sieben  Augenpunkte,  die  in  fünf  Horizonten  iMgeob 
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und  gegenüber  der  Behauptung  vieler  gegenwärtigen  Maler,  daß 
eine  solche  Abweichung  rar  Erreichung  der  besten  Wirkung  oft 
notwendig  sei;  iat  es  wiclfStg;  anzuftüuren,  daß  Bossuet,  Maler  und 
Professor  an  der  Akademie  der  schönen  Künste  in  Brüssel  in  einem 
1871  erschienenen  Werke  über  Perspektive  eine  Darstellung  der 
Arehitektnr  jenes  Bildes  mit  einem  einzigen  Augenpunkte  ent- 
worfen hat^  welche  im  Wesentlichen  dieselbe  Verteilung  der  Massen 
aufweist 

18.  Verfolgen  wir  nunmehr  im  einzelnen  die  Entwickelung  der 
Perspektive  als  Wissenschaft. 

Die  älteste  auf  uns  gekommene  Schrift  über  Perspektive  aus 
der  Benaissance  ist  die  schon  angeführte  ^^de  pictura''  von  Leon 
BatMa  AJberH,  welche  vor  1444  verfaßt  war.  In  derselben  erklärt 
er  das  Perspektive  Bild  fQr  den  Schnitt  der  Sehstrahlenpyramide  mit 
der  Bildfläche,  gibt  ein  Instrument  zu  seiner  Herstellung  an,  welches 
aus  einem  Böhmen  mit  einem  quadraiischen  Neige  van  Fäden  und 
einem  gleichen  Liniennetze  auf  der  Zeichenflache  besteht,  und  teilt 
das  Verfahren  des  Distanqnmktes  (punto  della  veduta)  als  von  ihm 
erfunden  mit^  mittelst  dessen  er  dann  den  quadratisch  getäfelten  Soden 
abbildet.  Ausgebildet  und  vielfach  angewendet  wurde  dies  Verfahren 
durch  den  Mathematiker  und  Maler  Hero  deUa  Francesca  aus  Bcrgo 
San  Sepolcro,  der  in  seinem  Alter  vor  1494  eine  ausgedehnte  Schrift 
mit  vielen  Figuren  verfaßte ,  die  aber  jetzt  nicht  aufgefunden  ist. 
Durch  diese  Schrift  und  durch  viele  Schüler  wirkte  er  mehr  als 
Alberti  auf  die  Ausbreitung  und  Ausbildung  der  Perspektive,  so  daß 
seiner  als  besonders  verdienstvoll  in  dieser  Beziehung  öfter  gedacht 
wird.  Nach  den  Erläuterungen,  welche  Ignaz  Danti  zu  Vignolas 
Perspektive  schrieb,  ist  Pieros  Verfahren  das  des  Augen-  und  der 
beiden  Distanzpunkte.  Zugleich  beschreibt  Danti  eine  Konstruktion 
Pieros,  worin  er  die  Perspektive  eines  in  der  Bodenfläche  und  schief 
gegen  die  Bildfläche  liegenden  Rechtecks  durch  seine  Eckpunkte 
(mittelst  einer  nach  dem  Augen-  und  einer  nach  dem  Distanzpunkt 
gezogenen  Geraden)  bestimmt,  und .  dann  als  Probe  anführt,  daß 
sich  die  Bilder  je  zweier  Gegenseiten  in  einem  Punkte  des  Hori- 
zontes treffen  müssen,  welche  Punkte  dann  zur  Verzeichnung  der 
oberen  Fläche  eines  auf  jenes  Rechteck  aufgesetzten  Prismas  be- 
nutzt werden.  Es  geht  hieraus  hervor,  daß  Piero  auch  die  Flucht- 
punkte  belidnger  haruBoniider  Linien  kannte  und  verwertete.  —  Das 
erste  gedruckte  Werk  über  Perspektive  ist  das  von  Viator  oder 
Pdeffrin  „de  artificiali  perspectiva,  Toul  1505,^^  welches  hauptsäch- 
lich aus  Fignrentafeln  und  weniger  aus  Schrift  besteht  und  das  Ver- 
fahren des  Augen-  und  Distanzpunktes  lehri 
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Das  fucfaste  selbständige  and  weiterfiihrende  Werk  ist  das 
schon  angeführte  von  Albrecht  Durer  ^ünderweysung  der  Messung 
mit  Zirckel  und  richtscheyt,  Nürnberg  1526*^,  worin  das  Perspektive 
Bild  als  Schnitt  der  SekstraJilenpyramide  m^*  der  Bildfläche  vermittelst 
Grund-  und  Aufrisses  konstruirt  wird.  Auf  gleiche  Weise  überträgt 
Dürer  den  vorher  in  Omnd-  und  Aufriß  bestimmten  Schatten.  Außer- 
dem gibt  er  mehrere  Instrumente  zur  Herstellung  von  Perspektiven 
an,  welche  auf  jenem  bezeichneten  Grundsätze  beruhen^  nämlich 
eine  Qlastafel,  auf  welcher  das  Bild  unter  Benutzung  eines  Sehloches 
aufgezeichnet  wird;  sodann  einen  offenen  Sahmen,  durch  welchen 
ein  gespannter  Faden  hindurchgeht^  der  an  der  Stelle  des  Auges 
befestigt  istj  an  dem  umrisse  des  Gegenstandes  hingeführt  wird, 
und  dessen  Schnittpunkte  mit  der  Rahmenfiäche  durch  zwei  quer 
Über  den  Rahmen  gespannte  und  mit  Wachs  zu  befestigende  Fäden 
bezeichnet  und  dann,  nachdem  der  Rahmen  mit  dem  Zeichenbrette 
geschlossen  wurde,  auf  dieses  übertragen  werden;  und  endlich  einen 
Rahmen  mit  einem  quadratischen  Netze  von  Fäden  in  der  Weise 
von  L.  B.  Alberti  —  Endlich  gibt  Dürer  noch  ein  Verfahren  an, 
einen  beliebigen  Punkt  der  Bodeufiäche  abzubilden,  indem  er  in 
dieser  Fläche  eine  feste  Hilfsgerade  unter  4«5^  gegen  die  Bildfiäche 
zieht,  und  deren  Schnittpunkt  mit  einer  durch  den  gegebenen  Punkt 
parallel  zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden  benutzt. 

14.  Auf  den  bezeichneten  beiden  Verfahren^  einerseits  des  Augen- 
und  Distanzpunktes  und  andererseits  des  Tafeldurchschnittes,  beruhen 
die  durch  eine  längere  folgende  Zeit  hindurch  erscheinenden  Werke, 
in  welchen  dann  hauptsächlich  Ausdehnung  der  Anwendung  auf  ge- 
neigte und  horizontale,  sowie  auf  krumme  Bildflächen,  das  ist  beson- 
ders auf  Deckengemälde,  und  solche  auf  Theaterdekoraticnen  gemacht 
wurden.  In  der  Ausführung  solcher  künstlichen  Deckengemälde 
gefiel  sich  die  damalige  Zeit  und  durch  sie  bewiesen  die  Maler  ihre 
Kenntnis  der  Perspektive,  während  man  gegenwärtig  solche  Kunst- 
stücke wegen  ihrer  ungünstigen  Wirkung  bei  einem  falschen  Stand 
punkte  als  weniger  wertvoll  betrachtet  Als  hervorragende  Ge- 
mälde auf  horizontaler  Decke  wird  eine  von  T.  Laurati  (1562),  und 
als  solche  auf  gewölbter  werden  die  von  L.  ßäbatini  und  0. 
Mascherini  angeführt 

Durch  Schriften  verbreiteten  die  Bügeln  von  Piero  dessen  Zeit- 
genosse, der  Baumeister  und  Maler  Bdldassare  oder  Peru$»i  von  Siena 
und  dessen  Schüler  Serlio,  welcher  die  Theaterperspektive  eingehend 
behandelte,  in  dessen  Schrift  aber  viel  Fehlerhaftes  enthalten  ist. 
Von  deutschen  Schriftstellern  mögen  angeführt  sein  Rodler  (1531), 
Rivius  (Nürnberg  1558),  Lantensaek  (Prankfurt  a.  M.  1564),  Jamnitjser 


Digitized  by 


Google 


T,  J4.  Die  PerspektiTe  ?oa  der  ßenaUaaace  bis  zum  Beginn  des  19.  Jahrh.   15 

(Nürnberg  1568),  Tjcncktr  (Nürnberg  1571),  Uaiden  (Nürnberg  1590), 
JP:  Pfineing  aus  Nürnberg  (Augsburg  1606),  Bruns  (Leipzig  1615). 
Man  sieht,  wie  eifrig  die  Perspektive  in  Nürnberg  betrieben  wurdf». 
Der  bedeutendste  dieser  Männer  dürfte  der  Goldschmied  Lencker 
sein,  welcher  Dürers  Verfabrungsweisen,  besonders  das  bei  diesem 
zuletzt  angeführte,  weiter  ausgebildet  und  seinen  Perspektiven  Rahmen 
umgestaltet  hal 

Unter  den  Italienern  ist  Danid  Barbaro  za  nennen,  welcher  la 
pratica  della  perspettiva,  Yenetia  1569,  yeroffentlichte.  Um  Figuren 
der  Bodenfläche  in  Perspektive  zu  setzen,  überzieht  er  sie  entweder 
mit  einem  quadratischen  Netze,  oder  er  schneidet  ihre  geraden  Linien 
mit  den  zur  Grundlinie  der  Bildliache  parallelen  Seiten  eines  um  sie 
gezeichneten  Quadrates.  In  Bezug  auf  die  TJieatetjjerbpektive  gibt  er 
ein  sinnreiches  und  praktisches  Verfahren  an,  welches  ihm  Pompeo 
Pedemonte,  den  er  mit  jenen  Beiwortern  schmückt,  mitteilte.  Um 
eine  auf  der  Fläche  des  Vorhangs  senkrechte  Gerade  abzubilden, 
spannt  er  (mit  anderen  Worten  und  kürzer  ausgedrückt)  eine  Schnur 
von  dem  Punkte,  in  welchem  jene  Gerade  die  Fläche  des  Vorhangs 
trifft,  nach  der  senkrechten  Projektion  des  Auges  auf  die  Ebene 
des  Hintergrundes  nnd  stellt  ein  Licht  an  die  Stelle  des  Auges; 
dann  ist  der  Schatten  der  Schnur  auf  alle  vorkommenden  Bild- 
flächen, wie  Hintergrund,  Bodenfläche,  Seitendekorationen,  die  ge- 
suchte Abbildung. 

Von  großer  Verbreitung  war  das  Werk  des  Baumeisters  Vignola 
(1507—1573),  welches  zuerst  1583  erschien,  und  später  von  dem 
Mathematiker  Danti  herausgegeben  wurde.  Es  ist:  „T^e  due  regole 
della  prospettiva  pratica  di  M.  J.  Barotun  da  Vignola.  Coni  com- 
mentarii  del  JB.  P.  M.  Egnatio  Dantif  Roma  1644".  Vignola  benutzt 
Augen*  und  Distanzpunkt,  f&gt  aber  auch  zwei  iveitere  DistanjspunJcte 
hinzu,  welche  in  der  Vertikalen  des  Augenpunktes  liegen,  und  nach 
denen  die  Diagonalen  der  Seitenflächen  eines  gerade  aufgestellten 
Würfels  laufen.  Von  Belang  sind  die  von  Danti  zugefügten  ge- 
schichtlichen Bemerkungen,  und  seine  Zusätze  über  Theaterperspek- 
tive, wobei  er  die  dreiseitigen  Kulissen  des  Baidassar  Lanci  (1569) 
anführty  die  aus  einem  dreiseitigen  Prisma  bestanden,  um  eine  lot- 
rechte Axe  drehbar  waren  und  dadurch  dreierlei  Dekorationen  zeigen 
konnten.    Auch  die  Zerrbilder  werden  von  Danti  behandelt. 

Das  erste  franzosische  Werk  über  Perspektive,  ist  das  von  dem 
Maler  J.  Cousin  „livre  de  la  perspective,  Paris  1560",  worin  das 
Verfahren  des  Augen-  und  Distanzpunktes  angewendet  wird.  Er 
benutzt  auch  andere  Fluchtpunkte  horizontaler  Linien  (wie  Piero) 
unter  dem  Namen  Äeeidmtälpunkte. 
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15.  Ein  bedeutender  Fortschritt  wurde  Ton  Chtido  Dbaidi  ge- 
macht in  seinem  Werke  ^Perspectiray  Pisauri  1600''.  Ubaldi  (1545— 
1607)  war  ein  hervorragender  Mathematiker  und  betrachtete  die 
Perspektive  aus  einem  umfassenderen  Gesichtspunkte.  Er  ist  der 
Erfinder  des  FlucMpunktes  im  allgemeinen  Sinne,  den  er  punctum 
concursus  nennt  Er  findet  den  Fluchtpunkt  paralleler  Linien  von 
beliebiger  Richtung  als  Schnittpunkt  einer  mit  ihnen  parallel  durch 
dfis  Auge  gelegten  Geraden,  und  sagt,  daß  sieh  die  Perspektive 
jener  Linien  nicht  ändert,  wenn  sich  das  Auge  auf  der  letsterea  Ge- 
raden verschiebt.  Die  Perspektive  einer  Geraden  bestinunt  er  durch 
ihre  Spur  (Schnitt  mit  der  Bildiläche)  und  ihren  Fluchtpunkt  Die 
Perspektive  a  eines  in  der  Bodenfläche  liegenden  Punktes  a  be- 
stimmt er  auf  23  Arten.  Dabei  legt  er  die  Bodenfläche  mit  der  in 
ihr  befindlichen  Projektion  P  des  Auges  um  die  Grundlinie  in  die 
Bildfläche  um.  Hervorragend  und  neu  sind  folgende  vier  Verfahren : 
1)  Er  zieht  (nach  jener  Umlegung)  durch  a  zwei  beliebige  Linien  und 
zeichnet  ihre  Perspektive  durch  ihre  Spuren  und  ihre  Fluchtpunkte  auf 
dem  Horizonte,  die  er  durch  die  Schnittpunkte  ihrer  Parallelen  aus  P 
mit  der  Grundlinie  bestimmt.  2)  Zieht  man  vom  Schnittpunkte  der  Pa 
mit  der  Grundlinie  zu  dieser  eine  Senkrechte,  so  liegt  hierauf  a\ 

3)  Trägt  man  auf  der  von  P  auf  den  Horizont  gefällten  Senkrechten 
PV^^  der  Höhe  des  Auges  über  dem  Boden  auf,  so  liegt  a   auf  Fa. 

4)  Hat  man  die  Abbildungen  m\  W  zweier  Punkte  m,  n  bestimmt,  so 
erhält  man  a'  durch  Beachtung,  daß  ma  und  m' a\  sowie  na  und 
n' a'»  sich  auf  der  Grundlinie  schneiden,  llan  sieht,  daß  3)  und  4) 
die  Keime  der  Kenntnis  der  KoUineation  in  sich  schließen.  Sodann 
setzt  Ubaldi  Höhen  und  damit  Körper  in  Perspektive,  bildet  Kreise 
und  andere  krumme  Linien,  die  in  beliebigen  Ebenen  liegen,  ab, 
lehrt  die  Abbildung  auf  Cylinderflächen,  bestimmt  die  Schatten  f&r 
einen  im  Endlichen  liegenden  leuchtenden  Punkt  unmittelbar  in  der 
Perspektive,  dabei  den  des  Cylinders,  des  Kegels,  der  Kugel,  die 
Schatten  in  einen  höhlen  Cylinder  und  in  eine  hohle  Halbkugel. 
Sodann  gibt  er  in  seiner  Behandlung  der  Theaterperspektive  einen 
'Anfang  zu  den  Anschauungen  der  Relief  Perspektive,  indem  er  den 
Sdmittpunkt  der  vom  Auge  i^uf  die  Ebene  des  Vorhangs  gefällten 
Senkrechten  mit  der  schwachansteigenden  Bodenfläche  der  Bühne 
als  den  Zusammenlaufpunkt  der  Geraden  bezeichnet,  welche  die  zur 
Vorfaangfläche  senkrechten  Geradon  auf  dem  Boden  und  auf  ge- 
wissen Kulissen  abbilden.  Das  Verfahren  stimmt  im  Ergebnisse 
mit  dem  von  Barbaro  überein. 

In  den  mathematischen  Werken  von  Simon  SfevinfLejden  1605 — 
1608,  welche  von  Snellius  aus  dem  Holländischen  ins  Lateinische  über- 
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seist  worden  (160d);  ist  der  1.  Batid  der  Scenographie  oder  Per- 
spektive  gewidmet»  Sterin  legt  den  Oründ  snr  Entwickelung  der 
KoUmeaiknf  indem  er  den  'Sats  (mit  anderen  Worten)  aufstellt:  Legt 
man  durdi  das  Ange  V  und  durch  einen  beliebigen  Punkt  a  je  eine 
xur  Bfldflache  parallele  Ebene  und  dreht  jede  der  drei  Ebenen  um 
ihre  Schnittlinie  mit  der  BodenflSiche,  so  daß  sie  stets  parallel 
bleiben  und  endlich  in  die  Bodenfliehe  fallen,  so  bleibt  die  Per^ 
spektire  a'  ron  a  stets  dieselbe.  Sind  P  und  a,,  bezw.  die  Hori- 
zontalprojektionen von  F  und  a^  so  erhalt  man  a'  nach  dem  Dm- 
legen,  indem  man  Po»  mit  der  Grundlinie  schneidet,  hier  eine 
Senkrechte  zu  letzterer  zieht^  welche  dann  die  Va  in  a  trifft,  wie 
schon  Ubaldi  angab.  Sterin  untersucht  den  Fall,  in  d»m  die  Per* 
spektire  eines  Kreises  wieder  ein  Kreis  ist^  und  löst  in  rielen  F&Den, 
wenn  auch  nicht  im  allgemeine,  die  Aufgabe,  zwei  beliebige  Vier- 
ecke in  Perspektive  Ijage  zu  bringen. 

Es  mögen  noch  genannt  sein  Sirigatti  (Venetia  1596)^  Ftiüen 
(Leyden  1604),  cfe  Com  (London  1612),  Marabk  (1614),  Amin 
(Florensa  1626). 

16.  Reges  Leben  in  der  Entwickelung  der  Petopektive  trat  in 
der  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  in  Frankreich  ein,  an  welchem  der 
berühmte  Mathematiker  Besargues  den  lebhaftesten  Anteil  nahm, 
freilich  dabei  auch  einen  heftigen  persönlichen  Streit  dadurch  ent- 
zündete, daß  er  alles  Verdienst  fSr  sich  allein  in  Anspruch  nahm. 
Desargues  (1593—1662)  schrieb  eine  kurze  Abhandlung  „Methode 
universelle  de  mettre  en  perspective  les  objets  etc.,  Paris  1636^^, 
welche  rerloren  ist,  wovon  aber  Bosae,  in  seiner  Schrift  „Mani^re 
universelle  de  Mr.  Desargues,  pour  pratiquer  la  perspective  etc, 
Paris  1648^'  den  Lihalt  in  einem  Anhange  angibt,  während  das 
Werk  selbst  die  weitere  AusftÜbrung  enthält  Bosse  (1611—1678), 
Kupferstecher  und  Professor  der  Perspektive  an  der  Schule  der 
sdiSnen  Künste  in  Paris  und  später  auch  kurze  Zeit  hindurch  an 
der  Akademie  der  Künste  in  Brüssel,  war  der  Schüler  und  eifrige 
Verbreiter  und  Verteidiger  von  Desargues'  Lehre.  Diese  legt  die 
AnsAauung  der  Koordinaten  zu  Grunde  und  benutzt  als  Koordinaten- 
axen  die  in  der  Bildfläcbe  liegende  Grund-  und  Höhenlinie,  und 
eine  auf  beiden  senkrechte  Gerade,  Auf  diesen  drei  Linien  wer- 
den bezw/der  Breiten-,  Hohen-  md  TiefmmaßsttJ)  (Schelle  fuyauie) 
aufgetragen,  letzterer  in  der  Perspektive  auf  einer  nach  dem  Augen- 
punkte, gerichteten  Goraden  mittelst  des  Distanzpunktes,  oder,  wenn 
dieser  außerhalb  dea  Bildes  liegt,  mittelst  der,  wie  man  heute  sagen 
würde,  reducirten  Distanz.  Da  Desargues  dieses  Verfahren  als  das 
allgemeinste  und  beste  anpries,  wurde  er  aijigegriiFen,  worauf  er  in 
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heftiger  Weise  antwortete  und  demjenigen  100  Pistolen  anbot,  welcher 
ihm  einen  Fehler  nachweisen^  and  ein  andermal  demjenigen  1 000  Frank; 
welcher  ein  Tonüglicherea  Verfahren  angeben  könne.  In  der  Ge- 
aohichte  siegten  seine  G^egner,  und  auch  damals  insoferni  als  sie  er- 
reichten,  daß  Bosse  bei  seinem  Unterrichte  in  Paris  und  spater  in 
Brüssel;  wo  er  sich  nach  einigen  Jahren  neue  Gegner  zugezogen 
hattC;  aof  das  Lehren  Ton  Desargnes'  Verfahren  verzichten  sollte, 
worauf  er  aber  jedesmal  lieber  sein  Amt  niederlegte.  —  So  sehr 
Desargaes  auch  stets  den  Wert  der  Anwendung  der  Wissenschaft 
als  den  gr5ßeren  hervorhob,  und  neben  der  Perspektive  auch  in  der 
Lehre  vom  Steinschnitt  umgestaltend  wirkte,  so  siegten  doch  auf 
beiden  Gebieten  seine  Gedanken  nicht,  die  sich  zwar  durch  die  All- 
gemeinheit der  Auffossung  ausseichnen,  sich  aber  bei  der  Ausführung 
als  unbequem  erweisen.  Seine  Verdienste  liegen  auf  dem  Gebiete 
der  reinen  Wissenschaft,  wo  er  unter  Verwertung  der  fruchtbaren 
Anschauung  der  Perspektive,  namentlich  durch  Übertragung  von 
Eigenschaften  des  Kreises  auf  die  Kegelschnitte,  einer  der  Begrün- 
der der  projektiven  Geometrie  geworden  ist. 

Desargues  brachte  den  Gedanken  der  Koordinaten  neu  in  die 
Perspektive  hinein;  der  GManke  der  verschiedenen  Maßstabe  war  durch 
das  alte  Verfahreii  der  Bodentafelung  so  vorbereitet,  daß  er  gleich- 
zeitig mit  Desargues  auch  noch  von  andereui  so  von  dem  Ligenieur 
Äüeaume  gefaßt  wurde,  der  sich  im  Jahre  1628  ein  Werk  privile- 
giren  ließ,  das  den  Titel  führte  „introduction  i  la  perspective  en* 
semble,  Tusage  du  compas  optique  et  perspective^^,  von  welchem  aber 
nur  sechs  Blätter  gedruckt  wurden.  Nach  dem  Tode  des  Verfassers 
und  des  Druckers  ging  das  Material  in  die  EQbide  des  Mathematikers 
Migon  über,  der,  wie  er  sagt,  mehrere  wertvolle  Zusätze  zufügte, 
und  ein  neues  Buch  unter  dem  Titel  herausgab  „La  perspective 
sp^culative  et  pratique.  De  Tinvontion  du  feu  sieur  Älkaumef  in* 
genieur  du  roi,  mise  au  jour  par  E.  Migon,  prof.  es-malb^matiques^ 
Paris  1643.^'  Der  erste  Teil,  welcher  den  Abdruck  jener  sechs  Blatter 
enthält,  behandelt  die  Perspektiven  Maßstabe,  ungerähr  wie  bei 
Desargues;  der  zweite  Teil  mit  einer  neuen  Vorrede,  in  der  ein 
ganz  Neues  versprochen  wird,  und  in  welchem  ganz  andere  An« 
schauungen,  wie  die  der  Maßstäbe  herrschen,  muß  wohl  fir  den 
angekündigten  Zusatz  von  Migon  angesehen  worden.  Der  Verfasser 
schlagt  die  Horizontalebone  um  die  Horizontlinie  in  die  Bildfläche 
nieder,  zieht  aus  dem  niedergeschlagenen  &.uge  .fiT  einen  Kreis,  den 
er  einteilt,  und  überträgt  durch  Sirahlen  aus  H  diese  Winkelteilxmg 
auf  die  Horizontlinie,  ausgehend  vom  Augenpunkte.  Eine  horizontale 
Linie,  deren  Fluchtpunkt  z.  B.  bei  40®  Hegt,  bildet  dann  mit  der  Bild- 
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fliehe  einen  Winkel  toq  90^  -  40^ »  50^  Zagieich  bestimmt  er 
den  ZQsammenlaufpODkt  der  Sehnen ,  welche  gleiche  Strecken  auf 
jener  Oeraden  and  auf  der  Grundlinie  abschneiden^  welchen  Punkt 
man  jetzt  den  Teilungspunkt  nennt  Er  liegt  auf  der  anderen  Seite 
des  Augenpunkte»  bei  V^  -  50^  ««  25^  Diese  Erfindungen  der  Wiiüxt- 
leihmg  des  Harwntes  und  besonders  des  Teilungspunktes  sind  also 
Itfigon  zu  verdanken  und  die  darauf  gegründeten  Verfahren  haben 
den  Vorzug  vor  dem  Eocrdinatenverfahren,  daß  sie  den  Grundriß 
entbehrlich  machen  und  die  Perspektive  aus  den  wahren  Maßen 
herzustellen  gestatten.  —  Als  dritter  nahm  noch  der  Mathematiker 
Va/HUBai-d  die  erste  Erfindung  des  Perspektiven  Maßstabes  fOr  sich 
in  Anspruch  in  seinem  Werke  ,, Abrege  ou  racourcy  de  la  per- 
spective par  rimitation,  Paris  1643^^  worin  er  Angibt,  daß  er  schon 
im  Jahre  1631  jenen  Maßstab  bekannt  gegeben  habe,  und  worin 
er  sich  über  die  Anmaßung  Desargues'  ereifert  Vanlezard  gab 
übrigens  auch  die  Auflösung  der  umgekehrten  Aufgabe,  aus  der 
Perspektive  die  Stelle  des  Auges  zu  bestimmen,  sowie  der  Aufgabe, 
Bilder  fOr  eine  geänderte  Augenstellung  umzuändern. 

Einen  nicht  unbedeutenden  Fortschritt  machte  Batta»  in  seinen 
„Abreviations  des  plus  difficiles  Operations  de  perspective  pratique, 
1644%  worin  er  den  Flacht-  und  Teilungspunkt  einer  horizontalen 
Geraden  nicht  durch  die  Winkelteilung  des  Ilorizontes,  sondern 
durch  Parallelstrahlen  aus  dem  niedergeschlagenen  Auge  bestimmt 
Außerdem  ersetzt  er  die  Distanz-  und  Teilungspunkte  durch  be- 
liebige Punkte  gewisser  Kreise  (des  Distan»-  und  Teilnngskreises), 
Die  Erregung  durch  Desargues  wirkte  noch  lange  nach.  So  ver- 
affenüichen  OwreS)elle  dne  sehr  feindselige  Schrift  gegen  denselben 
,^xamen  des  oeuvres  de  Sr.  Desargues,  Paris  1644%  und  ebenso 
zeigte  sich  Hwret  in  seiner  „optique  de  portraiture  et  peinture,  Paris 
1G70'  als  heftiger  Widersacher.  Nie&ron  schrieb  einen  „thauma- 
turgus  opticus,  Paris  1646'^,  welcher  nach  seinem  Tode  französich 
als  „perspective  curieuse,  1652^'  erschien;  hierin  wird  Desargues  an* 
erkannt    Wesentlich  Neues  enthalten  diese  Werke  nicht 

17«  In  Deutschland  veröffentlichte  Andrew  Albert  „Zwei  Bücher, 
das  erste  von  der  ohne  und  durcli  die  Arithmetica  gefundenen  Per- 
spektive, das  andere  von  dem  dazu  gehörigen  Schatten,  Nürnberg 
1671.^  Der  Verfasser  gibt  verschiedene  Tabellen  für  die  Perspek- 
tiven Breiten  und  Höhen  von  Punkten  der  BodenÜäche,  und  als 
neu  ein  sinnreiches  Verfahren  zur  Konstruktion  einer  solchen  Höhe 
ohne  Überschreitung  des  Bildrahmens. 

Bedeutende  Fortschritte  wurden  zunächst  gemacht  durch  die 
Verallgemeinerung  der  Verfahren  durch  Cka^esand  in  Holland  und 
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dureh  Tibjlor  in  England.  Oranesemd  (1688—1742,  Professor  dar 
Mathematik  in  Leyden)  yeifafite  1707  im  Alter  Ton  19  Jahren  eine 
Perspektiye,  die  er  1711  ale  Yenmch  einer  Perspektive  im  Haag 
▼er5ffentlichte,  nnd  welche  Johann  Bemouilli  mit  Recht  als  aasge- 
zeichnet darcih  ihre  sinnreichen  nnd  einfachen  VerÜEJiren  bezeichnet. 
Die  Abbildung  einer  Figur  der  Horizontalebene,  die  er  in  die  Bild* 
flache  umlegt)  betraehtet  er,  um  mit  unseren  Worten  zu  reden,  als 
KoUineaHany  und  benutzt  nicht  nur  den  Horizont,  sondern  auch  die 
zweite  Gegenaxe.  Höhen  trägt  er  in  mannigfacher  Weise  auf.  So- 
dann bestimmt  er  aber  in  sinnreicher  Weise  den  Perspektiven  Om^ 
riß  eines  OyUnderSf  eines  Kegds,  einer  Kugel,  und  von  dem  letzteren, 
einer  Ellipse,  ermittelt  er  die  Axen,  er  sucht  mit  Hilfe  der  Rech- 
nung den  Umriß  eines  Binges.  Femer  konstruirt  er  die  Perspektive  von 
beliebigen  Geraden  durch  Spur  und  Fluchtpunkt,  ebemio  von  Körpern 
mit  geneigten  Seitenfl&chen,  er  behandelt  den  Fall,  in  dem  die  Distanz- 
l^unkte  sehr  entfernt  sind,  bestimmt  die  Perspektiven  auf  geneigten 
Bildflächen  und  die  Schatten  unter  Benutzung  des  Fluchtpunktes 
der  Lichtstrahlen. 

BrooJc  Tayhr  (1685^l7äl),  nach  welchem  der  bekannte  Satz 
der  Analjsis  benannt  ist,  veröffentlichte  eine  linear  perspective, 
London  1716,  wovon  eine  zweite  Auflage,  new  principles  of  linear 
perspective,  1719,  eine  Bearbeitung  von  Hamilton,  1738,  unter  Zu- 
fOgung  einer  Luftperspektive,  eine  yon  Kirby,  London  1768,  und 
zwei  Übersetzungen  ins  Französische,  eine  von  Jacquier,  Rom  1756, 
und  eine  von  Murdoch,  Amsterdam  1769,  erschienen.  Er  stellte 
eine  Gerade  und  eine  Ebene  durch  ihfen  Schnitt  (mit  der  Bildfläche) 
und  ihren  Verschpnndtmgspunkt  bezw,  ihre  VerschwindungsUwie  dar, 
bildete  die  Figuren  irgend  einer  Ebene  in  der  Weise,  wie  die  der 
Bodenfläche  ^vermittelst  Yerschwindungs-  und  Teilungspunkt  ab 
(ohne  letzteren  zu  benennen);  er  suchte  den  Verschwindungspunkt 
einer  auf  einer  gegebenen  Ebene  senkrechten  Geraden,  und  bildete 
dadurch  einen  Würfel  in  allgemeiner  Lage  ab. 

Zwei  Werke,  in  denen  die  Ergebnisse  sowohl  durch  Rechnung, 
als  durch  Konstruktion  gewonnen  wurden,  sind  der  trait^  d'optique 
et  de  perspective  par  Lacamef  Paris  1760,  und  die  perspectivae  et 
projectionum  theoria  generalis  analytica  von  Kästner,  Leipzig  1762. 

18.  Ein  hervorragendes  Werk  rflhrt  von  dem ;  Mathematiker 
und  Physiker  J.  H.  Lambert  her,  dfer  1728  in  Mühlhausen  im  Elsafi 
geboren  wurde  und, ^nachdem  er: 20  Jahre  hindurch  Mitglied  de;r 
Akademie  der  Wissenschaften  iqiJBeirlin  gewesen  war,  im  .Jahre 
1777  daselbst  starb.  Mit  seinem,  grondtegenden, Werke  übet  Bboto- 
metrie  werden  wir  uns  später  eingehend  >  beschäftigen;  hier  habeA 
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wir  zu  beixachien  seine  ^eye  PenpekÜTe,  od«r  Anweisung  jeden 
perapektivisohen  Anfriß  Yon  freyen  Stücken  und  obne  Grundriß  zu 
Terfertigen,  Zürich  1769'^  (2.  AnfL  1774),  von  der  auch  eine  fran-  ^ 
«Ssische  Übersetzung  erschien.  Lambert  hat,  wie  in  dem  Titel 
angedeutet  ist,  die  Absicht,  es  möglich  zu  machen,  den  Qegen« 
stand  unmittelbar  aus  seinen  bekannten  Lingen-  und  Winkelmaßen 
perspektir  zu  zeichnen,  nicht  fiel  weniger  leicht,  als  es  sonst  im 
Grund-  und  Aufiiß  geschieht  Er  gibt  hierzu  die  einfachsten  Kon- 
struktionsregeln unter  Anwendung  der  Benennung  „Teilungspunkt", 
imd  fügt  perspeküye  Maßstabe  zu,  deren  einer,  abweichend  Ton  dem 
TOa  Desargues  und  von  anderen  angegebeneu  Proportionsmaßstabe,  die 
reeiproken  Werte  Ton  Abstanden  abzugreifen,  deren  anderer  noch  mit 
dem  Oosinus  der  Neigungswinkel  zu  multipliciren  gestattet  Lambert 
erweitert  bedeutend  die  ron  Taylor  gegebenen  Darstellungen,  indem 
auch  er  eine  Ebene  durch  ihre  aufstoßende  oder  Enotenlinie  (Spur) 
und  ihre  Grenzlinie  (Fluchtlinie)  abbildel^  Ebenen  und  Geraden  unter 
beliebigen  Winkeln  gegen  einander  legt,  er  untersucht,  wie  mir 
seheint  zuerst,  die  Yennderungen,  welche  in  der  Yorstellnng  des 
abgebildeten  GegMistandee  durch  die  Veränderung  der  Stellung  des 
Auges  vor  dem  Bilde  stattfinden,  er  bestimmt  die  schiefe  ParaUel- 
projektion  eines  Würfels  nach  dem  Verfahren  der  Perspektive  unter 
Annahme  toh  unendlich  kleinen  Maßen  des  Würfels,  er  löst  die 
umgekehrte  Aufgabe,  aus  der  Perspektive  die  Stellung  des  Auges 
imd  die  Maße  des  dargestellten  Körpers  zu  bestimmen,  in  syste* 
matiscber  Weise  unter  Annahme  der  Yerschiedenartigen  Voraus^ 
Setzungen,  er  bestimmt  Spiegelbilder,  Schatten,  Beflexwirkungen 
durch  ebene  und  krumme  Flächen,  Theaterperspektive,  und  löst  eine 
große  Anzahl  geometrischer  Aufgaben  yermittelst  der  Anschauungen 
der  projektiven  Geometrie. 

Eine  Uqiliche  Richtung  wie  Lambert,  wenn  auch  nicht  in  so 
allgemeiner  und  umfassender  Weise,  rertolg^  E.  ZanotH  (1709—1782), 
Professor  der  Astronomie  in  Bologna,  in  seinem  Werke  über  Per- 
spektive von  1766,  nach  deren  lateinischem  Tezte  eine  italienische 
Übersetzung  erschien  „trattato  teoretico-pratioo  di  prospettiva,  Mi- 
lane 1825«^  Schon  vorher  schrieb  er  „de  perspectiva  in  theorema 
unum  redacta^'  in  den  Kommentarien  der  Akademie  in  Bologna.  Er 
bildete  Gerade  aus  ihren  Neigungen  und  Langen  mittelst  der  Acci- 
dental-  und  anderer  Punkte  ab,  die  wir  Flucht-  und  Teilungspunkte 
nennen;  er  löst  eine  Reihe  von  umgekehrten  Aufgaben  und  behandelt 
ausführlich  die  Theaterperspektive, 
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nL  AiiBbüdmig  des  Gximd- imd  AliMtinrerfUi^ 

der  dAnrteUenden  Oeometrie  in  Frankreich. 

19.  So  war  in  der  Mitte  des  18.  Jahrhunderts  das  YerfieJiren 
der  Abbildung  i^ainlicher  Gebilde,  auch  in  dem  allgemeinen  Falle 
der  PerspektiTe^  auf  einen  hohen  Grad  der  Vollkommenheit  gebracht, 
also  der  erste  Teil  der  Aufgabe  der  darstellenden  Geometrie  im 
Wesentlichen  gelöst.  Audh  im  zweiten  Teile,  in  der  Losung  Ton 
Aufgaben  über  Baumgebilde  durch  Konstruktion  in  der  Ebene,  war 
zu  jener  Zeit  schon  Vieles  geschehen.  Es  wurden  Durchschnitte 
Ton  Flachen,  Bestimmungen  wahrer  Gestalten,  ümlegungen  und  Ab« 
wicklongen  ausgefBhrt,  aber  meist  nur  gelegentlich  der  Arbeiten 
auf  anderen  Gebieten,  so  einerseits,  wie  wir  sahen,  auf  dem  Gebiete 
der  PerspektiTe.  und  andererseits,  und  zwar  vorwiegend,  auf  dem 
Gebiete  der  Baukunst 

Hier  benutzte  man  bei  senkrechter  Projektion  den  Grundriß,  den 
Aufriß  und  das  Profil  oder  den  vertikalen  Durchschnitt,  und  ver- 
wendete die  meiste  Kunst  auf  die  oft  verwickelten  Aufgaben  des  Stein- 
schnittes bei  Gewölben  und  Treppen,  worin  im  Mittelalter  und  zur 
Zeit  der  Renaissance  mehr  als  gegenwärtig  geleistet  wurde.  Aber 
nicht  nur  in  der  Ausübung  der  Bauhütten  und  Werkstatten  befand 
sich  diese  Kunst;  sie  wurde  auch  schriftstellerisch  bearbeitet  und 
verbreitet,  und  zwar  zuerst  yon '  Phüibert  de  VOrme^  Almosenier 
Heinrich  II»  von  Frankreich  in  f<einem  Werke  „trait^  de  Tarchi- 
tecture,  1576/'  Sodaim  hat  Jimsae  über  den  Steinschnitt  in  seinen 
„Secrets  de  Tarchiteeture,  1642'^  geschrieben,  Derand  in  seinem 
'Werke .  ,>rarchitecture  des  voütes  oü  Part  des  traits,  et  coupes  des 
votltes,  '1648  (3.  Ausg.  1755)^.  In  diesem  kt  der  Steinschnitt  un- 
gefähr ebenso  wie  in  den  neuen  Werken  gmphisch  behandelt;  es 
sind  nämlich  in  einfachster  Weise  durch  Grund-  und  Aufrisse, 
Schnitte,  Umlegungen  und  Abwicklungen  die  Schablonen  der  ab- 
wickelbaren Flachen  der  Steine  konstruirt  Die  geometrischen  Yer- 
fahrungsweisen  sind  aber  nur  durch  Angaben  der  zu  ziehenden 
Linien  bestimmt  Im  Vorworte  ist  gesagt,  daß  die  Begründung 
weggelassen  w&re,  weil  sie  für  denjenigen,  welcher  Geometrie  ver- 
stand^, überflüssig  und  ermüdend,  und  für  denjenigen,  der  sie  nicht 
verstände,  zu  ausgedehnt  werden  und  das  Verständnis  doch  nicht 
herbeifQhren  würde.  Es  scheint,  daU  das  Verständnis  der  Kon- 
struktionen nur  durch  mündliche  Unterweisung  bei  Anlaß  der  prak- 
tischen Aufgaben  überliefert  wurde. 

Damals  kam  es  freilidh  auch  vor,  daß  Entdecker  neuer  Metho- 
den die  Richtigkeit  derselben  in  ihren  Schriften  durch  Anbietung 
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großer  Wetten  erhärteten,  die  durch  die  Ausführung  des  Baues  cni- 
sehieden  werden  sollten;  und  andererseits,  daß  windschiefe  Flächen 
als  abwickelbare  behandelt  wurden. 

Solche  MißgrifTe  kann  man  aber  nicht,  wie  es  schon  yon  Nach- 
folgern Monges  geschehen  ist,  als  bcreichnond  für  jene  Zeit  an- 
fahren,  in  der  sie  vielmehr  gegen  die  Leistungen  in  den  angefahrten 
Werluoi  und  in  der  ausführenden  Baukunst  yerschwinden.  Beson- 
ders hervorragend  in  theoretischer  Hinsicht,  wenn  auch  weniger 
zweckmäßig  für  die  Anwendung^  ist  eine  schon  erw&hnte  Leistung 
Ton  Desargues,  worin  derselbe  ein  allgemeines  Verfahren  zur  Be- 
stimmung der  wahren  Gestalt  der  Flächen  der  6ew9lbsteine  angab, 
das  Basse  in  dem  Werke  veröffentlichte:  ,,la  pratique  du  trait  ä 
preuves,  de  Mr.  Desargues,  Lyonnois,  pour  la  coupe  des  Pierres  en 
FArchitecture,  par  A.  Bosse,  Paris  1543^.  Das  Verfahren  beruht 
auf  einer  allgemeinen  Veränderung  der  Projektionsebene,  und  ist 
von  Bosse  ebenso  weitschweifig,  wie  schwer  verständlich,  mitgeteilt 
Desargues  wurde  Yon  Praktikern,  die  ihn  vielleicht  gar  nicht  ver- 
standen, angefeindet  und  sein  Verfahren  zurückgewiesen.  Aber  auch 
jetzt  wird  dies  Verfahren  der  Veränderung  der  Projektionsebenen 
nur  in  den  einfachen  Fällen  angewendet,  nicht  aber  in  dem  allge- 
meinen, wie  es  Desargues  gethan  hatte,  so  sinnreich  es  auch  ist, 
weil  andere  Verfahren  einfacher  sind.  Der  Trait^  de  la  coupe  des 
pierres  par  de  la  Sue  (1728)  enthält  größtenteils  sehr  genaue 
Zeichnungen,  von  denen  viele  bei  Anlegung  der  Zeichnungsvorlagen 
fOr  die  polytechnische  Schule  in  Paria  (gegründet  1794)  benutzt 
wurden. 

80.  Das  größte  Verdienst  vor  Monge  erwarb  «ich  um  die  Her- 
anbildung der  daiatellenden  Geometrie  JPWSrJer  (1682—1778,  franzS* 
Bischer  Offizier  und  Ingenieur)  durch  sein  Werk  „k  th($orie  et  la 
pratique  de  la  coupe  des  pierres  et  des  bois^  ou  trait^  de  stereo- 
iomie,  Strasbourg  1738  ft  39;  nouveUe  (2.)  ^tion,  Paris,  %  L  1764^ 
t.  n.  1768,  i  IIL  nedf.  sezier  trennt  dabei  die  Theorie  von  der 
Praxis,  was,  wie  er  sagt,  noch  Niemand  gethan  hatte,  und  widmet 
der  ersteren  den  ganzen  ersten  Band,  indem  er  stets  seinen  Er- 
örterungen die  Beweise  zuf&gt  Was  die  Daistellung  (description) 
anbelangt,  so  bedient  er  sich  der  Parallel-,  und  zwar  hauptsSehlich 
der  senkrechten  Projektion,  die  man  sich  durch  herabfallende  Tropfen 
Tinte  veranschaulichen  soU  (8. 242).  Die  Projektionsebene  (plan  de 
description)  wird  aus  teehxuachen  Grfinden  gewöhnlich  horizontal 
oder  vertikal  gestellt;  und  er  untersdieidet  den  Grundriß  (plan, 
ichnographie,  projeddon  horizontale)  und  den  Aufriß  (Orthographie, 
welche  sidbi  in  Ä^vation,  profil  und  coupe  trennt).    Sr  behandelt 
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c^e  ebenen  krummen  Linien,  die  irummm  FUUAen,  die  er,  wie  es 
dem  fiteinachiiitt  angemeas^i  is^  durch  Bewegung  einer  erzeugenden 
Linie  entstehen  laßt;  insbesondere  den  Gylinder,  den  Kegel,  die 
Kugel,  das  Sphäroid  (und  andere  Umdrebungsflachen  zweiter  Ord- 
nung),, das  dreiaxigo  EUipsoid,  verschiedene  lÜng*  und  Schrauben^ 
flächen  u^d  windschiefe  (gauches)  Flächen.  Von  letzteren  unter- 
scheidet er.  vier  Arten  (Bd.  2,  8.  8  ff.):  1)  solche,  die  durch 
gleichfSrmige  Bewegung  (parallel  zu  einer  Ebene)  einer  gerad- 
linigen Erzeugenden  auf  zwei  Geraden,  die  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  entstehen,  weiche  er  fianöUme  nennt,  und  die  jetzt  hyper*- 
boUscbe  Paraboloide  heißen.  Er  sagt,  daß  es  ihm  Freude  gemacht 
habe,  zu  entdecken )  daß  die  diagonalen  Ebenen  des  gleichseitigen 
windschiefen  Vierecks  diese  Fläche  in  verschiedenen  und  entgegen- 
gesetzt gekehrten  Parabeln  schneiden,  und  f&hrt  den  Beweis  dafiir. 
2)  Solchei  di^  durch  Bewegung  einer  Geraden  auf  ^iner  Geraden 
und  einer  Kurve  (mixHUsne)  oder  3)  auf  zwei  Kurven  hin  (dcUolime) 
entstehen^  wobei  die  vollständige  Bestimmung  der  Bewegung  erst 
durch,  die  Bedingungen  des  Steinschnitts  gegebcga  wird;  4)  durch 
Bewegung  einer  veränderlichen  krummen  Linie  auf  zwei  festen 
krummen  Linien  hin  (ßphericolime),  welche  Flächen  man  gegen« 
wärtig  gar  nicht  mehr  windschief  nennt 

Fr6uer  konstruiii  die  Durchdringung  der  Körper^  indem  er  diese 
durch  parallele  Ebenen  schneidet^  wo  dann  die  Schnittpunkte  der 
zwei  in  derselben  Ebene  liegenden  Schnittlinien  Punkte  der  ge- 
suchten SchnitÜnirve  sind  (S.  280).  Vorteilhaftere  Lf^en  der  Hilfs- 
ebenen, wie  durch  die  Spitzen  zweier  Kegel,  entgehen  ihm  dabei 
öfter.  Er .  untersucht  dann  besonders  die  Schnittkurren  von  Cylin- 
dem,  Kegeln,  Kugeln  und  Ellipsoiden  (also  die  Baumkurven  vierter 
Ordnung)  und  unterscheidet  sie  nach  ihren  Symcuetrieebenen  und 
nach  der  Gestalt  der  durch  sie  gehenden  Cylinder  als  Cykloimber 
(hohlgebogener  Kreis),  EUipsimber,  EUipsoidimber,  zusammengesetzte 
Elllipsinsber,  Paraboloidimber,  Qyperboloidimber.  r-  Sodann  behandelt 
Fr^zier  in.  der  iigif^rogra/j^v^  die  Ähoicklung  (developpement)  von 
Polyedern  und  krummen  Flächen,  z.  B.  des  schiefen  Kreiskegels  mit* 
telst  Ersetzen  durch  eine  ihm  eingeschriebene  Pyramide,  und  zuletst  in 
der  gonicgrofhie  die  Bestimmung  der  Winkel  von  Flächen  und  lost 
dabei  auch  einige  Aufgaben  in  Bezu^  auf  das  Dreikant.  Hieran 
reihen  sich  dann  die  geometrisch  so  mannig&ltigea  Aufgaben  des 
Steinsohnittes  an.  Man  siehi^  wie  wßit  schon  Frezier  aus  der  Kunst 
des  Strinschnittes  eine  geomeirische  Theoxie  der  DarsteUnqg  ent- 
wickelt, wie  er  die  Flächen  durch  Bewegung  einer  EiaeiSfinden, 
wenn,  auch  nicht  immer  ganz  scharf,  bestimmt,  oond  im  allgemeine 
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Verfa!ire&  spar  Eonstniktion  Smt  Scbnitte,  zar  Abwickeltmg  der 
abwickelbaren  Flacben  und  snr  Bestimmang  der  Flächenwinkel 
angibi 

21.  Auch  die  Eunrt  der  Topographie  entwickelte  sich  im  Torigen 
Jahrhundert*)  Zuerst  (1738)  wendete  Fh.  Buadie  die  Niveaukurren 
zur  Bezeichnung  des  Ufers  zu  den  Terschiedenen  Epochen  der  Ebbe 
und  Flut  an,  und  Ihicarla  benutete  (1771)  dieselben  zur  Bezeichnung 
der  Zonen,  welche  bei  yerschieden  ausgedehnten  Überschwemmungen 
vom  Wasser  bedeckt  sein  würden.  Zu  derselben  Zeit  wurden  Ton 
den  Genieoffizieren  schon  die  Tiefen-  (oder  Hohett)zahlen  (Koten) 
zur  Angabe  der  Tiefen  einzelner  Punkte  unter  einem  höheren  Hori- 
zonte angewendet^  und  an  der  Kriegsschule  in  Meziferes  wurden  die 
Horizontalen  und  die  Linien  des  größten  Falles  zur  Bezeichnung 
der  Lage  der  geneigten  Ebenen  und  zur  Lösung  von  Aufgaben  Aber 
Defilements  benutzt,  bei  denen  es  sich  um  die  geringsten  Kosten 
fibr  Ab-  und  Auftrag  bei  Anlage  von  geschätzten  Festungswerken 
handelte. 

Um  sogleich  diesen  Gegenstand  zu  Ende  zu  fahren,  sei  erwähnt^ 
daß  in  diesem  J^rhundert  Noiaet  die  Geometrie  der  hoHrteti  iVo^ 
jdetionen  in  umfassender  Weise  ausbildete,  daß  Leroy  in  seiner  spSter 
anzuführenden  g^ometrie  descriptive  (1842)  der  m€thode  des  plans 
cot^  einen  Abschnitt  widmet,  ebenso  de  la  Ooumerie  in  seiner 
g6om.  descr*  (1860),  indem  er  der  Theorie  noch  Anwendungen  auf 
topographische  (rebilde  und  auf  Schattenkonstmktionen  zufCIgte.  -^ 
Ein  ausführliches  Werk  über  diesen  Gegenstand  lieferte  v.  PeecKka^ 
Professor  an  der  technischen  Hochschule  in  Brunn,  ,,Kotirte  Ebenen 
und  deren  Anwendung,  Brunn  1877*';  worin  das  Gebiet  der  dar- 
stellenden Geometrie  in  dieser  Darstellungsweise  durchschritten  und 
viele  Anwendungen  auf  Dachflächen,  Schattenkonstruktionen  und 
topographische  Flächen  gemacht  werden. 

82.  So  weit  nun  auch  die  Kunst  der  Darstellung  sowohl  durch 
Perspektive  als  durch  senkrechte  Projektion  ausgebildet  und  so  viel- 
fach diese  Darstellung  zur  Lösung  von  geometrisch-technischen  und 
von  rein  geometrischen  Aufgaben  benutzt  worden  war,  so  blieb- es 
doch  einem  Geiste  von  der  geometrischen  Kraft  Mofiges  vorbehalten, 
die  darstellende  Geometrie  (g^metrie  descriptive)  als  gesonderien 
Wissenszweig  zu  schaffen.  Er  führte  die  Schnittlinie  der  Horizontal- 
und  Yertikalebene,  als  feste  Grundlinie  oder  Projektionsaxe,  die  er 
ligne  de  terre  nannte,  und  welche  bisher  nur  in  der  Perspektive, 


*)  Siehe  De  Ja  Gawmerie,  discoun  sor  Tari  du  trait  et  la  g^mätrie  de- 
scriptive.   Paris  1S66.    8.  fiZ. 
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woher  er  den  Namen  entnahm,  nicht  aber  bei  dem  Qrund-  und  Auf- 
rißrerfahren  angewendet  worden  war,  anch  hier  ein,  legte  tun  sie 
die  eine  Projektionsebene  in  die  andere  am,  und  erreichte  dadareh 
viele  Vorteile,  insbesondere  den.  Ebenen  durch  ihre  Spuren  dar- 
stellen und  auf  sie  in  einfirehster  Weise  Senkrechte  fällen  zu  können. 
Sodann  sammelte  er  die  bekannten  konstruktiven  Tiösungen  von  Auf- 
gaben über  Baumgebilde,  fügte  eine  Menge  sinnreicher  und  ein- 
facher neuer  hinzu  und  ordnete  sie  zu  einem  wissenschaftlichen  Ge- 
bäude zusammen. 

Gaspard  Mangel  ist  am  10.  Mai  1746  in  Beaume  geboren, 
besuchte  die  militärische  Genieschule  zu  Mezieres,  wo  er  seines 
niederen  Standes  wegen  nur  in  die  sogenannte  Gypsklasse  eintreten 
konnte,  wurde  aber;  nachdem  er  sich  durch  seine  wissenschafttichen 
Arbeiten,  insbesondere  durch  eine  einfache,  geometrische  Lösung 
einer  Aufgabe  aus  dem  Festungswesen  bemerklich  gemacht  hatte, 
in  seinem  19.  Jahre  au  dieser  Anstalt  Repetitor,  dann  1 768  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  im  Jalire  1771  auch  der  Physik.  Während 
er  Lehrer  in  MM&res  war,  entwickelte  er  seine  darstellende  Geometrie 
und  unterrichtete  sie  daselbst  Da  aber  die  verschiedenen  Militär^ 
schulen  in  Frankreich  in  gegenseitiger  Eifersucht  ihre  Vorteile  vor 
einander  verbargen,  so  war  es  Monge  verbotoi,  irgend  etwas  von 
seinen  neuen  Methoden  auTSerhalb  der  Anstalt  mitzuteilen.  1780 
wurde  Monge  aaf  Grund  seiner  analytischen  Untersuchungen  über 
krumme  Flächen  zum  Mitgliede  der  Akademie  und  zum  Lehrer  der 
Hydraulik  im  Louvre  in  Paris  ernannt,  was  ihn  wechsehid  halb- 
jährig von  M^zi^res  entfernte,  1 783  wurde  er  Examinator  der  Marine- 
zöglinge  imd- siedelte  ganz  nach  Paris  Ober.  Der  Revolution  wandte 
er  sich,  begeistert  zu,  in  Erinnerung  an  den  geistigen  Druck  und 
an  die  Uemmu]^;  durch  bevorrechtete  Stände,  welche  er  in  M^zi^res 
empfunden  hatte.  Er  wurde  1792  Marineminister,  legte  nach  einigen 
Monaten  dieses  Amt  nieder  und  Qbemahm  1793  mit  Eifer  die  Leitung 
der  Geschatz-  und  Pulverfabriken. 

im  Jahre  1794  wurde  die  Narfnalschule  gegründet,  bestand 
aber  nur  durch  die  vier  ersten  Monate  des  Jshres  1796;  an  ilir 
durfte  endlich  Monge  swie  neue  Wissenschaft  öffentlich  vortragen« 
Es  erschienen  seine  Legons  de  g4omärie  deseriptive,  donn^  ä  lliioole 
Normale,  publides  d'abord  en  feuilles,  d'apr^s  les  stenographes;  Paris, 
an  III  (1795).    Von  ihm  revidirt,  wurden  sie  in  dem  Journal  des 

*)  CH.  Dopin,  essai  historiqae  sur  les  dervices  st  les  travaiix  seientifiqaes 
de  Gaspard  Monge»  Paris  1819.  Fr.  Aragos  s&mmtlicbe  Werke.  Deutsch  von 
Hankel  Leipslg  iSM.  fi.  Bd.  8.  S47-*4S4.  (Biographie  von  Monge,  gel  i. 
d.  Ac  d  WisB.  i.  Pari«,  11.  Mai  1846.) 
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eooles  Aormales  (1795)  abgedraoki  Die  folgmde  Auflage  bildeten 
dieeelbeu  le^ons;  publik  en  1  toL  in-4^,  an  TU  (22.  September  1798 
bis  ibbin  1799).  fiben&lls  im  Jahre  1794  wurde  die  pofytedmiaAe 
Sdiuk  gegründet;  aber  sie  trat  erst  1796  nach  dem  Erlöschen  der 
Normalscliale  ins  Leben.  An  der  Spitze  der  (shrtlnder  der  polyteeh- 
niechen  Schule  steht  MongCi  nach  dessen  Plane,  der  demjenigen  der 
G^eschule  in  M^zi^s  nachgebildet  war^  sie  eingerichtet  wurde; 
durch  mehr  als  20  Jahre  widmete  er  ihr  als  Professor  seine  Lehr- 
kraft: Monge  nahm  im  Jahre  1798  an  der  Expedition  nach  Ägypten 
Teil,  wo  er  zum  Präsidenten  des  dort  gegründeten  ägyptischen  In- 
stitutes ernannt  ¥n2rde.  Nach  der  zweiten  Restauration  wurde  er 
1816  seiner  Ämter  entsetzt  und  aus  der  Liste  des  Institutes  ge- 
strichen. Diesen  Schlagen  erlag  sein  Geist^  er  wurde  umdtlstert  und 
ganz  teilnahmlos.    Monge  starb  am  28.  Juli  1818. 

23.  Monges  Verdienste  um  die  Geometrie  sind  bedeutende.  Die 
hummm  Flächen  teilte  man  entweder  nach  ihrem  Grade  oder  in  f^a- 
milieny  hauptsächlich  nach  ihren  Erzeugenden,  ein.  Monge  stellte  die 
allgemeinen  Gleichungen  der  Flächen  Terschiedener  Familien  auf,  in 
welchen  unbelBtimmte  Funktionen  auftreten,  und  untersuchte  ihre 
allgemeinen  Eigenschaften.  Es  geschah  dies  in  seinen  feuilles 
d'analyse  appliqu^e  ä  la  g^om^trie,  an  III  (1794 — 95).  Außerdem 
betraditete  er  die  krummen  FUUdien  als  Einhüllende  aller  Lagen 
einer  sich  bewegenden,  im  allgemeinen  rerinderlichen  Fläche,  %.'B. 
eine  UmdrehTmgsfläche  als  Einhüllende  Ton  Cylindem,  yon  Kegeln 
oder  von  Kugeln,  und  benutzte  diese  Anschauung  beim  Umschreiben 
eines  Kegels  aus  einem  beliebigen  Punkte  an  eine  Fläche.  Von 
Monge  rührt  der  Begriff  der  Srümmungslimen  her,  zuerst  nieder* 
gelegt  in  einer  Abhandlung  über  Ab-  und  Auftrag  ron  Erdmassen 
(m&Doire  sur  la  thforie  des  deblais  et  des  remblais;  m^m.  de  TAcad. 
d.  Sc.  de  Paris,  1781,  S.  666).  Er  stellte  die  Gleichungen  auf  von 
den  Erümmungelmien  äes  EUipsaides  und  konstruirte  sie  danach« 
(Sur  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  de  Tellipsoide  in  dem 
Journal  de  r^le  polyi,  n.  GaL,  an  DI  (1796)  &  145). 

Endlich,  wie  schon  erwähnt^  schuf  er  das  wissenschaftliche  Ge- 
bäude der  darskOenden  Oeametrie.  In  derselben  stellt  er  den  Punkt 
und  die  Linien  durch  zwei  Projektionen,  die  Ebene,  unter  Fest- 
stellung einer  Projektionsaxe,  durch  zwei  Spuren,  die  krumme  Fläche 
durch  die  Projektionen  ihrer  En.eugenden  und  durch  ihre  Umrisse 
dar.  Er  I5st  dann  die  Aufgaben  über  Schnitt^  Abstände  und  Winkel 
Ton  Geraden  und  Ebenen,  bezw.  ron  Punkten,  über  berührende 
Ebenen  an  Cylinder,  Kegel  und  Umdrehungsflächen,  wenn  der  Be* 
rfihrungspunkt  gegeben  ist,  er  legt  die  Berührungsebena  an  eine 
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Kugel  durch  eme  gegebene  Gferade,  die  gemeinBchaftlielien  Be« 
rflhruogsebenen  an  zwei  oder  drei  Kugeln  und  gelangt  liier  zu  dem 
ihm  eigentümlichen  Satze,  daß  die  sechs  Ähnlichkeitspunkte  je  zweier 
Ton  drei  in  einer  Ebene  liegenden  Kreise  zu  drei  auf  vier  Geraden 
liegen.  Dann  löst  er  die  Aufgabe,  an  einen  Qylinder  oder  Kegel 
eine  BerOhrungsebeno  zu  legen  durch  einen  außerhalb  gegebenen 
Punkt,  an  eine  beliebige  Dmdrehungsfläche  durch  eine  außerhalb 
derselben  gegebene  Qerade,  und  dies  rermittelst  des  mit  jener  Fläche 
koaxialen  einschaligen  Hyperboloids,  von  dem  die  Gterade  eine  Er« 
zeugende  ist,  und  mittelst  der  gemeinschaftlichen  Tangente  an  die 
in  derselben  Ebene  liegenclen  Meridianlinien  beider  Flachen.  Dieses 
Verfahren  ist  bei  den  ümdrehungsflachen,  die  nicht  Tom  zweiten 
Grade  sind^  am  einfachsten,  und  soll,  spät^  bei  einem  Hinge  an- 
gewendet werden. 

Er  geht  dann  lur  Konstruktion  der  Schnittlinien  krummer 
Flachen  mit  Ebenen  und  mit  anderen  krummen  Flachen  Über,  sowie 
zur  Bestimmung  ron  deren  Tangenten  und  zur  Abwicklung  der 
einen  Schnittflache,  wenn  sie  abwickelbar  ist,  insbesondere  zum 
Schnitt  des  Cylinders  und  Kegels  mit  der  Ebene,  zweier  Kegel, 
mittelst  Httfisebenen,  die  durch  die  Spitzen  beider  gelegt  werden, 
eines  beliebigen  Kegels  mit  einer  konzentrischen  Kugel  und  der 
dadurch  auszuführenden  Abwickelung  des  schiefen  Kegels,  welches 
Verfahren,  yerglichen  mit  dem  von  Fr^er,  weniger  Punkte,  aber 
mehr  Umständlichkeit  erfordert;  er  koustruirt  den  Schnitt  zweier 
Umdrehungsflächen,  deren  Axen  sich  treffen,  und  gibt  dabei  die 
schöne  Auflösung  mittelst  der  Hilfskugeln,  deren  Mittelpunkt  jener 
Punkt  des  Zusammentreffens  ist  Er  beschreibt  dann  eine  Kugel 
um  und  in  eine  dreiseitige  Pyramide,  zeichnet  eine  solche  Pyramide 
aus  ihren  sechs  Kanten,  oder  aus  der  Grundfläche  und  den  Winkeln 
der  drei  Seitenkanten  mit  der  Grundfläche,  oder  den  Winkeln  der 
drei  Seitenkanten  mit  einander,  und  gibt  an,  wie  ein  Land  aus 
zweien  in  derselben  Lothlinie  liegenden  Stellungen  eines  Luftballons 
durch  Winkelmessungen  aufgenommen  werden  könne.  Es  wird  dann 
der  Begriff  der  ETolnte  yon  ebenen  Kurren  und  der  Begriff  der 
Fläche  aller  Eyoluten  einer  Kurve  doppelter  Krümmung  entwickelt^ 
d.  i.  einer  abwickelbaren  Fläche,  deren  Berflhrungsebenen  die  Nor- 
malebenen und  deren  Erzeugende  die  sogenannten  Krfimmungsaxen 
der  Kurve  sind,  sowie  der  Begriff  der  Hauptkrfimmungen  und  der 
Krümmungslinien  der  Flächen. 

Es  folgen  dann  die  Grundlagen  der  Lehre  der  Schatten  und 
der  Perspektive,  nach  den  nicht  herausgegebenen  Vorträgen  von 
Monga^  abgefaßt  tob  seinem  Schüler  Brissan.    Es  wird  die  Eigen- 
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•chattengrenze  Ton  Polyedem  xmä  ron  krammen  Flachen  bes&mnt, 
letsctere  yermittelst  der  aus  dem  leuchtenden  Punkte  herOhrend  ge* 
legten  Kegel  oder  Cylinder  (konstruixt  durch  Tangenten  an  die 
Schnitfkurren  mit  Ebenen,  welche  durch  den  leuchtenden  Punkt 
gehen;  als  Beispiel  der  Schatten  einer  Kugel  auf  einen  Cylinder 
bei  Parallelbeleuchtung);  es  wird  das  Wesen  des  Halbschattens  er- 
lintert,  dessen  Grenzen  durch  abwickelbare  Fl&cben  bestimmt  wex^ 
den,  welche  zugleich  die  leuchtende  wie  die  beleuchtete  Fliehe 
umhüllen,  und  endlich  wird  der  Einfluß  der  Luft  und  der  benach- 
barten reflektirenden  Körper  auf  die  Farbentöne  besprochen.  Brisson 
fügt  seine  eigene  bestimmtere  Theorie  über  die  Tonstarke  hinzu , 
welche  später  noch  erörtert  werden  soll.  Es  wird  dann  die  Per- 
spekÜTC  eines  Gegenstandes  als  Durchschnitt  der  Behstrahlenpyra- 
mide  mit  der  Bildfläche  konstruirt  und  der  Satz  über  den  gemein- 
schaftlichen Punkt  (Fluchtpunkt)  der  PerspektiTen  paralleler  Ge- 
raden bewiesen. 

24.  Neben  Monge  muß  8.  F,  Laciroix  (geb.  1765  zu  Paris,  gesi 
1848  daselbst)  wegen  einer  fast  gleichzeitig  herausgegebenen  Schrift 
über  darstellende  Geometrie  genannt  werden.  Lacroix  war  Ton  1788 
an  einige  Zeit  Professor  an  der  Artillerieschule  in  Besannen,  1796 
Hilfsprofessor  ffir  darstellende  Geometrie  an  der  Normalschule,  1799 
Professor  an  der  polytechnischen  Schule  in  Paris.  Jene  Schrift  ist 
i,compIements  des  demente  de  g^m^trie'^  mit  dem  besonderen  Titel 
„essais  de  g^om^trie  sur  les  plans  et  les  surfaces  (Paris  1796; 
7.  6dit.  1840y'  und  stimmt  im  wesentlichen  mit  Monges  gfom^trie 
descriptiye  überein.  In  der  Vorrede  sagt  Lacroix,  daß  die  Schrift 
keine  Nachbildung  Yon  Monges  Werke  sei,  daß  es  vielmehr  Per^ 
aonen  gebe,  welche  bedeutend  vor  dieser  Veröffentlichung  Monges 
die  Materialien  seiner  Arbeit  gesehen,  die  zu  ordnen  er  sich  Ter* 
anlaßt  gefunden  habe,  als  er  Hilfsprofessor  für  darstellende  Geo- 
metrie an  der  Normalschule  wurde.  Später  sagt  Laor^iz  in  einer 
Anmerkung,  daß  er  die  Lösung  der  Aufgabe  über  den  Durchschnitt 
sweier  Umdrehnngsflächen,  deren  Axen  sich  schneiden,  mittelst  Hilfs- 
kugeln,  einem  Schüler,  der  Anstalt  zu  M&i^res  rerdanke,  also  von 
der  Schule,  an  welcher  Monge  lehrte.  —  Dupin  erzählt  in  «einem 
oben  angeführten  Werke  über  Monge  >  daß,  dieser  17iB0  in  Paris 
eifiigen  strebsamen  jungen  Männern,  darunter  Lacroix,,  Vorlesun^^en 
über  die  Anwendung  der  Analysis  auf  die  Geometrie  gehalten  und 
dabei  bemerkt  habe,  daß  er  die  Aufgaben  auch  mit  Zirkel  und 
Lineal  lösen  könne,  daß  ihm  aber  die  Mitteilung  des  Geheimnisses 
verboten  sei.  Diese  Andeutungen  reizten  Lacroix  und  genügten  ihm, 
die  wichtigsten  räumlich-geometrischen  Aufgaben  durch  die  Methode 
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der  Projektion  zu  löaen.  —  01i?ier  in  seinem  oours  de  gtometrie 
descriptiTe  (Paris  1843)  erzählt  in  dem  Vorworte,  daß  ein  Genie- 
offizier die  an  der  Sdiole  in  M^ziiüres  gefertigten  Zeichnungen  nach 
Besanfon  gebracht  habe,  daß  diese  zufallig  den  Schülern  der  dor- 
tigen Artillerieschnle  in  die  Hände  gekommen  seien,  welche  aber  die 
Hieroglyphen  nicht  enträtseln  konntoD,  daß  dies  aber  Lacroix,  ihrem 
Lehrer,  dem  sie  dieselben  brachten,  gelungen  sei,  welcher  darauf 
über  den  darin  behandelten  Gegenstand  die  angeführte  Schrift  ver- 
faßte. Dies  stimmt  ganz  ifait  der  Ähnlichkeit  seiner  und  Monges 
Arbeit  zusammen  und  zeigt  einerseits  die  mathematische  Geschick* 
lichkeit  Laeroix',  andererseits  aber  auch,  wie  sehr  die  darstellende 
Geometrie  damals  vorbereitet  war. 

25.  Hachette  (geb.  1769  zu  M^zi^res,  gest.  1834  zu  Paris), 
Schüler  Monges  und  HilfiBprofessor  für  darstellende  Geometrie  an 
der  Normalsohule  (1795)  und  an  der  polytechnischen  Schule  (1795— 
97),  von  da  an  alleiniger  Professor  derselben  bis  1816,  gab  1822 
seinen  trait^  de  g^metrie  descriptiTe  mit  den  Anwendungen  auf 
Schattenlehre,  Perspektiye  und  Steinschnitt  heraus  und  erweiterte 
darin  unsere  Wissenschaft  bedeutend.  Sr  untersuchte  die  Flächen 
zweiter  Ordnung,  welche  er  in  die  fünf  bekannten  Arten  teilte,  be- 
handelte von  denselben  insbesondere  die  beiden  windschiefen,  unter- 
suchte*) die  windschiefen  Flächen  im  allgemeinen  und  die  entlang 
einer  Erzengenden  berührenden  und  die  sich  anschmiegenden  ein- 
schaligen  Hyperboloide,  die  sphärische  Epicykloide,  sowie  die*  aUge- 
meine  Schraubenfläche,  welche  durch  die  Schraubenbewegung  irgend 
einer  JEunre  entsteht^  fand  den  Satz,  daß  alle  ebenen  Schnitte  eines 
Paraboloids  sich  auf  irgend  eine  Ebene  durch  Projicirende,  die  mit 
seiner  Axe  parallel  sind,  als  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegel- 
schnitte projiciren,  und  bestimmte  die  Krümmung  der  Schnittkurve 
zweier  Flächen  aus  der  Krümmung  der  letzteren. 

Ohr.  Dupin  hatte  den  Satz  der  konjugirten  Tangenten  einer 
Fläche  aufgestellt,  welcher  für  die  Konstruktion  der  Eigenschatten- 
grenze eine  große  Bedeutung  besitzt,  indem  der  berührende  Licht- 
strahl und  die  Tangente  der  Schattengrenze  konjugirt  sind«  Uachctte 
benutzte  diesen  Satz  zur  Bestimmung  der  Punkte  einer  konkay- 
konyexen  Fläche,  in  weichen  der  Xiichtstrahl  mit  der  Tangente  der 
Schattengrenze  zusammenfallt,  und  deren  Schlagschatten  Spilzen  der 
Schlagschattengrenze  bilden. 

Es  schließt  sich  hier  eine  interessante  Losung  der  Aufgabe 


^  Siehe  auch  CKaslm^  Ilappoxt  rar  les  progrto  de  la  gton^trie  en  France, 
Parit  1870^ 
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an,  den  Dnrchsolmitt  zweier  (verlapgerter)  Unubr^hnngfiellipeoide  zn 
finden,  deren  Axen  sioh  nicht  treffen,  welche  Ohafmi/*)  lieferte  und 
die  spiter  gebracht  werden  soll 

Von  weiteren  Werken  sei  erwähnt  der  Trait^  de  g^m^trie  de- 
ßcriptive  Yon  Potier  (Paris  1817),  der  von  VdUee  (Paris  1819)  und  der 
▼on  Lefebure  de  Fourey  (Paris  1832),  deutsch  yon  t.  BOnau  (Chemnitz 
1845).  Sodann  sind  herrorsuheben  die  durch  Klarheit  ausgezeich- 
neten Werke  von  C.  F.  A,  Leroy  (1780—1864),  welcher  35  Jahre 
lang  Professor  der  darsb  Geom.  an  der  pol.  Schule  in  PariH  war. 
Er  schrieb:  Trait^  de  g^m^trie  descriptive,  suivie  de  la  metbode 
des-  plane  cot^s  et  de  la  thterie  des  eugrenages  cylindriques  et 
coniques  etc.,  Paris  1842  (8.  edii  1867),  und  Trait^  de  st^r^otomie  etc.," 
Paris  1844  (4  ^dii  1865).  Beide  Werke  siad  von  Eaufinanu  ins 
Deutsche  übersetzt 

26.  Th.  Olieier  (1793—1853)  war  Professor  der  darsi  Geom. 
an  der  ^cole  centrale  des  arts  et  m^tiers  und  Repetent  an  der  polyt 
Sehale  in  Paris.  Er  schrieb  einen  Cours  de  g^om^trie  descriptive, 
in  deren  erstem  Teile  (Paris  1843,  2.  edü  1852)  er  den  Punkte  die 
Gerade  und  die  Ebene  behandelt  und  die  Änderung  der  beiden  Pro- 
jektionsebenen als  das  wichtigste  Eonstruktionsmittel  an  die  Spitse 
stellt^  und  worin  er  in  Verbindung  mit  nmlegbaren  Projekidonstafeln 
die  Anwendung  verschiedenfarbiger  Stabchen  zur  Yersinnlidiung  von 
Geraden,  ihrer  Projektionen  und  der  Projicirenden  empfiehlt  Wah- 
rend die  Änderung  der  Projektionsebenen  in  einlochen  Lagen  und 
die  umlegbaren  Tafeln  seit  lange  in  Gebrauch  sind  und  voraussicht- 
lich darin  bleiben  werden,  so  hat  jene  Änderung  in  verwickelten 
Fällen  und  die  Anwendung  der  Stabchen,  beide  als  entbehrlich  und 
umständlich,  keine  Annahme  gefunden.  Diese  Yorschläge  mögen 
ein  Ausfluß  der  Umständlichkeit  und  Weitschweifigkeit  Oliviers  sein, 
welche  oft  in  seinen  Schriften  ermüdend  auftritt. 

Im  zweiten  Teile  seines  Oours  (1844)  behandelt  Olirier  die  krummen 
Linien  und  Fluchen,  besonders  die  vom  eweiten  Grade.  Sodaim 
sehrieb  er  developpements  (1843),  complements  (1845),  additions 
(1847)  und  applications  (1847)  de  g6om.  descr.;  letztere  Anwen- 
dungen sind  auf  ein^lne  Aufgaben  der  Schattenlehre,  der  Perspek- 
tive, der  Gnomonik  und  der  Yerzahnongen  gerichtet. 

Er  untersucht  (compl.)  die  Krümmung  von  Linien,  z.  B.  der 
ebenen  und  sphärischen  Epicykloid«),  behandelt  die  Krümmung  der 
Flächen,  konstruirt  die  Wendepunkte  der  sogenannten  Verwandelten, 
welche  nämlich  aus  Kurven  auf  abwickelbaren  Flächen  durch  deren 


*)  Oorrespondance  Bur  T^cole  polyt  Paris,   S.  Bd.,  1809,  8.  266. 

Digitized  by  VjOOQIC 


32  I,  M— 28    Qeeehiohte  deur  dantellendeo  Geomairie. 

Abwickelung  entstehen,  bestimmt  die  Tangenten  in  denjenigen  Doppel- 
punkten der  Schnittkurre  swefer  FIBchen^  in  welchen  sich  die  letz- 
teren berühren.  Von  Olivier  rühren  auch  Terschiedene  sinnreiobe 
Fadenmodelle  von  Segelflachen  her,  deren  Form  durch  Verstellung 
der  Leitlinien  geändert  werden  kann. 

27,  J.  de  la  Ooumerie,  geb.  1814,  war  Professor  der  darstellenden 
Geometrie  an  der  polytechnischen  Schule  und  am  conserratoire  des 
arts  et  metiers  in  Paris  von  1849—1864,  schrieb  einen  TraitÄ  de 
Trait^  g^om^trie  descriptive,  3  parties,  Paris  1860,  62,  64  und  einen 
de  perspective  unfaire,  1859. 

De  la  Goümerie  hat  in  seine  darstellende  Geometrie  die  Schatten- 
Iriire  hereingezogen,  ohne  jedoch  auf  die  Linien  gleicher  Helligkeit 
einzugehen,  deren  physikalische  Grundlage  er  mit  einem  gewissen 
Hechte,  wie  wir  spater  sehen  werden,  als  nicht  genügend  festgestellt 
erklärt,  femer  die  kotirte  Projektion  und  die  topographischen  Flächen, 
die  axonometrische  und  die  Kavalier-Perspektive,  auch  einzelne  Teile 
der  projektiven  Geometrie,  ohne  ihr  jedoch  einen  wesenÜichen  Ein- 
fluß auf  die  Erörterungen  zu  gewüiren^  Das  vorzügliche  Werk 
enthält  viele  Bereicherungen  der  Wissenschaft,  so  in  Bezug  auf  die 
Krümmung  der  Flächen,  in  Bezug  auf  die  Krümmung  der  Schnitt- 
kurve einer  Fläche  mit  einer  berührenden  Ebene  im  Berührungs- 
punkte, in  Bezug  auf  windschiefe  Flächen,  ihre  Striktionslinie,  ihre 
sogenannte  Kanten  und  Kuspidalpunkte,  femer  in  Bezug  auf  ab- 
wickelbare Flächen,  welche  um  zwei  Flächen  oder  Linien  zweiter 
Ordnung  beschrieben  sind,  (zum  erstenmal  von  Olivier  behandelt), 
in  Bezug  auf  Schraubenflächen,  ihre  Schattengrenzeh  und  deren 
Taugenten  u.  s.  w.;  de  la  Goümerie  gibt  häufig  geometrische  Er- 
örtemngen  mit  Benutzung  des  unendlich  Kleinen,  gebraucht  aber 
auch  nicht  selten  die  Analysis. 

28.  A.  Mannheim^  seit  1864  Professor  der  darstellenden  Geo- 
metrie an  der  polytechnischen  Schule  in  Paris,  schrieb  einen  Ck>urs 
de  g^om.  descr.,  Paris  1880.  Darin  wird  der  sonst  gewShnlich  be- 
handelte Stoff  als  bekannt  vorausgesetzt,  und  es  kann  das  Werk 
einerseits  als  eine  Übersicht,  andererseits  als  eine  dur^h  Anwendung 
der  Kinematik  eigentümliche  Behandlung  und  Weiterführung  ein- 
zelner Teile  unserer  Wissenschaft  betrachtet  werden.  Im  ersteh 
Teile  werden  die  verschiedenen  Darstellungsweisen  der  durch  ebene 
oder  einfache  krumme  Flächen  begrenzten  Körper  in  kurzen  Zügen 
entwickelt,  nämlich  die  Bestimmung  der  Schatten,  die  kotirte,  be- 
sonders aber  die  centrale,  dann  die  Kavalier-  und  axonometrische 
Projektion.  Im  zweiten  Teile  werden  an  verschiedenen  Stellen  die 
Elemente  der  Kinematik^  d.  i  der  Geometrie  der  Bewegung,  behanddt 
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und  angewendet  auf  die  Untersucbong  der  Begelflachen,  insbesondere 
derBegelschraubenflSchen  und  der  Krammung  der  Linien  und  Flachen. 
Der  Begriff  der  Normalenflachen  (normalie8)|  welche  durch  Bewegung 
der  Normale  einer  Flache  entlang  einer  auf  dieser  Fläche  liegenden 
Leitlinie  entstehen,  werden  in  eigentümlicher  Weise  behandelt;  von 
diesen  Normalenfi&chen  sind  einige  allgemeine  £igenschaffcen  ent- 
wickelt und  zur  Untersuchung  der  Krümmung  beliebiger  Flächen 
benutzt  —  Der  zweite  Teil  des  Werkes  und  seiner  wenig  aus- 
gebildeten Figuren  tragen  mehr  das  Gepräge  einer  theoretischen  als 
einer  darstellenden  Greometrie,  und  es  soll  das  Buch  nur  zum  er- 
gänzenden Studium  der  letzteren  Wissenschaft  dienen. 


IV.   Die  neuere  ftaozöaisohe  FempektiTe. 

39.  Die  neuere  franeösisdie  PersgpdUive  leistete  sowohl  in  mathema- 
tischer wie  in  künstlerischer  Beziehung  Bedeutendes.  In  der  ersteren 
Richtung  liegt  die  Arbeit  von  Cousinery  in  seiner  O^omdtrie  per- 
spectiye,  Paris  1828.  Er  legt  die  Ton  Taylor  eingeführte  Dar- 
stellung der  Geraden  und  der  Ebene  durch  Spur  und  Fluchtpunkt^ 
bezw.  Fluchtlinie,  welche  er  trace  und  limite  nennt;  zu  Grunde, 
während  er  zur  Darstellung  des  Punktes  eine  Hilfsgerade  beoutzt, 
führt  den  Distanzkreis  als  Umlegungskreis  des  Auges  ein^  und  gibt 
die  Ldsungen  der  Aufgaben  über  Durchschnitte,  Senkrechte,  Ab- 
stände und  Wiakel.  Er  stellt  dann  die  Flächen  zweiter  Ordnung 
dar,  nnd  zwar  die  geradlinigen  ebenJGBlls  durch  Spur,  Fluchtlinie  und 
eine  Erzeugende,  die  nicht  geradlinigen  durch  den  Umriß  und  Mittel- 
punkt, und  lost  in  einfacher  Weise  die  Aufgaben  über  ihre  Be- 
rflhrungsebenen,  ihre  Schnitte  mit  Ebenen  und  unter  einander  u.  a. 
Auf  Grund  der  Deutung,  welche  man  ebenen  Figuren  als  Bildern  von 
itemlichen  Gebilden  geben  kann,  beweist  er  in  einfacher  Weise 
fiatae  der  ebenen  Geometrie,  wie  z.  B.  die  Bichtigkeit  der  einfachsten 
Auflösung  der  Apollonischen  Aufgabe,  welche  den  Kreis  fordert, 
der  drei  gegebene  Kreise  berührt,  indem  er  diese  drei  Kreise  (mit 
einem  derselben  als  Fluchtlinie)  als  Abbildungen  von  parallelen 
Kegeln  betrachtet;  oder  den  Satz,  daß  jeder  Punkt  einer  Geraden, 
welche  mit  zwei  auf  ihr  festen  Punkten  bezw.  auf  zwei  festen  Ge- 
raden hingleitet,  eine  Ellipse  beschreibt,  indem  er  diese  Figur  als 
Perspektive  eines  Kreiskonoides  ansieht.  Endlich  bringt  er  noch 
Anwendungen  auf  die  Darstellungen  Ton  beliebigen  Körpern  (Würfel, 
Kugel,  Umdrehungsfläche  ri^g]i  Schraube)  und  die  Bestimmung 
ihrer  Schatten. 

Die  PerspektiTe  in  kOnstlerischer  Beziehung  wurde  in  Frank- 

Wi«m«r|  Iielirboieh  der  dw«t«Ueiid«B  Oeomeiri«.  8 
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reich  besonders  Ton  den  Professoren  der  Akademie  der  bildenden 
Künste  in  Pdris  gefördert,  ilier  sei  hervorgehoben  ThtbauU^  Pro- 
fessor dieser  Akademie  und  Maler,  dessen  Anwendung  der  Linear- 
perspektive auf  die  zeichnenden  Künste  nach  seinem  Tode  von 
seinem  Schüler  Chapnis  1827  herausgegeben  und  von  Beindel  ins 
Deutsche  übersetzt  wurde.  Der  geometrische  Charakter  tritt  gegen 
den  künstlerischen  zurück;  aber  dennoch  gestattet  er  nur  wenige 
sogenannte  Freiheiten  oder  Abweichungen  von  der  streng  geome- 
trischen Abbildung. 

Adhdmar  (1797—1862),  Professor  der  Mathematik  in  Paris, 
steht  in  seinem  trait^  de  perspective  lin^aire,  1838  (3.  edit  1860) 
(übersetzt  von  Möllinger,  2.  Ausg.  1850)/  mehr  auf  dem  mathe- 
matischen Standpunkte;  er  benutzt  den  perspektiv  konstruirten  Grund- 
riß, und  die  Breiten-,  Tiefen-  und  Höhenmaßstäbe. 

80«  De  la  Qoumeri^,  in  seiner  schon  oben  angeführten  Linear- 
Perspektive  (1859)  wendet,  wie  Adh^mar,  meist  den  perspektiv  kon- 
struirten  Grundriß  an.  Außer  der  eingehenden  Behandlung  der 
Theaterperspektive  ist  ihm  besonders  die  sorgfaltige  Untersuchung 
der  Freiheiten  eigen. 

Er  macht  darauf  aufmerksam,  daß  der  Beschauer  eines  Bildes  den 
richtigen  Standpunkt  gewöhnlich  nicht  kennt  und  seinen  Standpunkt 
wechselt,  daß  daher  diesem  Wechsel  Rechnung  getragen  werden 
muß.  Um  dies  zu  können,  untersucht  er*  zunächst  die  BestihUum, 
d.  h.  den  im  Geiste  vorgenommenen  Wiederaufbau  des  Gegenstandes 
aus  seiner  Abbildung,  und  entwickelt,  wie  diese  Aufgabe,  an  sich 
unbestimmt,  erst  durch  die  Kenntnis  von  gewissen  Eigenschaften 
des  Gegenstandes,  z.  B.  der  horizontalen  Lage  des  Bodens,  der  Becht- 
winklichkeit  von  Pfeilern  eines  Bauwerks,  bestimmt  wird.  Er  findet 
sodann,  daß  die  für  verschiedene  Standpunkte  vorgenommenen  Ke«- 
stitutionen  räumlich  homologe  (projektive)  Gebilde  sind,  in  denen 
gerade  Linien  ihre  Natur  beibehalten,  wodurch  auch  die  Schatten- 
grenzen  für  alle  Standpunkte  gleich  richtig  bleiben,  daß  femer  bei 
vertikaler  Bildebene  ein  fehlerhafter  Standpunkt  vorzugsweise  Winkel- 
verzerrungen, und  zwar  nur  geringe,  hervorbringt,  daß  diese  Verzerrung 
aber  unter  den  bei  Bauwerken  vorkommenden  Körpern  wesentlich  nur 
bei  runden,  wie  bei  Kugeln,  Fußgestellen,  Säulenfüßen  und  Kapi- 
talen, stört,  und  rät  daher,  solche  Gegenstände,  entsprechend  dem 
Gebrauche  der  Maler,  nur  in  gerader  Ansicht  in  das  Bild  einzu- 
tragen. Wenn  man  aber  erwägt,  wie  sfbrend  zwei  an  einander 
stoßende  Teile  wirken,  welche  für  verschiedene  Standpunkte  ge» 
zeichnet  sind,  z.  B.  die  gerade  Ansicht  eines  dorischen  Kapitals  und 
die  schiefe  seiner  Deckplatte,  daß  dagegen  solche  schiefe  Ansichten 
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auf  Photographien  nicht  stören;  eo  kann  man  sich  nicht  für  die 
oben  bef&rwortete  ausnahmslose  Zulassung  solcher  Abweichungen 
erklären,  sondern  nur  für  eine  sehr  torsichtige  Abweichung  mit 
vorhergehender  Untersuchung  auf  ihre  günstige  Wirkung.  Am 
häufigsten  wird  diese  Freiheit  bei  der  mehsohlichen  Gestalt,  insbeson* 
dere  boi  dem  Kopfe  anzuwenden  sein,  der,  wenn  er  auch  am  Rande 
des  Budes  steht,  doch  nicht  in  die  Breite  gezogen  erscheinen  darf. 

Aus  Belgien  schließt  sich  Bossttet  an,  Maler  und  Professor  an 
der  Akademie  der  Künste  in  Brüssel,  der  in  seinem  Trait^  de  per«- 
spective  lin^aire  (1871)  Torwiegend  auf  künstlerischem  Standpunkte 
steht.  Er  tritt  der  Ausdehnung  der  Freiheiten  entgegen,  wie  schon 
früher  bei  Gelegenheit  der  .,Hochzeit  von  Kana^'  von  Paul  Yeronese 
erwähnt  wurde  (12),  und  dringt  auf  Einheit  des  Horizontes  und 
Augenpunktes. 

V.   Die  darstellende  Geometrie  und  Perspektive  In  Deutsebland. 

31.  Ebenso  wie  in  Frankreidt  die  Entstehung  der  darstellen- 
den Geometrie  mit  der  der  polytechnischen  Schule  zusammenfiel,  so 
entwickelten  eich  auch  in  Deutschland  die  Projekii^msUhre  und  die 
da/ratdlende  Owntetrie  mit  den  technischen  Lehranstalten,  insbesondere 
den  polytechnischen  Schulen.  Unter  Projektionslehre  versteht  man 
die  Anfangsgründe  der  darstellenden  Geometrie  ohne  eingehende 
geomotrische  Untersuchungen  und  mit  vorwiegender  Kücksicht  auf 
die  Anwendungen.  Meines  Wissens  ist  das  erste  deutsche  Werk 
dieser  Art  das  von  Fr.  Wdnbrenner  (geb.  1766  in  Karlsruhe,  gest. 
1826  daselbst).  Derselbe,  Oberbaudirektor  in  Karlsruhe,  errichtete 
eine  private  Bauschule,  für  welche  er  sein  architektonisches  Lehr- 
buch schrieb,  dessen  erster  Teil  (Tübingen  1810)  die  geometrische 
Zeichnungs-  und  die  Licht-  und  Schattenlehre,  und  dessen  zweiter 
(1819)  die  perspektivische  Zeichnungslehre  behandelt  Es  werden 
die  Projektionen  von  geraden  Linien,  von  ebenen  Figuren  und  von 
Körpern  unter  Drehung  derselben  gezeichnet,  der  ebene  Schnitt  von 
Kdrpem,  insbesondere  des  Kegels  und  der  Kugel  bestimmt,  die 
Schatten  ebenfläcliiger  und  krummflächiger  Korper  konstruirt,  und 
die  Schattirung  von  der  liicht-  und  Schattengrenze  aus  durch  das 
Allmähliche  des  Oberganges  bestimmi  In  der  Perspektive  wird  mit 
dem  Verschwindungs-  und  Teilungspunkto,  auch  in  einer  ganz  be- 
liebigen Ebene,  konstruirt,  es  werden  die  Schatten  bei  Parallel-  und 
Centralbeleuchtung  ermittelt  und  besonders  Anwendungen  auf  Ge* 
biude  gemacht. 

33«  Um  jene  Zeit  wurden  die  ersten  deutschen  polytechnischen 
Schulen  gegründet,  in  Prag  1801,  in  Wien  1815,  in  Karlsruhe  1825, 
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und  in  anderen  Städten^  und  O.  Schreiber,  geb.  1799,  gest.  187 1,  von 
1827  •— 1861  Professor  der  darstellenden  und  praktischen  Geometrie 
an  der  letzteren  Anstalt^  der  Vorgänger  des  Verfassers  dieses  Bnches; 
hat  das  Verdienst^  die  darstellende  Geometrie  znerst  in  Deutschland 
verbreitet  zu  haben.  Denn  wenn  ihm  auch  Creissenach  mit  seinen 
Anfangsgründen  der  darstellenden  Geometrie  (Mainz  1821)  voraus- 
ging; so  ist  doch  das  erste  umfassende  Buch,  das  in  deutscher 
Sprache  über  diesen  Gegenstand  erschien,  Schreibers  ;,Lehrbuch  der 
darstellenden  (Geometrie  nach  Monge's  g^metrie  descriptive  voll- 
ständig bearbeitet,  Karlsruhe  und  Freiburg  1828 — 29^;  es  geschah 
dies  nach  Monges  Ausgabe  von  1811,  die  durch  Hachettes  Supple- 
mente bereichert  worden  war.  Diese  Bearbeitung  enthält  schon  die 
fünf  Arten  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  windschiefen  Flächen 
und  besonders  diejenigen  zweiter  Ordnung.  Weitere  und  selbständige 
Arbeiten  von  Schreiber  werden  alsbald  angefahrt  werden. 

83.  Zu  dieser  Zeit  entwickelte  sich  die  projektive  oder  neuere 
Geometrie,  oder  die  Geometrie  der  Lage,  welche  die  früher  (2)  bezeich- 
neten projektiven  Eigenschaften  der  Baumgebilde  behandelt.  Die 
grundlegenden  und  umfassenden  Werke  über  dieselbe  sind: 

Poncdet,  Trait^  des  Propri^tös  projectives  des  Figures,  Paris 
1822,  2.  Aufl.  1865; 

Mobius,  der  barycentrische  Caicul,  Leipzig  1827; 

Steiner,  Systematische  Entwicklung  der  Abhängigkeit  geome- 
trischer Gestalten  von  einander,  Berlin  1832; 

von  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847; 

von  Staudt j  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1856 
bis  1860; 

Chasles,  Trait^  de  G^om^trie  sup^rieure,  Paris  1852. 

Dieser  Wissenszweig,  der  auf  derselben  Grundanschauung,  wie 
die  darstellende  Geometrie  beruht,  konnte  nicht  ohne  Einfluß  auf 
dieselbe  bleiben.  Er  dient  zur  tieferen  Erforschung  d^r  Eigen- 
schaften der  Projektionen,  zur  Vereinfachung  der  Konstruktionen 
und  besonders  zur  geometrischen  Erforschung  der  Linien  und  Flächen 
zweiten  Grades.  Das  Hereinziehen  der  projektiven  in  die  darstellende 
Geometrie  geschah  vorwiegend  in  Deutschland,  und  es  wurde  dadurch 
die  letztere  Wissenschaft  ganz  selbständig  gemacht,  während  sie  in 
FranJcrekh  längere  Zeit  in  mancher  Beziehung  von  der  analytischen 
Geometrie  abhängig  blieb,  indem  sie  sich  auf  deren  Ergebnisse 
stützte.  Dies,  sowie  die  Entwickelung  der  Axonometrie  und  der  Bo- 
leuchtungslehre  bezeichnet  im  wesentlichen  die  Richtung,  welch« 
unsere  Wissenschaft  in  Deutschland  genommen  hat,  während  in 
Frankreich  vorwiegend  die  Untersuchung  der  verschiedenen  Flächen 
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und  Kurven,  insbesondere  ihre  Krümmung,  mit  geometrischen  und 
analytischen  Mittehi  verfolgt  wurde. 

Der  erste,  welcher  auf  Grundlage  der  oben  genannten  Werke 
von  Poncelet  und  Steiner  den  gegebenen  Weg  einschlug,  yifai  O. 
Schr&ber  in  seinem  „geomOrischen  Part-FdiOy  Kurs  der  darstellenden 
Geometrie  und  ihrer  Anwendungen,  Karlsruhe,  J.  Heft  1839,  IL  Heft 
1843/' 

Er  f&hrte  in  perspektiver  Darstellung  die  Aufgaben  über  Durch- 
schnitte, Abstände  und  Winkel  von  Punki^  Gerade  und  Ebene,  und 
die  Schattenkonstruktion  von  Oylindem,  Kegeln  und  einigen  Um- 
drehungsflächen durch.  Er  entwickelte  die  Satze  über  projektive 
Punktreihen  und  Strahlenbüschel,  dann  die  projektiven  und  die 
Brennpunktseigenschaften  der  Kegelschnitte,  insbesondere  auch  ihre 
Polarität,  und  leitete  daraus  für  die  Flächen  zweiten  Grades,  haupt- 
sächlich die  Umdrehungsflächen,  Eigenschaften  ab. 

Außer  einigen  populären  Werken,  darunter  ein  „technisches 
Zeichnen^',  das  eine  elementare  darstellende  Geometrie  und  eine 
Farbenlehre  enthält,  verfaßte  O.  Schreiber  eine  „malerische  'Perspeh- 
Hvej  Karlsruhe  1854^,  welche  in  verständlicher  Weise  für  Künstler 
geschrieben  und  mit  vielen  kunstgeschichtlichen  Bemerkungen  und 
mit  Untersuchungen  von  Bildern  bedeutender  Maler  versehen  ist. 
Den  sogemkunten  Freiheiten  gewährt  auch  er  keinen  großen 
Spielraum. 

34.  B.  Gugler  (geb.  1812  in  Nürnberg,  Professor  an  der  poly- 
technischen Schule  in  Nürnberg,  seit  1843  an  derjenigen  in  Stutt- 
gart, gest.  1880)  gab  ein  „Lehrbudi  der  beschreibenden  Oeometrief^ 
(Nürnberg  1841,  4.  Aufl.  Stuttgart  1880)  heraus,  in  welchem  unsere 
Wissenschaft  selbständig  und  unabhängig  aufgebaut  ist.  Bei  Unter- 
suchung der  Kurven  ist  häufig  das  analytische  Verfahren,  bei  der 
der  Flächen  mehr  das  geometrische  mit  Benutzung  der  afOnen  Yer- 
wandschaft  bei  den  Flächen  zweiten  Grades  angewendet.  Die  pro- 
jektive Geometrie  ist  nicht  als  Grundlage  benutzt,  aber  es  sind  Teile 
derselben,  wie  die  Polarität  hereingezogen.  Die  Beleuchtungslehre 
und  Perspektive  bleiben  ausgeschlossen.  Gugler  hat  besonders  sorg- 
fältig die  Projektionen  der  regelmäßigen  Körper  untersucht  und 
einige  Beziehungen  gefunden,  welche  ihre  Darstellung  vereinfachen. 

cT.  Honig j  s.  Z.  Prof.  der  darsb  Geom.  am  polytechnischen  In- 
stitute in  Wien,  schrieb  eine  „Anleitung  f/um  Studium  der  darsteUen- 
den  Oeometrie^  Wien  1845^,  worin  die  Aufgaben  über  Punkt,  Gerade 
und  Ebene  mit  einer  reichen  Auswahl  von  Beispielen  behandelt^  die 
krummen  Linien  analytisch  untersucht,  für  die  krummen  Flächen 
aber  ohne  tieferes  Eingehen  nur  die  Konstruktionsaufgaben  gelöst 
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sind.  Einige  Konstruktionen  tou  Linien  gleich  starker  Beleuchtung, 
auf  die  wir  noch  zurückkommen  werden^  und  ein  kurzer  ^briß  der 
Perspektive  bilden  den  Schluß. 

KUngenfeld,  Prof.  der  darst.  Geom.  früher  in  Nürnberg;  dann 
an  der  polytechnischen  Schule  in  München,  starb  daselbst,  64  Jahre 
alt,  im  Jahre  1880.  Er  scnrieb  ein  ^yLehrbuch  der  darstellenden  Geo- 
metrie', Nürnberg,  (eines  für  Gewerbeschulen  1851  und  ein  um- 
fassenderes 1871  —  74J.  Nach  dem  Vorgange  Bardin^  (Notes  et 
croquis  de  Geom.  descr.  1847),  der  die  Aufgaben  über  Ebenen  nicht 
durch  ihre  gegebenen  Spuren,  sondern  diurch  gegebene  Projektionen 
dreier  Punkte  derselben  ISst,  yeriblgt  Elingenfeld  diese  Darstöllungs- 
weise  der  Ebene  und  lehrt  dabei  den  Einfluß  einer  Parallelvcr- 
schiebung  der  Perspektionsaxe,  sowie  ihre  Entbehrlichkeit.  Wir 
werden  spater  finden,  daß  sich  bei  dieser  Darstellungsweise  die 
Lösung  mancher  Aufgaben  besonders  einfach  gestaltet  Auf  nähere 
Untersuchung  der  kruminen  Flächen  geht  Klingenfeld  nicht  ein  und 
gegen  die  projektive  Geometrie  verhält  er  sich  ablehnend. 

PoW&e,  Prof.  der  darst  Geom,  an  dem  Gewerbeinstitute  in  Berlin, 
gest.  1877,  schrieb  eine  darstellende  Geometrie,  deren  erste  Abteilung 
in  Berlin  1860  erschien,  während  die  zweite  Abteilung,  verbunden 
mit  der  vierten  Auflage  der  ersten,  erst  1876  herauskam.  Pohlke 
zieht  die  Axonometrie,  die  Grundlagen  der  Perspektive  und  der 
Baumprojektion  in  das  Bereich  der  Erörterungen,  entwickelt  und 
benutzt  einige  Sätze  der  neueren  Geometrie,  ohne  deren  Charakter 
voll  seinen  Untersuchungen  aufzuprägen.  Das  Werk  zeichnet  sich 
durch  B.eichtum  des  Stoffes  bei  sehr  knapper  Behandlung  aus,  und 
es  ist  überall  Bücksicht  auf  die  Bedürfnisse  der  Technik  genommen. 
Von  Pohlke  rührt  der  später  zu  behandelnde  Fundamentalsatz  der 
axonometrischen  Parallelprojektion  her. 

35«  Die  volle  Einfährung  der  projektiven  in  die  darstellende 
Geometrie  ist  hauptsächlich  Herrn  W.  Fiedler^  früher  Lehrer  an  der 
h&heren  Gewerbeschule  in  Chemnitz,  dann  Prof.  der  darst.  Geom. 
an  der  polytechn.  Schule  in  Prag,  jetzt  an  derjenigen  in  Zürich,  zu 
verdanken.  N^bdem  er  in  einer  Programmschrifl  „die  Centralpro- 
jektion  als  geometrische  Wissenschaft^  (Chemnitz  1860)  die  Auf- 
gaben Über  Punkt,  Gerade,  Ebene  und  ihre  Verbindungen,  über 
Regelfiächen  und  ihre  Durchschnitte  durch  centralprojektive  Dar- 
stellung in  der  Weise,  wie  Cousinery  behandelt  hatte,  nachdem  er 
femer  in  einer  Abhandlung  „Über  die  Transformationen  in  der  dar- 
stellenden Geometrie*  (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  9.  B.,  1864, 
S.  331—356)  die  Wirkungen  der  Veränderung  des  Projektionsoen- 
troms  und  der  Parallelverschiebung  und  Drehung  der  Projektions- 
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ebene  bei  der  Parallel'  und  Centralprojektion  untersucht  hatte,  ent> 
wickelte  er  in  einem  Aufsätze  ^^die  F^thodik  der  darstellenden 
Geometrie  zugleich  als  Sinleitung  in  die  Geometrie  der  Lage^' 
(Sitzungsber.  d.  Akad.  d.  Wiss.  in  Wien,  2.  Abi,  1867,  55.  B.)  die 
f&r  die  darstellende  Geometrie  wichtigsten  S&tze  der  Geometrie  der 
Lage  und  die  Art  ihrer  Verwertung  in  der  darstellenden  Geometrie^ 
und  YoUbrachte  dann  die  dort  nur  angedeutete  Verschmelzung  bei- 
der Gebiete,  nachdem  er  sie  Jahre  hindn  jh  bei  seinem  Unterrichte 
durchgef&hrt  hatte,  in  seinem  Werke  ,^io  darsMltndc  Qeam(irie^\ 
Leipzig  1871  (2.  Aufl.  1875).  Das  Eigentümliche  des  Werkes  ist, 
einerseits,  daß'  zuerst  die  Methodenlehre,  d.  u  die  Gesamtheit  der 
Terschiedenen  Projektionsverfahren,  dargestellt,  und  daß  dann  die 
konstruktive  Theorie  der  krummen  Linien  und  Flächen,  unter  wech« 
selnder  Benutzung  jener  Projektionsverfahren  entwickelt  wird,  an- 
dererseits, daß  die  projektive  Geometrie  mit 'den  Erörterungen  eng 
verflochten  ist.  Insbesondere  entiiält  der  erste  Teil  die  Methoden- 
lehre, geht  von  den  allgemeinen  Fällen  der  Central projektion  und 
der  Reliefperspektive  aus,  fQgt  die  Parallel-,  insbesondere  die  senk- 
rechte Projektion  mit  der  Axonometrie  an,  und  benutzt  ihre  Ver- 
fahrungsweisen.  einerseits  zur  Lösung  der  Hauptaufgaben  über  Punkt, 
Gerade  und  Ebenen,  andererseits  zur  Ent^ickelung  der  wichtigsten 
Sätze  der  projektiven  Geometrie  und  der  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte. Darauf  folgt  im  zweiten  Teile  die  konstruktive  Theorie  der 
krummen  Linien  und  Flächen,  wobei  dio  Schraubenlinie  und  die 
developpable  Fläche  ihrer  Tangenten,  die  Flächen  zweiten  Grades, 
ihre  gegenseitigen  Schnittlinien  und  deren  Devcloppabeln  in  ihrer 
reciproken  Beziehung,  die  windschiefen  und  die  Rotationsflächen  eine 
besondere  Beachtung  erhalten.  Die  Beleuchtungslehre,  insbesondere 
ihre  Anwendung  auf  Ümdrehungsflächen,  ist  in  das  Werk  herein- 
gezogen.  Zum  Schluß  werden  die  sonst  nicht  in  die  darstellende 
Geometrie  einbegriffenen  projekti vischen  Koordinaten  behandelt  Das 
Werk  zeichnet'  sich  durch  weitgehende  theoretische  Erörterungen 
und  durch  Allgemeinheit  der  Gesichtspunkte  aus.  Herrn  Fiedler 
gebührt  ein  Hauptteil  des  Verdienstes,  in  Deutschland  der  projek^ 
tiven  Geometrie  die  Aufiiahme  in  den  Unterrieht  der  darstellenden 
Geometrie  an  den  technisclieu  Hochschulen  verschallt  zu  haben. 

In  allemeuester  Zeit  (Ende  1883)  ist  der  erste  Band  einer 
dritten  auf  drei  Bände  berechneten  Auflage  des  Werkes  erschienen, 
welche  hauptsächlich  durch  die  Aufnahme  der  Grundzüge  der 
üyJclograpkie  erweitert  worden  ist.  Diese  Darstellungsweise  bestimmt 
einen  Punkt  P  durch  seine  senkrechte  Projektion  P'  auf  die  Projek- 
tionsebene, und  einen  Kreis,  der  in  dieser  Ebene  um  JP*  als  Mittel- 
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paukt  mit  einem  Halbmesser  ^^V  V  gezogen  wird.  Die  Bestimmimg 
ist  zweideutig.  Eine  Linie  wird  durch  die  Einhüllende  jener  Ereis- 
projektionen  ihrer  Punkte  dargestellt  Diese  Darstellungsweise  wurde 
von  Herrn  Fiedler  durch  seine  Arbeiten  eingeführt:  Ein  neuer  Weg 
zur  Theorie  der  Kegelschnitte  (Vereinsschr.  d«  math.  Ges.  in  Zürich, 
B.  25>  1880);  zur  Geschichte  und  Theorie  der  elementaren  Ab- 
bildungsmethoden (das.  B.  27;  1882);  Cyklographie  oder  Gonstruk- 
tion  der  Aufgaben  über  Kreise  und  Kugeln,  1882.  Das  Verfahren 
erweist  sich  besonders  nützlich  zur  Auflösung  der  Apollonischen 
Aufgaben  über  Kreisberührungen,  wie  schon  bei  Gousineiy  erwähnt 
wurde  (29),  und  liefert  anziehende  Ableitungen  für  die  Kegelschnitte. 

Auch  Herr  Schlesinger  hat  den  Gedanken  der  Verschmelzung 
der  darstellenden  mit  der  projektiven  Geometrie  durchgeführt  in 
seinem  Werke  „DJ6  darstellende  Geometrie  im  Sinne  der  neueren 
Geometrie,  Wien  1870^'.  Er  geht  von  der  Projektion  in  der  Ebene 
aus,  wodurch  aber  sogleich  die  hier  willkürliche  und  nur  durch 
Zweckmäßigkeit  gerechtfertigte  Axmahme  erforderb'ch  wird,  daß  die 
Projektion  einer  Geraden  wieder  eine  Gerade  werden  soll;  eine  Be- 
ziehung, welche  nur  in  der  ränpilichen  Projektion  auf  eine  Ebene 
als  Nothwendigkeit  erscheint  Seine  Behandlungswcise  der  schiefen 
Projektion  soll  bei  Betrachtung  der  geschichtlichen  Entwickelung 
dieses  Zweiges  mitgeteilt  werden. 

SO.  Im  Anschluß  an  die  Torhin  angefahrte  Arbeit  Fiedlers 
„über  die  Transformationen  in  der  darstellenden  Geometrie  (1864)'^ 
ist  mitzuteilen,  daß  der  gleiche  Gegenstand  von  Herrn  Tüscher,  Prof. 
an  der  czechischen  techn.  Hochschule  in  Prag,  in.  seinem  „System  der 
Perspektive,  Prag  1867"  behandelt  wird,  während,  wie  die  Verfasser 
sagen,  beide  Bearbeitungen  gleichzeitig  ausgeführt  worden  waren.  Außer 
den  ausführlich  behandelten  Modifikationen  (Verschiebungen)  des  Pro- 
jektionscentrums, der  Bildebene  und  des  Gebildes  führt  H.  Tilscher  die 
Aufgaben  über  Punkt,  Gerade,  Ebene  und  einige  krumme  Linien  und 
Flächen,  ihre  Schnitte  und  Schatten  in  perspektiver  Darstellung  durch. 

In  ausgedehnterer  Weise  werden  diese  Aufgaben  gelöst  in  dem 
Werke  „Freie  Perspektive**,  Hannover  1868,  von  v.  TesdOca  und 
Koutny.  Besonders  hervorzuheben  sind  hier  die  genauen  Konstruk- 
tionen der  umrisse  der  Flächen,  insbesondere  der  Umdrehungsflachen 
durch  berührende  Kegel  und  Cylinder  und  die  Bestimmung  von 
konjugirten  Durchmessern,  sowie  der  Axen  des  Umrisses  der  Um- 
^ehungsfiächen  zweiten  Grades,  darunter  eine  einfache,  von  Herrn 
Kaviny  herrührende,  für  die  Kugel. 

37.  Herr  Haucky  Prof.  an  der  techn.  Hochschule  in  Bariin,  er- 
klärt in  seiner  Schrift  „Die  subjektive  Perspektive  und  die  horizon- 
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talen  Corvatoren  des  dorischen  Styls,  Stattgart^  1879^^  die  Aufgabe 
der  Perspektiye  der  Erörterung  ffir  bedürftig,  indem  er  ^^unier  einer 
Abbildung  nicht  einen  schablonenmaßigen  Abklatsch,  sondern  eine 
freie  Wiedergabe  des  Eindrucks  yersteht;  den  das  Auge  und  die 
Seele  von  dem  Naturobjekt  empfangt^  Er  unterscheidet  das  kol- 
linear-perspektive  System  Ton  dem  konform-perspektiyen.  Das  erstere 
ist  das  gewohnliche,  in  welchem  einer  Geraden  eine  Gerade  ent- 
spricht; das  zweite  bringt  die  Länge  der  Abbildungen  tou  Strecken 
mit  ihren  Sehwinkeln  in  Verhältnis,  was  aber  streng  nur  durch  die 
Eugelperspektiye  erreichbar  ist.  Durch  Kompromisse  zwischen  beiden 
Systemen  sacht  er  die  Abbildung  von  dem  am  meisten  befriedi- 
genden Eindrucke  zu  erzielen,  und  hält  dabei  die  Abbildung  von 
geraden  Linien  durch  schwach  gekrümmte  fär  nicht  unzulässig.  Doch 
soll  im  wesentlichen  (namentlich  nach  späteren  Ausführungen)  die 
gewöhnliche  Perspektive  mit  Freiheiten  in  Bezug  auf  runde  Formen, 
insbesondere  die  menschliche  Figur,  angewendet  werden.  H.  Hauck 
fügt  eine  anziehende  Darstellung  der  physiologischen  Vorgänge  beim 
Sehen,  insbesondere  der  Mitwirkung  der  Bewegung  des  Augapfels  in 
der  Augenhöhle,  hinzu. 

Eine  Bestimmung  der  Brennpunkte  und  Azen  der  Kegelschnitte, 
welche  bei  Centralprojektion  die  wahren  und  die  scheinbaren  um- 
risse, oder  bei  Centralbeleuchtung  die  Eigen-  und  Schlagschatten- 
grenzen der  Flächen  zweiten  Grades  bilden,  lieferte  in  einfacher 
Weise  Herr  Pelz^  Prof.  an  der  techn.  Hochschule  in  Graz.*) 

Ganz  neuerdings  sind  die  zwei  ersten  Bände  des  auf  vier  Bände 
berechneten  Werkes  „Darstellende  und  projektive  Geometrie*'  von 
V.  Peschka,  Prot  an  der  technischen  Hochschule  in  Brunn,  erschienen. 
Im  ersten  Bande  (Wien  1883)  ist,  ähnlich  wie  bei  Fiedler,  die 
Methodenlehre  an  die  Spitze  gestellt;  die  eigentümliche  Behandlung 
der  schiefen  Projektion  soll  später  mitgeteilt  werden.  Im  zweiten 
Bande  (1884)  über  die  „Theorie  der  Curven  und  Flächen"  ist  dieser 
Gegenstand  auf  Grund  von  Sätzen  der  Analysis  (z.  B.  des  Prinzips 
der  Erhaltung  der  Anzähl,  des  Korrespondenzprincipes  u.  a.)  in  weit- 
gehender Weise  behandelt,  imd  dann  unter  Benutzuug  von  gewonnenen 
Ergebnissen  die  „konstruktive  Theorie  der  krummen  Linien  und 
Flächen''  für  Cylinder  und  Kegel  und  für  gewisse  andere  develop- 
pable  Flächen  ausgefahrt  Es  ist  aber  hier  die  projektive  Geometrie 
nicht  nur  soweit  behandelt,  als  es  ihre  Anwendung  auf  die  dar- 


•)  Sitsaogsber.  d.  Akad.  d,  Wiig.  in  Wien,  76.  B.,  «.  Abt.,  1S77;  77.  E, 
S.  Abt,  1878;  S7.  Jahresber.  d.  steier.  Landesoberrealschnle  in  Graz,  1878;  und 
am  kanesten  in  den  SitEungsber.  d.  k.  böhm.  Ges.  d.  Wiss.,  1880. 
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stellende  Geometrie  erfordert;  ihre  selbständige  Entwickelung  bildet 
vielmehr,  worauf  aucU  der  Titel  hinweist,  einen  wesentlichen  Teil 
der  Aufgabe  des  Werkes. 

VL   Bie  darBtellande  Gtoometrto  in  Italien* 

38.  Aus  Italien  rührt  ein  gehaltreiches  Werk  her^  die  yjiezioni 
di  geometria  descrittiva,  Padova  1861*'  von  G.  Bellavüis,  geb.  1808, 
seit  1845  Prof.  der  darsi  Geom.  an  der  Universität  Padna,  gest. 
1880^  nachdem  er  an  seinem  Todestage  noch  eine  Vorlosung  gehalten 
hatte.  Es  ist  in  das  genannte  Werk  eine  reiche  Fülle  von  Theorie 
eingefiochten,  so  die  Lehre  der  Derivationen,  insbesondere  der  pro* 
jektiven  Ableitung  der  Eigenschaften  der  Linien  und  der  Flächen 
eweiter  Ordnung  aus  denen  des  Kreises,  der  Kugel  und  des  ein- 
schaligen Umdrehungshyperboloids,  die  Principien  der  höheren  Geo- 
metrie, besonders  die  Sätze  über  die  Krümmung  der  ebenen  und 
unebenen  Kurven  und  der  Flächen,  Manche  der  Sätze  werden  als 
Ergebnisse  der  Analysis  angeführt,  die  meisten  aber  sind  hergeleitet, 
und  zwar  meist  auf  geometrischem  Wege  und  in  der  einfachsten 
Weise.  Das  Werk  zeichnet  sich  durch  wohlthätige  Gedrängtheit 
der  Darstellung.,  durch  außerordentliche  Kürze  der  Beweise  un4 
durch  hervorragende  Einfachheit  der  Konstruktionen  aus.  Als  Bei'* 
spi^l  mag  die  in  dieses  Werk  herübergenommene  Herleitung  der  drei 
Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  dienen^  welche,  abge- 
sehen von  einer  einzigen  Hilfsgleichung,  unmittelbar  aus  der  Figur 
abgelesen  werden. 

Vn.   Die  ichiefe  Projektion  tmd  Axonometrie. 

89.  Die  senkrechle  Projektion  eines  Körpers  auf  eine  Ebene^ 
welche  normal  zu  Kanten  desselben  steht,  gibt  ein  sehr  unvollstän- 
diges Bild  desselben,  weil  die  Ausdehnung  in  der  Richtung  jener 
Kanten  nicht  sichtbar  wird.  Um  solchen  Projektionen  die  Anschau« 
lichkeit  zu  geben,  ist  es  seit  langer  Zeit  gebräuchlich,  von  den  Pro- 
jektionen der  einzelnen  Punkte  ausgehend,  in  der  Zeichenfläche  in 
einer  passend  gewählten,  aber  unveränderlichen  Richtung  gerade 
Linien  zu  ziehen  und  auf  ihnen  die  Längen  der  zugehörigen  Pro- 
jicirenden  nach  dem  fiiaßstabe  der  Projektion  aufzutragen.  Auf 
diese  Weise  erhielt  man  eine  schiefe  ParaUaJprqjeUion  des  Gegen- 
standes, bei  welcher  die  Schief- projicirenden  45^  mit  der  Projek- 
tionsebene bilden,  und  welche  man  Kavalierperspektive  nannte.  So 
fügte  man  dem  Plane  einer  Stadt  die  Gebäudehöhen,  der  Projektion 
von  Gewölbsteinen  auf  ihre  Stirnflächen  die  Tiefe  der  Steine  zu, 
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und  erhielt  Andichten  mit  allen  Seitenflächen  dieser  Gegenstände. 
Das  schon  angeftthrte  Werk  ^^D^rand^  Tarchitecture  des  yontes  (1643)^' 
bietet  Beispiele  dazn. 

Denkt  man  6i6h  mit  den  drei  äxxt  einander  senkrechten  Kanten- 
richiangen,  wie  sie  bei  technischen  Körpern  gewöhnlich  vorkommen, 
parallele  Koordinafenaxen  gelegt,  so  liegt  bei  der  Kavalierperspek- 
tive  eine  Axe  senkrecht  zur  Bildebene^  zwei  liegen  parallel  zn  der- 
selben,  deren  Richtungen  aber  für  die  Darstellung  gleichgültig  sind. 
Man  erhält  dadurch  in  Wahrheit  nur  eine  Koordinatenebene  und 
eine  darauf  senkrechte  Koordinatenaxe. 

40.  Lambert  in  seiner  ,^reyen  Perspektive,  1759'*  hat  eine 
theoretische  Erweiterung  herbeigeführt,  indem  er  die  Bildebene  auf- 
recht, aber  geneigt  gegen  die  zwei  wagrechten  Axen  stellte,  und 
die  Abbildungen  der  Axen  und  die  in  ihnen  herrschenden  Yer« 
kürzungen  nach  dem  Verfahren  der  Perspektive  bestimmte,  indem 
er  die  Kegeln  für  einen  endlichen  Augenabstand  auf  deo  Fall  eines 
unendlich  großen  dadurch  übertrug,  daß  er  die  Maße  der  Körper  un- 
endlich klein  annahm.  In  neuerer  Zeit  hat  Herr  Schlesinger  in  seiner 
darstellenden  Geometrie  (1870)  diesen  Grundgedanken  wieder  auf- 
gefaßt, und  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  dies  jetzt  in  der  Per- 
spektive geschieht,  mijbtelst  des  Distanzkreises  eine  Reihe  von 
Grundaufgaben  gelöst;  er  nimmt  in  endlichem  Abstände  von  der  Bild- 
ebene einen  Punkt,  das  Hilfsange  an,  legt  durch  dasselbe  Parallele 
zu  den  fraglichen  Geraden  und  Ebenen,  deren  Schnitte  mit  der  Bild- 
ebene er  Fluchtpunkt  der  Geraden,  bezw.  Fluchtspur  der  Ebenen 
nennt,  und  löst  mittelst  dieser  die  Aufgaben  über  Richtungen  der 
schiefen  Projektionen  von  Geraden,  Über  Senkrechte,  Abstände, 
Winkel  u.  s.  w.  Dabei  wendet  er  außer  der  (vertikalen)  Bildebene 
häufig  noch  eine  zweite  (horizontale)  Koordinatenebene  an.  — 
Von  einer  solchen  macht  sich  vollkommen  frei  Herr  t;.  Fesckka  in 
seinem  Aufsätze  „freie  schiefe  Projektion'^*)  Ähnlich  wie  Schle- 
singer ein  Uilfsaüge,  ein  Nebenauge  und  einen  Distanzkreis,  so 
nimmt  v.  Peschka  ein  IVqjekiionsdreieck  an,  durch  welches  er  die  Stel- 
lung der  projicirenden  Strahlen  gegen  die  Bildebene  bestimmt;  durch 
das  Nebeaauge  Schlesingers  legt  er  eine  zur  Bildebene  parallele 
Ebene,  die  Disfatusd^ene,  bestimmt  die  Lage  einer  Geraden  und  einer 
Ebene  durch  deren  Spuren  mit  der  Bild-  und  Distanzebene,  welche 
bei  der  Ebene  parallele  Gerade  sind,  und  verzeichnet  von  ihnen  die 


*)  BüsBungtber.  d.  raath.  nat.  CL  d.  Akad.  in  Wien,  B.  76,  Abi  8,  1877, 
8.  91t.  •>•<  T.  Päschka,  „Darstellende  und  proJ6cti?e  Geometrie'*,  Wien  1883, 
8.  218  it 
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schiefen  Projektionen.  In  dieser,  besonders  für  die  Darstellung  von 
Ebenen  sehr  vorteilhaften  Weise  sind  auch  in  dem  Torliegenden 
Bache  einige  Aufgaben  gelöst/ und  dabei  durch  Ersetzen  des  Pro- 
jektionsdreiecks  durch  den  Distanzkreis  noch  einige  Vereinfachungen 
erreicht. 

Eine  ganz  andere  Art  der  Auflösung  der  Grundaufgaben  durch 
schiefe  Projektion  hat  Herr  Burmester  1871  in  seinem  Aufsatze  ,,Grund- 
züge  der  schiefen  Parallelprojektion"*)  geliefert,  worin  er  drei  auf 
einander  senkrechte  Eoordinatenebenen  annimmt,  deren  eine  die  Bild- 
ebene ist|  und  dann  mittelst  Umlegung  in  die  Bildebene  die  wahren 
Längen,  Winkel  und  Gestalten  ebener  Figuren  in  einfacher  Weise 
bestimmt. 

41.  Sollen  bei  senkrechter  Projektion  alle  drei  Eoordinatenaxen 
und  -Ebenen  ausgedehnt  erscheinen,  so  müssen  alle  Axen  gegen  die 
Bildebene  geneigt  werden.  Man  nennt  nun  das  Abbildungsverfahren, 
welches  die  senkrechte  Projektion  eines  Köpers  Termittelst  der  Koor- 
dinaten seiner  Punkte  liefert,  Axonometrie]  und  in  ihr  muß  zuerst 
das  Axenkreuz  mit  dem  YerkürzungsTerhaltnisse  für  jede  Axe  be- 
stimmt werden.  Diese  Aufgabe  ist  unter  derselben  Grundanschauung, 
wie  bei  Lambert,  yon  Karsten  in  seinem  „Lehrbegriff  der  gesammten 
Mathematik,  Greifswald  1776"  (7.  Teil,  die  Optik  und  Perspektiv, 
14.  Abschnitt)  behandelt  Karsten  entwickelt  die  Formeln  für  die 
Winkel  und  Verkürzungen  der  Axen  und  gebraucht  dabei  die  Be- 
nennungen „reducirtes  Auge,  redocirter  Augenpunkt*^ 

Eine  ausgedehnte  Anwendung  fand  die  Axonometrie  mit  un- 
gleichen Verkürzungen  der  drei  Axen  zuerst  beim  krystallographischen 
Zeichnen,  insbesondere  von  Mohs  (Grundriß  der  Mineralogie,  1822— 
24),  von  Breithaupt  (Handbuch  der  Mineralogie,  1841—52)  und  Nath 
mann  (Anfangsgründe  der  Mineralogie,  1841),  In  seinem  früheren 
Lehrbuche  der  reinen  und  angewandten  Krystallographie  (1830) 
wendete  Naumann  noch  eine  schiefe,  von  ihm  klinographisch  ge- 
nannte Projektion  an,  die  sich  aber  von  der  senkrechten,  axono- 
metrischen,  durch  den  Anblick  allein  nicht  unterscheiden  läßt,  weil 
er  die  Bildfiache  nicht  zu  zwei  Axen  parallel  stellt.  Gerade  bei 
dieser  Stellung  gewinnt  aber  die  schiefe  Projektion  erst  einen  Vor- 
teil vor  der  senkrechten  durch  die  größere  Leichtigkeit  der  Her- 
stellung; und  deswegen  wird  diese  Stellung  sonst  stets  bei  der 
schiefen  Projektion  gewählt,  so  auch  von  Kopp  in  seiner  Einleitung 
zur  Krystallographie  (1849,  2.  kxxüL  1862). 

42.  In  der  Technik  wurde  zuerst  die  einfachere  isometrische 


*)  Zeitachr.  f.  Math,  n,  Fhys.,  16.  B.,  S  449. 
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Projektion  benutzt^  und  zwar  von  Farisky  welcher  ihr  diesen  Namen 
gab  und  sie  auf  die  Abbildung  von  Maschinen  anwendete;  er  ver- 
Sffentlichte  sein  Verfahren  in  einer  Abhandlung  über  y^^ometrical 
perspective^'  in  den  transactions  of  the  Cambridge  philosophical 
societjy  1820.  Sie  hat  ihre  Grundlage  in  dem  Satze^  daß  sich  der 
Würfel  auf  die  zu  einer  seiner  Diagonalen  senkrechte  Ebene  als 
regelmäßiges  Sechseck  projicirt,  welcher  Satz  längst  bekannt  war, 
indem  man  in  Keplers  harmonia  mundi  (1619)  den  Würfel  so  ab- 
gebildet findet.  Der  einfache  Beweis  war  gewiß  ebenfalls  längst 
geliefert;  ich  habe  einen  solchen  in  Frejsier  (coupe  des  pierres,  2.  6dit, 
B.  I^  1754,  S.  319)  und  bei  Kästner  (mathematische  Anfangsgründe^ 
L  T.y  OSttingen,  1758)  gesehen.  Die  Abhandlung  von  Farish  ging 
in  Gregorys  ^^athematics  for  practical  men,  London  1825^'  über. 
Das  Verfahren  wurde  weiter  entwickelt  Yon  Brandes  in  seiner  ;Jso- 
metrischen  Perspektive'^  (Gehlers  phys.  Wörterbuch,  B.  7,  Abt.  I, 
1833)  und  von  Soptmth,  (a  treatise  on  isometrical  drawing,  London 
1834). 

Ein  weiterer  Schritt  geschah  von  MöUinger,  welcher  in  seiner 
yyisometrischen  Projectionslehre,  Solothurn  1840''  die  ,^zweiaxig-iso- 
metrische  Projection^^  zufügte,  indem  er  den  wagrechten  Axen  ein 
und  dieselbe,  aber  von  derjenigen  der  lothrechten  abweichende  Ver- 
kürzung gab.  Die  Konstruktion  führte  er  an  einem  Würfel  durch 
dessen  Drehung  aus.  Möllinger  löste  auch  die  allgemeine  Aufgabe 
der  Projektion  des  Würfels  bei  beliebiger  Stellung  gegen  die  Pro- 
jektionsebene, aber  nur  auf  dem  Umwege  der  Zurückführung  auf 
die  „zweiaxig-isometrische'^  Projektion  vermittelst  eines  dem  wag- 
rechten Quadrate  umschriebenen  zweiten  Quadrates. 

43.  Die  volle  Verallgemeinerung  geschah  durch  Weisbach  in 
seinem  Aufsatze  „Über  die  monodimetrische  imd  anisometrische  Pro- 
jektionslehre'^  (polytechnische  Mittheilungen  von  Volz  und  Earmarsch, 
Tübingen  1844,  B.  I,  S.  125 — 136),  indem  er  eine  von  der  Perspek- 
tive unabhängige  mathematische  Begründung  gab,  die  angegebenen 
Benennungen  schuf  (die  aber  jetzt  vielfach  durch  die  einfacheren 
„isometrisch,  dimetrisch,  trimetrisch^'  ersetzt  werden),  und  rationale 
Verhältnisse  unter  den  Einheiten  der  drei  Maßstäbe  einführte.  Zu- 
gleich machte  er  die  dimetnsche  Projektion  erst  recht  brauchbar 
dadurch,  daß  er  nicht  die  zwei  wagrechten,  sondern  eine  wagrechte 
und  die  lothrechte  Aze  gleich  stark  verkürzte.  Die  Winkel  und 
die  Verkürzungsverhältnisse  der  Axen  stellte  er  durch  Rechnung  fest 

Skuhersky  in  seiner  „orthographischen  Parallelperspektive,  Prag 
1858''  benutzte  die  Konstruktion  statt  der  Rechnung  und  bestritt 
den  Wert  der  rationalen  VerhüUtnisse,  weil  er  durch  Herstellung 
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besonderer  Maßstäbe  aufgehoben  werde.  —  Noch  mögen  die  Brfider 
C.  Th.  Meyer  und  M.  S.  Meyer  genannt  sein,  welche  in  einem  aus- 
gedehnten ,^hrbuche  der  Axonometrie;  Leipzig  1852''  auf  Weis- 
foach  fußend,  eine  Menge  von  Anwendungen  auf  die  Technik  liefern, 
und  Largiader,  welcher  in  seinem  Werke  i^das  axonometrische  Zeichnen^ 
Prauenfeld  1858'^  Verschiedene  Aufgaben  über  die  Winkel  und  Ver- 
kürzungsverhältnisse geometrisch  löst 

Sodann  geben  PohOce  (1860)  und  Fiedler  (1871)  in  ihren  oben 
angeführten  Werken  über  darstellende  Geometrie  umfassende  Be- 
arbeitungen der  Axonometrie  unter  Benutzung  der  Rechnung  und 
der  Konstruktion.  —  Einen  grundlegenden  Satz  in  Bezug  auf  die 
schiefe  Parallelprojektion  yerölf entlichte  Pohüce  in  der  ersten  Auf- 
lage seiner  darstellenden  Geometrie  (Berlin  1860),  den  er  nach  den 
Mitteilungen  von  Herrn  Schwarz  (Joum,  f.  reine  u.  angew.  Math.,  B.  63) 
schon  im  Jahre  1853  gefunden  und  bewiesen  hatte,  und  der  später 
dargestellt  werden  soll,  nach  welchem  drei  in  einer  Ebene  von  einem 
Punkt«  aus  in  beliebigen  Bichtungen  und  Längen  gezogene  Strecken 
als  die  Parallelprojektion  eines  rechtwinkligen  Axenkreuzes  mit 
gleichen  Längen  der  Axenabschnittie  angesehen  werden  können,  wenn 
gewisse  ärenzlagen  ausgeschlossen  werden. 

44.  Eine  Durchführung  der  häufigst  vorkommenden  Aufgaben 
der  darstellenden  Geometrie  gab  Herr  Staudigl  in  seiner  „axono- 
metrischen  und  schiefen  Projektion,  Wien  1875^  Er  teilte  diese 
Aufgaben  in  solche  der  Lage  und  solche  des  Maßes.  Die  ersteren 
werden,  wie  H.  Staudigl  hervorhob,*)  bei  jeder  Projektionsari  auf 
dieselbe  Weise  gelöst,  wobei  er  den  Satz  anwandte,  daß  jede  Ab- 
bildung eines  Raumgebildes  zugleich  als  Central-  und  Parallelpro* 
jektion  von  unendlich  vielen  Baumgebilden  betrachtet  werden  kann, 
die  alle  unter  einander  kollinear  verwandt  sind,  welchen  Satz  schon 
de  la  Gournerie  bei  seinen  früher  (30)  erwälmten  Restitutionen  aus 
einem  Perspektiven  Bilde  voraussetzte.  Bei  der  Auflösung  der  Auf- 
gaben des  Maßes  bestimmte  H.  Staudigl  die  wahren  Gestalten  in  den 
Koordinatenebenen  durch  Umlegung  in  die  Bildebene  vermittelst 
der  Kxeuzrlßebene. 

Sehr  einfache  Lösungen  der  Grundaufgaben  lieferte  Herr  Pdi 
in  seinen  Aufsätzen  „zur  wissenschaftlichen  Behandlung  der  ortho- 
gonalen Axonometrie'^,*'")  worin  er  in  einer  der  Koordinatenebenon 


*)  SkMdiglt  „Ober  die  Identität  von  Constmktionen  in  perBpektivisclier, 
flohiefer  und  orthogonaler  Projektion**.    Sitzongsber.  d.  Akad.  in  WieOi  B.  €4, 

Abt  a,  isn. 

**)  Sitmngwber.  d.  Akad.  d.  Wiü.  in  Wien  81.  B,  t.  Abt  (1880)  8.  800  imd 
8S  B.,  %  Abt.  (1881)  S.  875. 
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ta  einer  gegebeneu  Goraden  eine  in  Wahrheit  Senkrechtf^,  ohne  Um^ 
legung  zeichnet,  und  Umlegungen  beliebiger  Ebenen  in  die  Bild- 
ebene ohne  vorherige  Besümmung  wahrer  Längen  dadurch  vor- 
nimmt^ daß  er  in  jener  Ebene  irgend  einen  in  Wahrheit  rechten 
Winkel  angibt.  Die  Auflösung  dieser  beiden  Aufgaben  bildet  aber 
die  Grundlage  f&r  viele  andere  Konstruktionen.  In  vorliegendes  Buch 
sind  diese  Losungen  aufgenommen. 

Die  Abbildung  mittelst  schiefwinkliger  Eoordinatenaxen  durch 
Konstruktion  und  durch  Rechnung  hat  Herr  Hau^ik  in  einem  Auf- 
sätze „GrundzOge  einer  allgemein  axonometrischen  Theorie  der  dar- 
stellenden Perspektive''  (1876) '^)  durchgeführt.  Sodann  hat  Herr  Tessari 
in  seinen  ^Projezioni  assonometriche  ortogonali  ed  oblique,  Torino 
1882''  eine  klare  Darstellung  dieser  Lehren  gegeben.  Die  mannig- 
faltigen Aufgaben  über  Bestimmung  der  Winkel  und  Yerkürzungs- 
verhältnisse  der  Axen^  wenn  von  diesen  sechs  Größen  zwei  gegeben 
sind,  hat  Herr  Tesar  in  einem  Aufsatze  über  den  ^^orthogonal-axono- 
metrischen  Verkürzuogskreis"**)  in  einfacher  Weise  gelöst.  Dieser 
Yerkürzungskreis  soll  auch  im  folgenden  benutzt  werden. 

Vin.   Die  BelieflperspektiTe.  « 

46.  Die  BeliefperspeJäive  gibt  eine  räumliche  Abbildung  von 
raumlichen  Gebilden  unter  der  Annahme,  daß  die  Abbildung  jeder 
geraden  Linie  wieder  eine  gerade  Linie  sei.  Hierdurch  wird  der  Raum 
von  der  Bildfläche  bis  ins  Unendliche  in  der  Schicht  zwischen  der  Bild- 
fläche  und  einer  mit  ihr  parallelen  Ebene,  der  Flucht-  oder  Verschwin- 
dungsebene,  dargestellt  Die  frühesten  Leistungen  auf  diesem  Ge- 
biete sind  die  schon  (11)  erwähnten^  von  Lorengo  OMberti  an  den 
Thfiren  des  Baptisteriums  in  Florenz  1424 — 47  in  Bronze  ausge- 
führten Bildnereien.  Sie  sind  sowohl  an  sich  wie  besonders  mit  Rück- 
sicht auf  ihre  Zeit  ataunenerregend.  An  sich  genommen  erscheinen 
noch  vollendeter  die  Marmorreliefe  an  dem  Grabdenkmale  Maxi- 
milians L  in  der  Hofkirche  in  Innsbruck;  welche  von  Alexander 
Colin  aus  Mecheln  (1626—1612)  im  Jahre  1563  und  den  folgenden 
ausgeführt  trurden. 

In  theoretischer  Beziehung  spricht  A,  Bosse  in  seinem  traitä 
des  pratiques  geometrales  et  perspectives^  Paris  1665,  den  Gedanken 
aus,  daß  die  geringe  Tiefe  eines  Basreliefs  nach  dem  Perspektiven 
Maßstabe  behandelt  werden  müsse,  ohne  jedoch  weiter  ins  Einzelne 
einzugehen.  Diese  Anschauung  verdankt  Bosse  ohne  Zweifel  seinem 

*)  Ztschr.  f.  Math.  u.  Pbys.,  2t.  B.,  S.  81. 
**)  Bitrongtber.  d.  i&kad.  d.  Wiss.  in  Wien,  61.  B.,  «.  Abt.  (1880),  8.  4Ö9. 
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Lehrer  DesargueSy  da  er,  wie  schon  früher  erwähnt,  selbst  etklärty 
die  von  Desargues  erfundenen  Verfahrongs weisen  der  Perspektive 
zu  veröffentlichen. 

Das  erste  wissenschaftliche  Werk  über  unseren  Gegenstand  rührt 
von  Breysigy  Theatermaler  und  dann  Eunstschuldirektor  in  Danzig; 
her  und  hat  den  Titel  ,, Versuch  einer  Erläuterung  der  Beliefyer- 
spektive,  Magdeburg  1798^'.  Breysig  schlägt  darin  die  Bezeidinung 
Reliefperspektive  Tor,  nimmt  die  erwähnten  zwei  parallelen  Ebenen 
an,  deren  vordere,  welche  dem  Gegenstande  und  seiner  Abbildung 
gemeinsam  ist,  er  die  Bildfläche,  deren  hintere  er  die  Hauptebene 
nennt.  Die  Abbildung  einer  Geraden  bestimmt  er  durch  ihren 
Durchgang  mit  der  Bildfläche  und  durch  ihren  Verschwindungs* 
punkt  auf  der  Hauptebene,  welcher  durch  den  zur  Geraden  parallelen 
Gesichtsstrahl  (aus  dem  Auge)  bestimmt  wird.  Die  Abbildung  eines 
Punktes  konstruirt  Breysig  auf  verschiedene  Weisen;  sowohl  durch 
die  Perspektive  von  Geraden,  die  durch  ihn  gelegt  sind,  als  auch 
mit  Hilfe  des  nach  ihm  gezogenen  Gesichtsstrahles. 

Poncdei  in  seinem  „Traite  des  propri^t^s  projectives'^  (1.  ^dit.' 
1822,  2.  ^dii  1865—66)  untersucht  die  projektive  Verwandtschaft 
der  Raumgebilde  und  ihrer  Reliefabbildungen  unter  der  Bezeichnung 
„theorie  des  figures  homologiques,  ou  perspective-relief'^,  wobei  be- 
sonders die  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  Systeme  ihrer  Ereisschnitte, 
die  Schnittlinien  zweier  solchen  Flächen,  deren  vier  doppeltproji- 
cirende  Kegel,  und  die  Azen  der  Flächen  betrachtet  werden. 

Anger  entwickelt  in  seiner  „analytischen  Darstellung  der  Bas- 
reliefperspektive,  1834'^  die  Formeln  fGLr  die  Abhängigkeit  der  Koor- 
dinaten beider  Gebilde,  und  gibt  in  seinen  „Beiträgen  zur  Basrelief- 
perspektive, 1836'^  die  Anvrendung  auf  die  Flächen  zweiter  Ordnung, 
worin  er  z.  6.  die  Aufgabe  behandelt,  die  Kugel  zu  finden,  von 
welcher  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  die  basreliefperspek« 
tive  Projektion  ist.  Man  vergleiche  auch  seinen  Aufsatz  ^Über  die 
Transformation  der  Figuren  in  andere  derselben  Gattung^  in  Grunerts 
Arch,  f.  Math.  u.  Phys.,  4.  B.,  1844,  S.  281. 

46.  Ouido  Schreiber  in  seiner  malerischen  Perspektive,  Karls- 
ruhe 1854,  gibt  ein  Beispiel  zur  Konstruktion  des  Reliefs  eines  Ge- 
bäudes, und  spricht  die  Entscheidung  über  die  Anwendbarkeit  der 
Perspektiven  Regeln  in  der  Kunst  des  Reliefs  den  Künstlern  zu 
(S.  101).  Eine  ausgedehntere  Arbeit  über  Reliefperspektive  ver- 
öffentlichte Poudra  in  seinem  traite  de  perspective-relief ,  Paris  1862, 
worüber  schon  1853  Chasles  in  den  Gomptes  rendus,  B.  37,  S.  880, 
berichtete.  Poudra  gibt  darin  verschiedene  Verfahren  zur  Kon- 
struktion  des  Reliefs   von  technischen  Gegenständen   an.     In   rein 
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geomeiarischem  Sinne  wurde  die  kollineare  VerwandtBchaft  riLumficfaer 
Systeme  Ton  t;.  Staudt  in  seinen  Beiträgen  zar  Geometrie  der  Lage, 
3.  Heft^  Nürnberg  1860,  und  von  Heye  in  seiner  Geometrie  der  Lage, 
Hannover  1866  (2.  Aufl.  1877),  weitergef&hrt.  MorskuU  in  einem 
Aufsätze  ,,über  räumliche  Projection  (Reliefprojeetion),  insbesondere 
diejenige  der  Kugel''  in  Schlömlicbs  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys., 
B.  12,  1867,  S.  326,  spricht  unter  andern  den  Satz  aus,  daß  die 
senkrechte  Projektion  einer  Beliefperspektive  auf  die*  Bildfiäche  auch 
die  PerspektiTe  des  Gegenstandes  aus  einem  Auge  ist,  welches  mit 
dem  ursprünglichen  Auge  in  einer  Senkrechten  zur  Bildfläche  liegt, 
aber  von  der  letzteren  Ebene  einen  Abstand  besitzt,  gleich  dem  des 
ursprünglichen  Auges  ron  der  Fluchtebene.  Es  ist  dies  sogleich  zu 
erkennen,  wenn  man  beachtet,  daß  sich  die  so  erhaltenen  beiden 
Fluchtpunkte  einer  Geraden  senkrecht  auf  einander  projiciren.  Außer* 
dem  behandelt  er  die  kollineare  Verwandtschaft  der  Flächen  zweiter 
Ordnung  mit  der  Kugel,  bezw.  mit  dem  einschaligen  ümdrehungs- 
hyperboloide.  JR.  Staudigl  in  seinen  Grundzügen  der  Beliefperspec- 
tive,  Wien  1868^  hat  die  für  die  Technik  brauchbaren  Regeln  dieses 
Wissenszweiges  weiter  entwickelt  und  dabei  nützliche  Sätze  auf- 
gestellt, wie  z.  B.  den,  daß  der  Grundriß  einer  Beliefperspektive 
auch  als  Perspektive  des  Grundrisses  des  Gegenstandes  auf  der  Bild- 
fläche gewonnen  werden  kann,  wenn  man  das  Auge  in  seiner  zur 
Basis  senkrechten  Ebene  so  yerschiebt,  daß  seine  Hohe  über  der 
Horizontalprojektionsebene  gleich  dem  Abstände  der  Bild-  und  Flucht- 
ebene, und  sein  Abstand  von  der  Bildebene  gleich  seinem  ursprüng- 
lichen Abstände  Ton  der  Fluchtebene  wird.  (In  beiden  Bildern  fiiUen 
die  Grundlinien  in  einander  und  stimmen  die  Höhe  des  Horizontes, 
die  Lage  des  Augenpunktes  und  die  Distanz  überein,) 

Fieittdr  in  seiner  darstellenden  Geometrie,  Leipzig  1871,  stellt 
die  kollineare  Raumyerwandtschaft  in  rein  geometrischem,  wie  in  • 
technischem  Sinne  in  umfassender  Weise  dar.  Auch  Schlesinger  be* 
handelt  die  Beliefperspektive  in  seiner  darstellenden  Geometrie,  W^n 
1870,  imd  Hertger  entwickelte  die  Hauptsätze  dieser  Lehre  in  einem 
Aufsatze  über  die  Central-Raumprojection  (Relief- Projection)  in  der 
Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Zeichenlehrer,  Berlin  1875. 

Es  soll  noch  erwähnt  werden,  daß  der  vorhin  genannte  Marstadt 
ein  sehr  schönes  Reliefmodell  in  Gyps  von  einer  gewölbten  Halle 
veröffentlicht  hat,  und  daß  drei  ebensolche  nach  den  Konstruktionen 
des  Herrn  Burmester  von  Herrn  Lehmann  in  Dresden  ausgeftLhrt 
und  veröffenÜieht  wurden,  welche  in  vollendeter  Weise  geometrische 
Körper,  eine  Säulenhalle  und  das  Innere  einer  römischen  Basilika 
wiedergeben.    Butmesler  hat  in   seinem  kurzen  und  faßlichen,  für 

Wi«B«r,  Ldii1»«eh  «nr  d«ntdl«idmi  CtooiMtri^  4 


Digitized  by 


Google 
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Könstler  berechneten  Buche  ^Grondsüge  der  Beliefperspective,  1883'^ 
auch  die  Art  der  Herstellung  jener  Modelle  erläutert 

Wenn  nun  so  die  geometrischen  Regeln  sur  Herstellung  einer 
Reliefperspektive  YoUkommen  bestimmt  sind,  so  ist  eine  volle  Eini- 
gung über  den  Grad  ihrer  Anwendung  in  der  Kunst  noch  nicht 
erreicht  Während  Sckrcib^  die  Anwendbarkeit  derselben  auf  die 
Kunst,  noch  dem  Urteile  der  Künstler  überläßt^  fordert  Sümdigl 
unbedingt  ihre  Anwendung. 

Wir  werden  später  die  Mängel  der  Relie^erspektiTe  in  Bezug 
auf  den  Beleuchtungsgrad  yon  runden  Formen,  insbesondere  der 
mensclilichen  Figur  erörtern,  wonach  die  von  Künstlern  hauptsäch- 
lich bei  letzteren  Formen  geübte  Abweichung  begründet  erscheinen 
wird,  während  architektonische  ebene  Formen  den  mathematischen 
Hegeln  strenger  folgen  dürften. 

47«  Eine  Beachtung  verdient  noch  das  Panorama.  Dasselbe 
ist  ein  Rundgemälde  auf  cylindrieclier  Fläche,  welches  yon  einem  im 
Inneren  aufgebauten  Standplatze  aus  betrachtet  wird,  der  die  Form 
einer  Kuppel  oder  eines  Hügels  mit  einem  Pavillon  besitzt,  und 
stets  von  einem  Dache  bedeckt  ist  Dadurch  wird  das  in  der  Hohe  an- 
gebrachte künstliche  Licht  oder  die  Öffnung  für  das  Tageslicht  dem 
Auge  entzogen.  Indem  der  Rand  des  Daches  und  die  Wölbung  der 
Kuppel  oder  des  Hügels  die  natürlichen  Grenzen  des  Bildes  verdecken,, 
oder  indem  der  natürliche  Boden  des  Hügels  in  den  gemalten  des 
Bildes  übergeht^  und  die  Lichtquelle  verdeckt  ist,  kann  die  Täuschung 
eine  sehr  große,  ja  bei  Ansichten  ohne  lebende  Wesen  eine  voll- 
kommene sein.  Die  ersten  Lehren  darüber  gab  Ubaldi  (1600)  (15), 
während  die  erste  Ausführung  von  dem  schottischen  Maler  JR.  Farker 
herrührt,  welcher  1787  in  Edinburg  und  1799  in  London  Pano- 
ramen (von  90  Fuß  Durchmesser)  mit  Städteansichten  aufstellte, 
denen  er  1799  das  ungleich  wirkungsvollere  der  Seeschlacht  bei 
Abukir  mit  seinen  Fauereffekten  folgen  ließ.  Der  schon  (46)  ge- 
nannte TheziermBler  Brejfsig  zeichnete  1792  in  Rom  eine  Bundsiebt 
dieser  Stadt  auf  acht  Blättern,  entwickelte  die  Erfordernisse  eines 
Panoramas  zur  Täuschung,  insbesondere  die  reliefperspektive  Ge- 
staltung des  Bodens  und  seines  Anschlusses  an  das  Gemälde  in 
seinen  „Skizzeni  1800%  und  stellte  (1800)  in  Berlin  ein  Panorama 
von  Rom  her.  Gegenwärtig  befinden  sich  Panoramen  in  vielen  der 
großen  Städte. 

Diese  Darstellungen  wurden  in  der  mannigfaltigsten  Weise 
umgeändert.  Das  Dioramay  1822  von  dem  Dekorationsmaler  und 
späteren  Erfinder  der  Lichtbilder,  Daguerre  in  Paris,  erfunden,  1827 
von   dem  Dekorationsmaier  K.  Gropius  in  Berlin   Vervollkommnet, 
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and  Ton  beiden  in  Ansführungen  Yorgettüirt,  wirkt  durch  seine 
wechselnden  Belenchtangen,  Um  diese  zu  erreichen,  ist  das  Büd  auf 
einem  durchsichtigen  Gewebe  auf  beiden  Seiton  aufgemalt^  und  er- 
scheint durch  die  vordere  oder  die  hintere  Beleuchtung  in  zurück- 
geworfenem oder  durchfallendem  Lichte,  in  ersterem  heller,  in  letzterem 
dunkler,  wobei  das  Licht  noch  durch  farbige  Oltser  mannigfach  ge- 
f&rbt  wird,  und  eignet  sich  dadurch  zur  Nachahmung  des  Wechsels 
der  Tageszeiten  oder  anderer  Vorgänge. 

Endlich  seien  noch  die  Pleoramen  erwähnt,  welche  beweglich 
sind  und  die  Küsten  an  dem  in  einem  Kahne  sitzenden  Beschauer 
torübertOhren,  und  welche  zuerst  (1831)  von  Langlums  und  Kqpisch 
in  Breslau*  vorgeführt  wurden;  und  die  OfiMaramm,  welche  Land- 
schaften, gewöhnlich  Flußläuie,  vorfibei|;ehen  lassen. 

CC  Die  Photogrammeirie. 

48«  Die  photogrammeirie  oder  Photometrographie  lehrt  den 
Grundriß  und  die  Höhenlagen  einer  Landschaft  oder  den  Grund- 
und  Aufriß  eines  Gebäudes  aus  den  photographischen  Bildern  des 
Gegenstandes,  welche  aus  wenigstens  zwei  verschiedenen  Stand- 
punkten aufgenommen  sind,  ermitteln.  Es  geschieht  dies  nach  dem 
Satze,  daß  zwei  Projektionen  eines  Gegenstandes  denselben  be- 
stimmen; hier  insbesondere  schneiden  sich  dei  Strahl,  welcher  das 
eine  Bild  eines  Punkteb  des  Gegenstandes  mit  dem  optischen  Mittel- 
punkte der  Linse  des  zu  diesem  Bilde  gehörigen  photographischen 
Apparates  verbindet,  mit  dem  entsprechenden  Strahle  des  andern 
Bildes  desselben  Punktes  in  diesem  Punkte.  Gibt  man  den  Bildern 
durch  parallele  verhältnismäßige  Verschiebung  eine  kleinere  gegen^ 
seitige  Entfernung  als  die  ursprüngliche,  so  bilden  jene  Schnittpunkte  ein 
mit  dem  wirklichen  Gegenstande  ilhnliches  aber  verkleinertes  Gebilde, 

Dieser  Gedanke  wurde  schon  vor  Erfindnng  der  Photogra(»nie 
1835  von  jBfsautempS'BeaMpr6  ausgesprochen,  indem  er  HandrieiH)  al*'' 
Abbildungen  verwenden  wollte.  Brauchbare  Ergebnisse  erzielte*  zuerst 
1851  Herr  Laussedaif  damals  Kapitän,  dann  Professor  der  Geodäsie 
an  der  polytechn.  Schule,  jetzt  Direktor  des  conservatoire  des  arts 
et  metiers  in  Paris,  indem  er  die  camera  dara  benutzte,  die  er  aber 
spater  durch  die  Photographie  ersetzte.*)  Da  ein  solches  Bild  ein 
Gesichtsfeld  von  60^  besaß,  konnten  sechs  aneinander  ncereihto  Pho^ 
tographien  das  ganze  Sehfeld  um&ssen.  Laussedat  projicirte  auf 
die  Horizontallinie  jedes  Bildes  die  wichtigen  Bildpunkte,  legte  die 
Horizonte  der  sechs  Bilder  zu  einem  regelmäßigen  Sechsecke  suf 


*)  Siebe  u.  a.  CompiCF  rendus  (1860),  B.  50,  S.  t187 
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sammeD,  aus  dessen  Mitte  dann  die  Sehstrahlen  durch  jene  Projekt 
tionen  gezogen  wurden.  Ein  solches  Strahlenbüschel  wird  in  jedem 
Standpunkte  gebildet;  und  die  entsprechenden  Strahlen  (wenigstens 
zwei)  schneiden  sich  dann  im  Grundrisse  eines  topographischen 
Punktes,  während  seine  Höhe  aus  der  Hohe  des  Bildpunktes  über 
der  Horizontlinie  ermittelt  wird. 

In  Deutschland  kam  Herr  Baumeister  Meydenbauer  unabhängig 
von  seinen  Vorgängern  und  veranlaßt  durch  die  Schwierigkeiten, 
welche  er  bei  der  Au&ahme  mittelalterlicher  Bauwerke  fand,  auf 
denselben  Gedanken,  und  konnte  1865  Ergebnisproben  seines  Ver- 
fahrens aufweisen.*)  Er  benutzte  dabei  die  in  jenem  Jahre  einge- 
führten Weitwinkellinsen  (Steinheils  Periskop  und  Buschs  Pantoskop), 
welche  noch  bis  zu  einem  Bildwinkel  von  90^  perspektiv  richtig 
zeichnen.  Er  bildete  ferner  auf  der  Photographie  den  Horizont  und 
die  yertikale  Mittellinie  vermittelst  feiner  Drähte  ab,  die  er  vor  der 
Platte  aufspannte,  und  fügte  dem  Bilde  der  Gebäude  einen  Maßstab 
bei,  indem  er  eine  Meßlatte  an  einer  Hauskante  aufstellte.  Er  kon- 
struirte  dann  bei  Gebäuden  schon  aus  einem  einzigen  Bilde  mit 
Hilfe  der  Kenntnis  der  Gebäudeformen  nach  den  von  Lambert  (freie 
Perspektive,  1759)  gegebenen  Verfahrungsweisen  die  wahre  Gestalt 
der  sichtbaren  Teile;  bei  Terrainaufnahm^n  wandte  er  das  oben  ange- 
gebene Schnittverfahren  an.  Auf  dieselbe  Weise  hat  Herr  Professor 
W.  Jorda/n^  die  Oasenstadt  Gassr-Dachel  in  der  libyschen  Wüste 
aufgenommen,  und  das  Verfahren  dadurch  weiter  gebildet,  daß  er 
die  Festlegung  der  vertikal  gestellten  Fläche  des  photographischen 
Bildes  gegen  den  Projektionsmittelpunkt  (der  Linse)  und  gegen  die 
Nordrichtung  auf  Grund  der  Theodolitmessung  von  fünf  Winkeln 
(dreier  Azimuthe  und  zweier  Höhenwinkel)  durch  Rechnung  mit 
größerer  Sicherheit  festlegte,  und  mathematische  Untersuchungen 
über  den  mit  der  Bildstelle  wechselnden  Maßstab  der  Photographie 
anstellte. 

Herr  O.  Hauck"^*^)  hat  die  geometrische  Theorie  der  Photogram- 
metrie  dadurch  weiter  gefQhrt,  daß  er  ein  einfaches  Verfahren  an- 
gab, aus  zwei  Projektionen  eines  Raumgebildes  irgend  eine  dritte 
herzuleiten.  Es  geschieht  dies  auf  Grundlage  eines  Satzes,  den  wir 
folgendermaßen  aussprechen  wollen:  „Sind  F^  und  P,  zwei  Projek- 
tionsebenen, welche  sich  in  dem  Grundschnitte  g  treffen,  und  auf 
welche  bezw.  ans  den  Projektionsmittelpunkten  0^  und  0^  projicirt 

*)  Zeitschrift  fttr  Bauwesen  (v.  Erbkam}  1867,  17.  Jahrg.,  S.  62. 
**)  Zeitschrift  f.  yermetaongBweflen,  1876,  B.  6,  S.  1. 
***)  G,  Homck,  neae  Conetractionen  der  Perspective  und  Photogrammetrie. 
(L  Artikel.)  Jonm.  f.  reine  o.  atigew.  Math.,  1884,  B.  i^,  S.  1. 
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wird;  schDeidet  die  Gerade  0^  0^  die  P^  und  F,  bezw.  in  den  Punkten 
0,'  und  Ol',  den  sogen.  Kernpunkten;  und  sind  P\  'P'  die  beiden 
Abbildungen  irgend  eines  Punktes  P,  so  schneiden  sich  die  Geraden 
0/  P'  und  Ol  V  auf  ^.  Mittelst  dieses  Satzes  kann  in  gleicher 
Weise  aus  zwei  senkrechten  Projekidonen  (Grrund-  und  Aufriß)  die 
Perspektive^  als  aus  zwei  Perspektiven  der  Grund-  und  Aufriß  kon- 
struirt  werden.  Auch  hat  Herr  Hauck  apf  Grund  des  Satzes  ein 
Gestänge  konstruirt,  welches  mechanisch  jene  Aufgaben  löst,  indem 
ein  Zeichenstift  die  dritte  Projektion  zeichnet,  wenn  zwei  Fahrstifte 
gleichzeitig  durch  die  entsprechenden  Punkte  zweier  vorliegenden 
Projektionen  geführt  werden. 

Es  sei  noch  der  Ferspektograph  des  Herrn  Architekten  O,  Bitter 
in  Prankfurt  a.  M.  erwähnt,  dessen  Beschreibung  und  photographische 
Abbildung  er  in  diesen  Tagen  (April  1884)  versendet  hat  Der 
Apparat  liefert  mechanisch  aus  Grundriß  und  Hohenmaßen  oder  aus 
Aufriß  und  Tiefenmaßen  eines  Gebäudes  seine  Perspektive,  oder  auch 
umgekehrt,  jedoch  weniger  zweckmäßig,  aus  der  Perspektive  einen 
Grund-  oder  Aufriß  der  sichtbaren  Teile.  Indem  der  Apparat  bei 
unveränderter  Einstellung  nur  eine  ebene  Figur  abbildet,  werden 
verschiedene  parallele,  etwa  horizontale  Schichten  der  Reihe  nach 
gezeichnet,  und  dann  die  Zwischenräume  aus  der  Hand  ausgefQlli 
Ein  drehbares  Lineal  verkörpert,  wenn  z.  B.  der  Grundriß  benutzt 
wird,  den  Grundriß  des  beweglichen  Sehstrahls,  ein  zweites  bestimmt 
den  Abstand  der  Abbildung  von  der  Bildspur  der  Ebene  der  abzubil- 
denden Figur.  Ein  Gestänge  „der  Froschschenkel"  überträgt  die 
Bewegung  auf  den  Zeichenstift.  Die  beigelegten  Zeichenproben  lassen 
auf  eine  gute  Leistungsfähigkeit  schließen. 

Sowohl  der  französische  als  der  deutsche  Generalstab  haben 
der  Photogprammetrie  ihre  Aufmerksamkeit  zugewendet,  da  sie  als 
leichtes  und  rasch  förderndes  Aufnahmeverfahren  eine  mannigfache 
Verwendung  zuläßt. 

Z.  Die  Sdhatten-  und  BelenohtungBlehre. 
49.  Die  BdeudUtmgslehrej  gestützt  auf  geometrische  Konstruk- 
tionen, entwickelte  sich  gleichzeitig  mit  der  wissenschaftlichen  Per- 
spektive, lange  Zeit  aber  fast  nur  als  Schattenlehre.  Die  erste  schon 
erwähnte  Schrift  über  Perspektive,  „de  pictoira"  von  Leon  BaUista 
AWerH  (geschrieben  vor  1446),  weist  in  Bezug  auf  die  Schatten- 
bestimmung auf  die  Natur  hin,  enthält  aber  schon  eine  Andeutung 
der  Linien  gleicher  HeUigkeitj  indem  Alberti  zur  Erreichung  der  all- 
mählichen Lichtabstufung  vorschreibt,  verschiedene  Töne,  jeden  an 
die  Grenze  des  vorhergehenden,   also   in   Schichten   gleichmäßiger 
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Starke,  an  einander  zu  reihen.  Albredif  Dürer  in  seiner  emrähnten 
^yUnderwey&ung'^  (1526)  konstruirt  die  PenpektiTe  des  WOrfels  und 
seines  Sduittens,  Von  da  an  lehren  die  Werke  über  PerspektiTd 
auch  die  Konstruktion  der  duroh  Sonnen-  oder  dorch  irdisches 
Licht  erzeugten  Schatten,  aber  fast  nur  von  ebenflachigen  Körpern 
und  etwa  noch  von  Cyliadern«  Mtmge  löste,  wie  schon  angedeutet^ 
die  Aufgabe  für  krumme  Flachen  yenniitelst  des  aus  dem  leuchten- 
den Punkte  umschriebenen  Kegels  oder  Gylinders,  dessen  Berührungs- 
linie die  EigenschaUengrehge,  und  dessen  Schnitt  mit  der  beschatteten 
Fläche  die  Schiagschaüengrenze  ergab^;  er  bezeichnete  die  Voll-  und 
Halbschattengrenze  auf  einer  krummen  Flache,  welche  durch  eine 
ausgedehnte  leuchtende  Fläche  herrorgehracht  wird^,  als  die  Be- 
rührungskurve  mit  einer  abwickelbaren  Flftehe,  die  durch  eine  be- 
rührend auf  beiden  Flächen  hinroiiende  Ebene  eingehüllt  wird,  und 
er  konstruirte  den  auch  schon  früher  erwähnten  Glanzpunkt  spie* 
gelndcr  Flächen.  Die  Konstruktion  der  Tangente  der  Eigensthätter^ 
gretuse  ist  durch  den  Satz  von  Dt^n  (d^veloppements  de  geometrio, 
1813)  gegeben,  wonach  sie  und  der  Lichtstrahl  konjugirte  Durch- 
messer der  Indikatrix  der  Fläche  im  betrachteten  Punkte  sind« 
HaduMe  in  seinem  traitö  de  g^om^trie  descriptive  (1822)  gibt  eine 
Anwendung  anf  Schattenlehre  und  bestimmt,  wie  schon  erwähnt^  die 
in  den  konvex-konkaven  Flachen  auftretenden  Grenxpunkte,  in  denen 
der  Lichtstrahl  die  Eigenschattengrenze  berührt,  und  deren  (hatten 
eine  Spitze  der  Schlagschattengrenze  bildet  Hachette*)  konstruirt 
auch  die  Eigenschattengrenze  an  der  Schraube  mit  dreieckigem  Ge- 
winde, mittelst  eines  anschließenden  hyperbolischen  Paraboloides. 
Eine  einfache  Bestimmungsweise  der  Projektion  der  Eigenscbatten- 
grenze  derselben  windschiefen  Schraubenflache  auf  eine  zur  Schrau* 
.benaxe  senkrechte  Ebene  vermittelst  dos  einen  Doppelpunktes  diower 
Kurve  fanden  Poneelet  und  GuiUchon  1809,  und  .Poncelet  fttgte  die 
Konstruktion  ihrer  Tangente  hinzu.**; 

De  la  Gowmerie  bestimmte  die  Eigenschattongrenze  der  allge- 
meinen windschiefen  Sehraubenflächen  bei  endlichem  Abstände  der 
Lichtquelle  auf  analytisehcm  Wege  in  ausgedehnter  Dntersuchung 
und  mit  graphischer  Darstellung  (Journ,  de  Tecole  polji,  B.  liiO, 
1851,  8.  1.) 

Die  Bestimmung  der  Schattengrenzpunkte  auf  Linien  einer 
Fläche,  längs  deren  sie  von  einer  leichter  zn  behandelnden  Dilfs- 


*)  Coriespondsiice  de  T^eole  polyt.,  Paris  1809,  B.  2,  8.  13. 
**}  Olivier,  applications  de  Göom.  descr.,  Paris  1847 j-S.  U6,  »owio  Pon- 
celet, applic  de  raoalyse,  Paris  1809,  B.  1,  S.  447. 
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fläche  berOhrt  werden  kann^  gab  Börcloni  iu  einer  analytiscb  ge- 
fiÜirt«o  Abhandlang  ,^opra  le  linee  uniformemence  illuminate  (Gior* 
nale  di  ßsiea  etc.,  Pavia  1^23)  und  wendete  sie  aaf  eine  lUngfläche 
durch  die  eitigehiUlte  Kugd  an.  Dtine$me  bemerkte,  daß  die  Projektion 
dieser  Eigensohattengrenze  auf  eine  cor  Umdrebungsaxe  senkrechte 
Ebene  als  eine  ▼erallgemeineite  Conchoide  aufgefaßt  werden  kann 
(Comptes  rendas,  1857^  B.  45,  S.  527)  nnd  zeigte,  daß  die  Schlag- 
Bchattengrenae  aaf  dieselbe  Ebene  die  Äqaidistante  einer  Ellipse  ist^ 
oder  allgemeiner,  daß  für  irgend  einen  leuchtenden  Punkt  die  Schlag- 
sohattengrenze  jeder  Umdrehungsfläche  auf  eine  zu  ihrer  Axe  senk- 
rechte Ebene  zur  Evolute  die  Einhüllende  des  Schattens  des  Konoides 
hat,  dessen  Erzengende  die  von  den  Punkten  der  Eigenschatten- 
grenze  auf  die  Axe  gefüllten  Senkrechten  sind  (Comptes  tendus^ 
1854,  B.  38,  S.  958).  Ähnliche  Sätze  stellte  Burmester  über  die 
Sdiraubenflächen  auf  (Schlömilchs  Zeitschr.  f.  Math.  Ui  FhjH^  1873, 
B.  18,  Su  188),  indem  er  nachwies,  daß  bei  Parallelbeleuchtimg  die 
Ei^enschattengrenze  durch  diejenigen  Punkte  ihrer  Normalkurven 
(aeren  Ebenen  auf  der  Bchraubenaxe  senkrecht  stehen)  gebildet  wird, 
in  welchen  die  Normalen  dieser  Kurve  die  Ausgangsaxe,  d*  i 
eine  gewisse  Parallele  zur  Scbraubenaxe,  schneiden;  nnd  daß  der 
Schlagschatten  der  FMche  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  znr 
Evolute  die  Einhüllende  des  durch  jene  Normalen  gebildeten  Ko- 
noides hat. 

50.  Für  die  BeUuchtkifigelehre,  welche  die  dem  Auge  ersicht- 
liche Helligkeit  zu  bestimmen  und  nachzuahmen  lehrt,  wurden 
physikalische  Orundlagen  von  Lafkbert  in  seiner  photometriai  sive 
de  mensuri^  et  gradibus  luminis,  colorum  et  umbrae,  Augustae  Vin- 
delicorum  (Augsburg)  1760,  und  von  Bouguer  in  seinem  essai  d'op- 
tique,  Paris  1729,  nnd  seinem  traitö  d'optique  sur  la  gradstion  de 
la  lumifcre,  oovrage  pothnme,  publik  par  de  la  Oaille,  Paris  1760, 
(lateinische  Übersetzung  Bougueri  optice  etc.,  Viennae  1762)  ge- 
geben,  von  erbterem  in  vorherrschend  theoretischer,  von  letzterem  in 
vorherrschend  beobachtender  Weise.  Auch  ZSUner  in  seinen  „photo- 
metrischen Untersuchungen'^,  1865,  hat  manche  für  unsere  Zwecke 
brauchbare  Ergebnisse  geliefert  Von  diesen  Grundlagen  ist  bisher 
nur  der  für  eme  erste  Annäherung  wichtigste  Satz»  der  Oösinussatz 
von  Lambert,  benutzt  worden;  es  soll  aber  spater  eine  ausgedehntere 
Anwendung  jener  Ergebnisse  gemacht  werden. 

51.  Über  die  Uelliffkeit  einer  durch  parallele  Lichtstrahlen  4)9- 
leuchteten  matten  Körperoberflache  an  einer  Stelle  sind  ilrei  An- 
schauungen geltend  gemacht  worden.    Bezeichnen  $  und  a  den  Ein 
und  Ausfallwinkel  des  Lichtstrahls,  d.  h.  den  Winkel  des  einfallender 
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und  des  aasfallenden  Lichtstrahles  (des  Sehstrahles)  mit  der  Flächen- 
normalen im  betrachteten  Punkte,  so  wird  die  Helligkeit  in  Ver- 
hältnis gesetzt  1)  mit  cos  e,  d.  i.  der  Beleuchtungsstärke,  2)  mit 
dem  Produkte  cos  a  cos  a,  3)  mit  dem  Quotienten  cos  £  :  cos  er. 
Außerdem  wird  öfters  noch  eine  Verstärkung  der  Helligkeit  halb 
spiegöhider  oder  selbst  matter  Flächen  in  dem  sogen.  Glanzpankte 
berücksichtigt.  Die  erstere  jener  Anschauungen  verbunden  mit  dieser 
letzter^  Abänderung  werden  wir  später  als  im  allgemeinen  am 
meisten»  mit  der  Wirklichkeit  in  Übereinstimmung  finden.  Nach  der 
ersteren  Anschauung  sind  auf  einer  krummen  Fläche  die  Linien 
gleicher  Helligkeit  auch  die  Linien  gleicher  Beleuchtungsstärke, 
oder  die  Lichtgleichen,  Isophoten,  d.  i  die  Linien,  für  deren 
Punkte  s  unveränderlich  ist;  nach  der  zweiten  Anschauung  sind 
die  Linien  gleicher  Helligkeit  oder  die  Seilegleichen ,  Isophengen, 
die  Linien,  für  welche  cos  €  cos  a  unveränderlich  ist.  Die  dritte 
Anschauung  wurde  von  Brissan  vorgebracht,  und  da  sie  keine 
Annahme  gefunden  hat,  sei  nur  erwähnt,  daß  Brisaon  in  der  von 
ihm  veranstalteten  fünften  Ausgabe  von  Monges  g^omärie  deserip- 
tive  (1827)  einen  Vortrag  von  Monge  zum  erstenmal  veröffentlicht, 
wonach  die  Menge  der  auffallenden  Lichtstrahlen  mit  cos  6  propor- 
tional ist,  worauf  Brisson  seine  eigene  Meinung  zufügt,  nach  welcher 
das  Element  einer  rauhen  Oberfläche  nach  allen  Seiten  gleichviel 
Licht  zurückstrahle,  aber  eine  mit  cos  a  umgekehrt  proportionale 
scheinbare  Große  besitze,  so  daß  seine  Helligkeit  «>  cos  b  :  cos  a 
sei,  also  am  Umrisse  am  größten  werde,  was  der  Mond  bestätige. 
Bouguer  und  Zolllier  erklären  dagegen  die  letztere  Erscheinung 
durch  die  Unebenheiten  der  Mondoberfläche.  Nach  der  Annahme 
des  Helligkeitsmaßes  cos  £  cos  a  dagegen  müßte  ein  matter  Körper 
am  Umrisse  stets  dunkel  erscheinen.  Nach  Versuchen  des  Verfassers, 
dje  im  zweiten  Bande  mitgeteilt  werden  sollen,  ist  die  Helligkeit  am 
Umrisse  auf  der  Seite,  welche  dem  Glanzpunkte  gegenüber  liegt, 
etwas  kleiner,  als  cos  s  verlangt^  auf  der  Seite  des  Glanzpunktes  bei 
kleinem  £  ebenfalls  kleiner,  bei  großem  £  dagegen  großer,  als  cos  £ 
verlangt. 

52.  Die  früheste  Arbeit  über  Lichtgleichen  beruht  auf  der 
zweiten  Anschauung  (cos  £  cos  a);  sie  löst  die  Aufgabe  analytisch 
für  die  Kugel  und  gibt  eine  Zeichnung  der  Linien.  Diese  Arbeit 
ist  das  memoire  sur  la  determination  geometrique  des  teintes  dans 
les  dessins  in  dem  Joum.  de  Tecole  polytechnique^  cah.  L,  Paris, 
an  III  (1797),  und  ist  von  einigen  damaligen  Schäiem  Monges  ver- 
faßt und  von  Dupuis  redigirt.  Dieselbe  Anschauung  vertritt  Leroy 
in  seinem  traite  de  Stereometrie  (1844),  stellt  aber  «nr  Sür  die  Kugel 
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die  Gleichungen  der  Lichtgleichen  auf.  Fast  alle  übrigen  Arbeiten 
beruhen  auf  der  ersteren  Anschauung  (cos  i).  Die  nächste  solche 
ist  die  vorhin  erwähnte  Ton  Bordoni  (Pavia  1823),  worin  die  Licht» 
gleichen  der  Kugel  und  der  Ringfläche  analytisch  bestimmt  werden. 
Vermutlich  dieser  Arbeit  entnommen  ist  die  Konstruktion  der  Licht- 
gleichen der  Kugel  und  Ringfläche,  die  letzteren  in  einfachster  Weise 
aus  denen  der  eingehüllten  Kugel  abgeleitet,  in  «7*.  HSwigs  darstellen* 
der  Geometrie,  Wien  1845,  ohne  daß  jedoch  zwischen  den  yerschie- 
denen  Lichtgleichen  eine  gleichförmige  Abstufung  hergestellt  wäre. 
Die  erste  etwas  allgemeinere  Arbeit  ist  die  von  J.  Egle  „über  das 
Schattiren  der  Oberflächen  regelmäßiger  Körper^,  Festschrift  der 
polytechnischen  Schule  in  Stuttgart  1855.  Es  werden  darin  die  Linien 
gleicher  Helle  mit  gleichförmiger  Abstufung  (sechs  Stufen)  für  die 
Kugel  konstruirt  und  von  ihr  auf  andere  Flächen,  insbesondere  auf 
Umdrehungs-  und  Schraubenflächen  durch  Punkte  mit  parallelen 
Berührungsebenen  in  einfacher  Weise  übertragen.  Unter  Annahme 
eines  atmosphärischen,  dem  Sonneustrahle  gerade  entgegengesetzten 
Strahles  werden  die  Linien  gleicher  Helle  auch  auf  die  im  Eigen- 
schatten befindlichen  Teile  in  derselben  Abstufung  (—6)  fortgesetzt 
und  die  Dunkelheit  einer  im  Schlagschatten  befindlichen  Fläche  um 
so  größer  angenommen,  je  größer  ihre  Helligkeit  im  Falle  ihrer 
Beleuchtung  wäre. 

Cohen  Stuart  bestimmte  analytisch  die  Lichtgleichen  eines  El- 
lipsoids,  welches  von  einem  in  endlichem  Abstände  liegenden  Punkte 
beleuchtet  wird,  wobei  er  die  Intensität  der  Beleuchtung  eines  Punktes 
mm  Q  COS  £ :  tt'  setzte,  wenn  u  sein  Abstand  von  der  Lichtquelle  ist 
(Solution  d'un  probl^me  de  Photometrie,  Joum«  de  math.  p.  Lionyille, 
1848,  B.  13,  S.  257.) 

Breton  setzte  mehrere  Büschel  paralleler  Lichtstrahlen,  ebenso 
wie  Kräfte,  nach  dem  Satz  des  Parallelogramms  zusammen  (Distru- 
bution  de  la  lumiere  sur  une  surface  ^lair^e  par  plusieurs  faisceauz 
de  lumiere  parallele,  J.  d.  math.  p.  Liouville,  1852,  B.  17.) 

Kammerer  gab  in  den  Sitzungsberichten  der  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien,  1862,  (B.  46^  Abi  2,  S.  405)  eine  Arbeit 
in  etwas  größerer  Allgemeinheit  wie  Egle,  worin  er  insbesondere 
auch  die  Lichtgleichen  von  Flächen  zweiten  Grades  in  sehr  ein- 
facher Weise  aus  den  vorher  zu  konstruirenden  Lichtgleichen  von 
ümdrehungsflächen  zweiten  Grades  ahleitet,  welche  zwei  Axen  mit 
jener  Fläche  gemein  haben, 

58.  Li  demselben  Jahre  erschien  das  erste  umfassende  Werk  über 
unseren  Gegenstand,  die  Lriire  der  geometrischen  Beleuchtungscon- 
structionen  von  Frone  Tüeeher,  Wien  1862,  worin  im  wesenWchen 
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dieselben  physikbliscben  Grandlagen^ie  von£gIe  augenommen  wer^ 
ddn,  nur  daß  noch  bei  ebenen  Flachen  Modi6kationsIimen  parallel 
mit  der  Projektionsebene  hinzakommen,  nach  welch^^n  eine  Licht* 
abstüfüng  wegen  des  wechselnden  Ab^tandes  vom  Auge  erfolgt. 
Dieser  UmstaDd  kann  darch  die  unvollständige  Darchsichiigkeit  der 
Luft  bedingt,  aber  bei  Klarheit  derselben  erst  bei  Abstandsunter* 
schieden  von  Hunderten  von  Metern  merklich  werden,  nicht  aber 
bei  Körpern  von  gewöhnlichen  Maßen.  Tilscher  gibt  jene  Modifi- 
kationen bei  krummen  Flächen  selbst  auf,  freilich  nur  wegen  zu 
großer  Verwickelung.  Aus  jenen  Grundsätzen  werden  dann  allge- 
meine branchbare  Regeln  zur  geometrischen  Konstruktion  der  Be- 
leuchtungaintensitat  ebener  und  der  Intensitatslinien  krümmer  Flächen 
abgeleitet  und  bei  den  Hauptfamilien  derselben  durchgeführt,  näm« 
lieh  bei  den  allgemeinen  Cylindern,  Kegeln,  abwickelbaren  Schrauben* 
flächen,  bei  windschiefen,  insbesondere  Schraubenilächen,  bei  Vmr 
drehungs  ,  Umhüllungsflächen  (gewundene  Säule,  EUipsoid,  Rohren- 
fläche). 

Swbny  in  seiner  „Theorie  der  Beleuchtung  krummer  Flächen 
vom  zweiten  Grade  bei  parallelen  Lichtstrahlen  (Brflnn  1867)''  gibt 
eine  analytische  Entwickelung,  worin  er  zeigt^  daß  diese  Licht- 
gleichen aus  dem  Mittelpunkte  der  Fläche  durch  Kegel  zweiter  Ord- 
nung projicirt  werden.  Ein  Beispiel  wird  aus  berechneten  Zahlen 
verzeichnet.  —  NiemtschiJc  in  seiner  Abhandlung  „direkte  Beleuch- 
tongsconstructionen  für  Flächen,  deren  za  einer  Axe  senkrechte 
Schnitte  ähnliche  Ellipsen  sind''  (Silzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss. 
in  Wien,  B.  67,  Abt  2,  1868)  legt  Kegel  von  gleichmäßiger  Hellig- 
keit zu  Grunde,  deren  (gemeinschaftliche)  ümdrehungsaze  also  ein 
Lichtstrahl  ist,  und  bestimmt  dann  Punkte  einer  Linie  von  gege* 
bener  Helligkeit  auf  der  Fläche  als  Berührungspunkte  mit  Ebenen^ 
welche  mit  Berührungsebenen  des  Kegels  von  der  übereinstimmen- 
den Helligkeit  parallel  sind. 

Fiedlet  in  seiner  „darstellenden  Geometrie^^  (Leipzig  1871)  gibt 
einfache  Konstruktionen  der  Intensitätslinien  auf  den  Umdrehuugs- 
flächen. 

Das  umfassendste  Werk  über  unseren  Gegenstand  ist  das  von 
Burtnester.  Nachdem  derselbe  Abhandlungen  über  die  JsofJiotm 
(Göttiiigen  1865  und  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  1868  u.  1869)  ver- 
öfiientlicbt  hatte,  erschien  von  ihm  das  schone.  Werk  „Theorie  und 
Darstellung ,  der  Beleuchtung  gesetzmässig  gestalteter  Flächen^ 
(Leipzig  1871),  worin  er  analytisch  die  Gleichungen  sowohl  der 
Iso]f\1ioten  (Linien  gleicher  wahrer  Beleuchtungsintensität,  cos  e  >» 
const.),  als  der  Isophenffeti  (Linien  gleicher  scheinbarer  Beleuchtongs- 
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intensitSt  oder  gleicher  Seile,  cos  $  cos  aa»const.)  der  hauptsäch^ 
Uchsten  Flächenfamilieii  entwickelt ,  aus  ifanefi  ihre  wichtigsten 
Eigensehaften  and  sehr  einfache,  oft  auf  projektive  Geometrie  ge- 
stützte Konstraktionen  ableitet  und  die  Ergehnisse  in  dufchsichtigen 
Figuren  darstellt.  Es  werden  die  Cylinder,  Kegel,  Rotations-,  Schrau- 
ben-, SLonoidflächen,  die  Flächen  äiweiten  Grades«  abwickelbare, 
Böhreb-  und  windschiefe  Flächen  behandelt. 

Dias  neueste  Werk  ist  das  von  Tessari  „Is  teoria  delle  ombre 
e  del  chiaro-scaro^,  Torino  1878—1880,  worin  zuerst  die  Eigen- 
und  Schlagschattengrenzen  und  dann  die  Belenchtungsstärke  ilir 
Polyeder  und  die  Linien  gleicher  Beleuchtung  fOr  die  hauptsäch- 
lichsten Flächenfamilien  bestimmt  werden.  Die  Helligkeit  wird  mit 
cos  B  proportional  gesetzt  und  die  Behandlung  der  Schatten  stimmt 
im  Wesentlichen  mit  der  von  Egle  überein.  Die  BegrGndungcn  sind 
in  klarer  Weise  rein  geometrisch  gef&hrt,  die  Konstruktionen  er- 
reichen aber  nicht  immer  die  Einfachheit  derjenigen  von  Bur- 
niesi'er 

\t.  Überbliok  ttber  die  gesohiohtliohe  Bntwiek^lmic  tmd  die 
wlssonaohaftliolie  AiüTgabe  der  darstoUendou  üeometrie. 
64.  Suchen  wir  noch  einen  Überblick  über  die  Geschichte  der 
dargtellenUen  Geometrie  zu  gewinnen.  Wir  fanden,  daß  da«  Orund- 
utul  Auffißverfahren  a0s  den  Bedürfnissen  der  Baukunst  entsprungen 
iät  und  so  alt  sein  muß,  als  das  AuffÜliren  verwickelter  Bauten  aus 
behauenen  Steinen;  daß  die  Per^^dcHve  aus  den  Bedürftiissen  der 
Malerei  hervorging  mid  zwar  in  ihren  Anfangen  aus  der  Theater« 
maierei  zur  Zeit  des  Äschylus  (500  v.  Chr.),  daß  insbesondere  die 
aufgegrabenen  römischen  Wandmalereien  die  Kenntnis  des  Flucht- 
punktes nnd  die  Beachtung  der  Verkürzungen  nachweisen;  und  daß 
endlich  die  stereographiscke  PrcgtkÜon  zn  dem  wisaonschaftlichen 
Zwecke  der  Herstellung  von  Stern-  und  Landkarten  von  Hipparch 
(gegen  140  v.  Chr.)  erfunden  wurde. 

Die  Perspektive  wurde  im  Mittelalter  verloren  und  durch  schiefe 
Parallelprojoktion  ersetzt,  dann  aber  zur  Zeit  der  Benaissance  im 
15.  Jahrhundert  zugleich  in  Italien  und  in  den  Niederlanden  und  Deutseh- 
land wiedergefunden,  dort  zuerst  von  Brunelleschi  und  Donatello,  hier 
von  van  Eyck,  und  sodann  dort  von  Leon  Battisfa  Alberti  (vor 
1446)  und  von  Pierp  della  Francesca  (vor  1494),  hier  von  Albrecht 
Dürer  (1525)  in  Schriftwerken  entwickelt.  In  mathematischem 
Geiste  wnrde  sie  dann  behandelt  von  Desargues  (1636)  durch 
Anwendmig  von  Perspektiven  Koordinaten,  von  Taylor  (1719), 
Zanoiti  (1745  tmd  1766)   nnd  von  Lambert  als  freie  Perspektive 


Digitized  by 


Google 


60  I)  54—56.    Geschichte  der  darstellenden  Geometrie. 

(1759);  und  in  diesem  Jahrhundert  ist  ihre  Anschauung  die  Grund- 
lage för  die  von  Poncelet  (1822),  Möbius  (1827),  Steiner  (1832) 
und  V.  Staudt  (1847)  begründete  und  von  Chasles  (1852)  u.  a. 
weiter  geführte  pirojektive  Geometrie  geworden,  welche  dann  wieder 
ihrerseits  aufs  fruchtbarste  auf  die  ganze  darstellende  Geometrie 
zurückwirkte. 

Das  Gnmd-  und  ÄufHßverfahren  entwickelte  sich  im  Mittel- 
alter an  den  stets  schwieriger  werdenden  Aufgaben  des  Steinschnittes 
bei  dem  Gewölbebau  und  wurde  zuerst  ytn  Fr^zier  (1738),  getrennt 
von  den  technischen  Anwendungen,  als  konstruktive  Geometrie  des 
Raumes  behandelt.  Durch  Sammlung,  wesentliche  Bereicherung  und 
Vertiefung  des  Stoffes,  sowie  durch  systematische  Anordnung  und 
Begründung  schuf  dann  Monge  die  Wissenschaft  der  darstellenden 
Geometrie  und  veröffentlichte  seine  Vorlesungen  gleichzeitig  mit  der 
Gründung  der  polytechnischen  Schule  in  Paris  im  Jahre  1795.  Aus 
technischen  Bedürfnissen  hervorgegangen,  war  diese  Wissenschaft 
und  ist  im  wesentlichen  noch  heute  den  technischen  Hochschulen 
eigentümlich,  sie  wurde  fast  ausschließlich  an  ihnen  unterrichtet 
und  durch  ihre  Professoren  entwickelt. 

'  Nach  Frankreich  trat  DetitsMand,  seitdem  solche  Schulen  in 
ihm  gegründet  worden  waren,  in  das  Gebiet  dieser  Arbeit  ein,  und 
zwar  zuerst  durch  Weinbrenner  (1810)  und  Schreiber  (1828),  beide 
in  Karlsruhe.  Italien  folgte  erst  später  nach  und  England^  das 
noch  keine  technische  Hochschule  besitzt,  hat  sich  auch  an  der  Mit- 
arbeit noch  nicht  beteiligt.  Das  hervorragendste  italienische  Werk 
über  unser  Fach  ist  die  darstellende  Geometrie  von  Bellavitis  (1851), 
welcher  aber  nicht  an  einer  polytechnischen  Schule,  sondern  an  der 
Universität  Padua  als  Professor  dieser  Wissenschaft  wirkte. 

55.  Während  Frankreich  hauptsächlich  die  Theorie  der  Flächen 
und  ihrer  Krümmung  durch  Hachette,  Olivier,  de  la  Goumerie  u.  a. 
bedeutend  forderte,  und  auch  neuerdings  durch  Mannheim  die  Kine- 
matik in  das  Gebiet  der  darstellenden  Geometrie  hereinzog,  verflocht 
Deutschland  durch  Schreiber,  Pohlke,  Schlesinger  und  besonders  durch 
Fiedler  die  projektive  mit  der  darstellenden  Geometrie  und  wertete 
sie  aufs  ausgiebigste  aus.  Es  wurde  darin  durch  den  Italiener  Bella- 
vitis nachdrücklich  unterstützt  Ferner  entwickelte  Frankrüeh  die 
Schattenlehre  durch  die  soeben  genannten  Männer  und  durch  Pon- 
celet, und  that  in  der  Beleuchtungslehre  durch  Monge  und  durch 
Zuhörer  desselben  einen  ereften  Schritt;  BeutsMand  aber  bildete 
diesen  Zweig  durch  Lambert,  Egle,  Tilscher  (in  Prag)  und  besonders 
Burmester  in  hohem  Grade  aus;  und  auch  ItoHien  war  auf  diesem 
Gebiete  durch  "Bordoni  und  Tessari  thätig.    Femer  hat  vorwiegend 
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Deutschland  die  Axonometrie  and  die  schiefe  Projektion  durch  Lam- 
bert, MoUinger  (Schweiz),  Weisbach;  PoUke  u.  a.,  sowie  die  Relief- 
perspektivc;  worin  der  Italiener  Ghiberti  die  erste  große  künstlerische 
Leistung  lieferte,  durch  Breysig^  Anger,  Staudigl  u.  a.  entwickelt, 
wahrend  Frankreick  in  diesem  Gebiete  durch  Poncelet  und  Poudra 
thätig  war.  In  Österreich,  wo  die  ersten  deutschen  polytechnischen 
Schulen  in  Prag  (1801)  und  Wien  (1815)  gegründet  wurden,  erfuhr 
die  darstellende  Geometrie  eine  große  Yerbreitimg  und  durch  Männer 
wie  Honig,  Tilscher,  Niemtschik,  Staudigl  und  viele  andere  eine  for- 
derliche Pflege. 

56.  Indem  nun  die  darstellende  Geometrie  mehr  und  mehr  ihren 
selbständigen  wissenschaftlichen  Aufbau  vollendet,  wird  ihr  auch 
mehr  und  mehr  die  Lösung  der  Aufgabe  zufallen,  zu  der  sie  vor 
allen  die  Befähigung  besitzt,  das  Raumanschauungsvermögen  zu  ent- 
wickeln und  den  Grund  für  das  Studium  der  höheren  Geometrie  zu 
legen.  Diese  Befähigung  besitzt  sie  durch  die  Anschaulichkeit, 
welche  der  Zeichnung  und  dem  Modelle  eigen  ist;  durch  diese  Mittel 
verschafft  sie  dem  Studirenden  eine  so  klare  Anschauung,  daß  er 
auch  für  die  Ausführungen  in  Gedanken  die  notwendige  Sicherheit 
gewinnt*  Es  ersc]^eint  daher  ebenso  als  geboten,  die  Anfangsgründe 
der  darstellenden  Geometrie  in  den  Gymnasien  einzuführen  und 
dadurch  dem  unterrichte  in  der  Stereometrie  den  Erfolg  zu  gewähren, 
den  er  bisher  entbehrte,  als  die  höheren  Teile  unserer  Wissenschaft 
auf  allen  Universitäten  zu  lehren,  wie  es  bisher  nur  auf  wenigen 
geschah. 


Digitized  by 


Google 


IL  Abschnitt 

Piiokt,  flerade  und  VMne.  in  senki-echter  Projektion  auf  2Wd  m 
einander  senkreehte  Projektionsebeueii. 

I.  Dantelluiig  des  FunMe«. 

57.  Nach  Nr.  3  erhält  man  die  senlredUe  Projektion  P'  emes 
Punktes  P  auf  eino  'Projekiionsä>€ne  P  als  Fußpunkt  der  Ton  P  auf  P 
gefällten  Senkrechten;*)  die  Senkrechte  heißt  der  projieirende  StroM 
oder  die  Projicirende.  Wir  werden  unter  „Projektion"  die  senkrechte 
verstehen  y  wenn  nicht  das  Gegenteil  ausdrücklich  bemerkt  i^i  Ea 
ergibt  sich  daraus: 

Ist  die  Projektionsebene  gegeben,  so  gehört  jedem  Punkte  P 
nur  eine  Projektion  P'  an,  dagegen  kann  ein  Punkt  2^  in  P  die 
Projektion  jedes  Punktes  sein,  der  in  dem  durch  P'  gehenden  pro- 
jicirenden  Strahle  liegt. 

Weil  nun  die  Lage  eines  Punktes  im  Baume  durch  eine  Pro- 
jektion desselben  noch  nicht  bestimmt  ist,  so  wendet  man,  um  sie 
zu  bestimmen,  verschiedene  Mittel  an.  1)  Man  schreibt  jeder  senk- 
rechten Projektion  die  L&nge  der  Projicirenden  oder  der  Höhe,  als 
Hohenzahl  oder  Kote  bei  und  gelangt  zu  den  bezifferten  oder  koOrfen 
Projektionen^  die  bei  topographischen  Karten  angewendet  werden.  Ein 
Punkt  ist  dann  durch  seine  Projektion  und  seine  Kote  bestimmt. 
2)  Man  bildet  noch  eine  zweite  andersartige  Projektion  des  Gegen- 
standes auf  dieselbe  ISbene,  also  eine  schiefe  ParaUelprojektion  oder 
eine  Centralprojektion,  die  auch  als  Schatten  des  Gegenstandes  dar- 
gestellt V?  erden  kann.  3)  Man  wählt  zwei  nicht  untereinander  pa- 
rallele Projektionsebenen,  projicirt  den  Punkt  auf  jede  dieser  Ebenen; 
so  ist  er  durch  seine  zwei  Projektionen  bestimmt.  Weil  nur  eine 
Zeichenfläche  benutzt  werden  soll,  legt  man  dann  die  eine  Projek- 
tionsebene in  die  andere  um.  Dieses  Verfaliren  ist  das  gewöhnlich 
angewendete.     4)  Man  wählt  zwei  parallele  Spur-  und  Projektions- 

*)  Ka  sollen  stets  Punkte  durch  große  lateinische,  Flächen  durch  fette 
große  latoiaiftche,  Linien  dnrch  kleine  lai^nische,  Winkel  durch  kleine  grieohieche 
Bochst-aWn  b«zeiclinet  werden. 
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ebenen^  schneidet  mit  ihnen  eine  abzubildende  Gerade^  projicirt  diese 
Schnittpankte  oder  Spuren  auf  eine  der  beiden  Ebenen,  so  ist  durch 
diese  Projektionen  und  den  Abstand  der  Ebenen  die  Lage  der  Ge- 
raden bestimmt.  Diese  Darstellungsweise  wird  sich  ffir  Aufgaben 
über  Ebenen  und  Flächen;  die  durch  gerade  Linien  gebildet  werden, 
zweckmäßig  erweisen.  5)  Man  bestimmt  nach  dem  cyUographischen 
Verfahren  des  Herrn  Fiedler*)  (35)  einen  Punkt  P  durch  seine  senk- 
rechte Projektion  2^  und  einen  Kreis,  der  in  der  Projektionsebene 
um  jP'  mit  dem  Halbmesser  P' P  gezogen  wird  5  und  eine  Linie 
durch  die  EinhüUende  der  Kreisprojektionen  ihrer  Punkte;  beides 
in  zweideutiger  Weise.  Eine  solche  Abbildung  unterscheidet  sich 
von  den  anderen  dadurch,  daß  sie  auf  das  Auge  nicht  einen  ähn- 
lichen Eindruck  macht,  wie  der  Gegenstand  selbst. 

68.  Indem  wir  zunächst  und  meist  das  dritte  Verfahren  in 
seiner  Form  als  Grund-  und  Aufrißverfdhren  anwenden,  bezeichnen 
wir  die  beiden  Projektionsebenen  mit  F^  and  P^,  und  die  Projek- 
tionen eines  Punktes  P  auf  jede  derselben  mit  P'  bezw.  P":  diese 
Punkte  bestimmen  zwei  Projicirende,  deren  Schnitt  den  Punkt  P 
angibt.  Damit  die  Projicirenden  nicht  ineinander  fallen,  dfirfen  dre 
Projektionsebenen  nicht  parallel  zu  einander  gewählt  werden;  man 
stellt  sie  gewöhnlich  senkrecht  auf  einander  und  meist  die  eine  horizon- 
tal, die  andere  vertikal.  Man  gebraucht  dann  die  Benennungen:  erste 
oder  HorifScniUdprojektumsth^te.,  auch  HorissontcUebene^  erste  Tafel,  Grund- 
rißAene,  P^;  und  zweite  oder  VertikdlprqjekHonsd)eney  auch  VertikdlAene, 
zweite  Tafel,  ÄufrißAem,  P,;  sodann  erste  oder  horieofUai'PrcjicireHde 
(J.  Pj;  Zi4)eite  oder  vertikal-Projicirende  (J.  P,);  erste  oder  Horusontal' 
projtktion,  Grundriß,  P  (auf  Pj;  et/oeite  oder  Vertikalprojektionn  Aufriß, 
P"(auf  P|).  Die  Schnittlinie  x  beider  Pro- 
jektionsebenen heißt  die  Projektionsaxe 
oder  Axey  Grundlinie  oder  Grundschniti 

In  Pig.  1   sind  begrenzte  Teile  der        ."'        j       J  } ^  yig.  j. 

sonst  unbegrenzt  zu  denkenden  Projek- 
tionsebenen Pi  und  P2  und  der  Axe  x 
dargestellt;  von  dem  Punkte  P  im  Räume 
sind  PP'  die  erste,  PP"  die  zweite  Pro- 
jicirende,  P"  die  erste,  P"  die  zweite  Pro-  -Psl*- 

jektion.  Man  lege  durch  beide  Projicirende  eine  Ebene  VPP", 
welche  daher  (»enkrecht  auf  beiden  Projektionsebenen  und  auf  der 

*)  W,  Fiedler^  ein  neuer  Weg  zur  Theorie  der  Kegelschnitte  (VereinsBchr. 
d.  naturi*.  Qes.  in  Zürich,  B.  26,  1S80);  zur  Geschichte  und  Theorie  der  elemen- 
taren Abbildungsmethoden  (das.  B.  27,  1882);  Cyklogruphie  oder  ConRiruction 
der  Aufgaben  Qbtfr  Kreise  und  Kiigehi,  1882. 
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Axe  X  steht  und  diese  Ebenen  in  Geraden  P'  P^^  P"  P^  schneidet^ 
welche  J.  x  sind,  and  in  den  einen  der  Axe  nnd  der  Ebene  P'  PV 
gemeinsamen  Punkte  P^  zusammentreffen.  Daraus  und  aus  der  recht- 
winkligen Gestalt  des  Vierecks  PF  P^  P"  folgt: 

1)  die  beiden  von  den  Projektionen  eines  Punktes  auf  die  Axe 
gefällten  Senkrechten  treffen  sich  auf  dieser; 

2)  der  Abstand  eines  Punktes  von  P|  oder  sein  trsi&r  Abstand 
ist   gleich    dem   Abstände    seiner   zweiten   Projektion   von  x,   d«  i. 

P'Pa^P'^P''] 

3)  ebenso  ist  dei*  tnceite  Abstand  F'P^P^P\ 

Man  denkt  nach  der  ursprünglichen  Anschauung  der  Projektion 
ds^  Auge  auf  einer  bestimmten  Seite  der  Projektionsebene^  und  zwar 
über  Pj,  bezw.  vor  P,,  und  nennt  die  Abstände  positiv  oder  negativ, 
je  nachdem  sie  von  ihrem  Fußpunkte  an  sich  gegen  das  Auge  hin 
oder  von  ihm  weg  erstrecken;  also  positiv  nach  oben^  bezw.  vom, 
negativ  nach  unten,  bezw.  hinten.  Entsprechend  nennt  man  auch 
den  durch  x  begrenzten  vorderen  und  oberen  Teil  von  P^  und  P, 
positiv   (+ Pi,  +  P«)?  ^^^  hinteren  und  unteren  negativ  ( — Pj, 

69.  Durch  die  Projektion  auf  zwei  Ebenen  ist  nun  der  Zweck 
der  Bestimmung  jedes  Punktes  eines  Baumgebildes,  also  des  ganzen 
Gebildes  erreicht;  um  aber  die  Zeichnung,  welche  sich  dabei  auf 
zwei  Ebenen  verteilt^  auf  eine  einzige  zu  beschranken,  legt  man  die 
eine  PrcjektionsAene  in  die  andere  um,  d.  h.  man  dreht  sie  so  lange 
um  die  Durchschnittslinie  x  beider,  bis  sie  mit  der  anderen  zu- 
sammenfallt. Man  dreht  entweder  P,  in  P^  oder  Pj  in  P„  aber 
übereinkunftsmäßig  immer  so,  daß  -f-  P,  deckend  auf  —  P^  und 
+  Pi  auf  —  P,  zu  liegen  kommt.  Dabei  gelangen  P^P'  und  P^P"' 
in  eine  einzige  zu  x  senkrechte  Gerade,  so  daß  gilt: 

Die  Projektionen  eines  Punktes  a^f  fiwei  Ebenen  befinden  sich  nach 
deren   Umkgung  in  einander  in  einer  smr  Axe  senkrechien  Geraden, 
Fi«.  2.  ^  sogen.  Ordinatenlinie,  oder  es  ist  P^  P"  S.  x;  um- 

gekehrt, wenn  P"  V'  ±x,  so  stdlen  P'  und  P"  einen 
Punkt  P  im  Baume  dar,  weil  sich  dann,  und  nur 
imter  dieser  Bedingung,  in  der  ursprünglichen  Lage 
der  Ebenen  die  Projidrenden  treffen.  Diese  Sätze 
gelten  auch  bei  geneigter  Lage  von  P^  gegen  Pg. 
Fig.  2  zeigt  die  zur  Deckung  gebrachten  Pro- 
jektionsebenen in  der  Fläche  des  Papiers.  Bei  den 
^''^  Konstruktionen  dürfen  abgesehen  von  den  Ordinaten- 

linien,  nur  gleichnamige  Projektionen  mit  einander  verbunden  wer- 
den, d,  i.  erste  mit  ersten  und  zweite  mit  zweiten.   Zur  Vorstellung 
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der  Raumgebilde  denkt  man  sich  die  Projektionsebenen  wieder  in 
ihre  ursprüngliche  gegenseitige  Lage  zurückgeführt. 

60.  Die   beiden  Projektionsebenen   teilen   den  Ranm   in   vier 
Quadranten^  wodurch  zunächst  vier  verschiedene  Lagen  eines  Punktes 
unterschieden  sind.    In  Fig.  3  ist  Ä  Yig,  s.  Fig.  a. 
ein  Punkt  des  Quadranten  +Fi  +  P^ 
B,  C,  Dy   bezw.   des   +  P«  "^  Pi> 
^Pj  -P„  ^P,  +3P,. 

Liegt  ein  Punkt  in  Pi,  so  be- 
findet sich  offenbar  F"  auf  x^  liegt 
P  in  Pg,  so  ist  P'  auf  a;;  und  um- 
gekehrt, befindet  sich  P'  oder  F" 

auf  X;  so  liegt  P  in  Pg;  bezw.  in  P^.  Demgemäß  liegt  Em  -j"  ^n 
F  in  —  Pg,  G  endlich  liegt  auf  x  und  fallt  mit  seinen  beiden  Pro- 
jektionen zusammen. 

61.  Weiter  versteht  man  unter  den  HaJbirungsehenen  diejenigen 
durch  die  Axe  gehenden  Ebenen,  welche  die  Winkel  der  Projektions- 
ebenen halbiren;  die  erste  Halbirungsebene  Hj^  ist  diejenige,  welche 
die  Scheitelwinkel  +  P^  +  Pj  ti^d  —  P^  —  Pg,  die  zweite  H,  die- 
jenige, welche  die  Winkel  +  Pj  —  Pi  und  —  P,  -j-  Pj  halbirt.  Die 
beiden  Abstände  eines  jeden  l*unktes  der  H^  sind  einander  an  Größe 
und  Vorzeichen  gleich,  diejenigen  eines  Punktes  der  H^  an  Größe 
gleich  und  an  Vorzeichen  entgegengesetzt.  Nach  der  Umlegung  der 
Projektionsebenen  in  einander  liegen  daher  die  Projektionen  eines 
Punktes  H  der  H|  symmetrisbh  in  Bezug  auf  x^  diejenigen  eines 
Punktes  J  der  H^  fallen  zusammen.  Umgekehrt:  Liegen  die  beiden 
Projektionen  eines  Punktes  symmetrisch  in  Bezug  auf  x,  oder  fallen 
sie  zusammen,  so  liegt  der  Punkt  in  Hj,  bezw.  in  H^^. 

62.  Häufig  ist  es  vorteilhaft,  neue  FrojekHonsä)cnen  P,,  P^ . .  • 
ansunehmen.    Man  legt  sie  meist  senkrecht  auf  eine  der  früheren 
Tafeln,  oder  wenn  es  notwendig  ist,  sie  schief 
zu  legen,  benutzt  man  eine  Hilfstafel,  welche  zu- 
gleich auf  einer  der  früheren  und  auf  der  neuen 
senkrecht  steht.   Steht  eine  vierte  Tafel  P^  (die 
dritte   soll   nachher   anders   verwendet  werden) 
etwa  auf  P^  senkrecht,  so  bildet  ihre  Schnitt- 
linie eine  Projektiousaxe,  die  mit  x^^  bezeichnet 
sei.   Man  legt  dann  P^  in  P^  um,  wobei  die  Pro- 
jektion eines  Punktes  P  auf  P^,  d.  i.  die  vierte 
Projektion  P^^',  so  zu  liegen  kommt,  daß  P'P^v 
±.x^^  und  daß  der  Abstand  de»?  P^  von  x^^  gleich   dem  eratto 
Abstände  des  P  ist,  also  gleich  dem   Abstände  des  P"  von  der 
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Fig.  5. 


ursprünglichen  Axe^  die  jetzt  mit  o;,,  bezeichnet  sei.  Durch  den 
Sinn,  in  welchem  man  diesen  Abstand  von  x^^  aufi  aufträgt,  ist  der 
Drehungssinn  beim  Umlegen  von  F^  in  P^  angegeben.  —  Steht  die 
weitere  Tafel  P^  auf  P^  senkrecht  und  wird  dann  auch  ia  letztere 
umgelegt,  so  ist  P"  P^  JL  x^  und  der  Abstand  des  P7  von  a^ 
gleich  demjenigen  des  P'  von  x^^. 

Am  häufigsten  wird  eine  weitere  Tafel  senkrecht  auf  die  beiden 
ersten,  also  auch  JL^jg  gestellt.  Sie  heißt  dann  die  dritte  Projäc- 
timselene,  die  Kreuzriß-  oder  Seitenehene  P^.  Man  kann  sie  in  P, 
oder  in  P^  umlegen;  in  der  Figur  ist  das  erstere  durch  Drehung 
um  ir,3  geschehen.  P"'  ist  dann  die  dritte  oder  Seitenprojektian  oder 
der  Kreuzriß  des  Punktes. 

63.  Die  Anordnung  der  drei  auf  einander  senkrechten  Pfojek* 
tionsebenen  fQhrt  zur  Festlegung  eines  Punktes  P  im  Räume  durch 
p.     ^  Koordinaten,  Die  drei  Tafeln  (die 

aber  auch  gegen  einander  geneigt 
sein    dürfen)    heißen    dann    die 
Koordinatenebenen y  ihre   Schnitt- 
linien   die  Koordinatenaxen ,  ihr 
gemeinschaftlicher  Punkt  0  der 
Ursprung  der  Koordinaten.  Die  Axe 
P^Pj  sei  mitOXoderXydiePjPjmit 
0  F  oder  y,  die  P^s  mit  OZ  oder  e 
bezeichnet;  Pi;  Pf,  P3  sind  daher 
bezw.  die  Ebenen  XOY  oder  xy 
XOZ  oder  xe,  TOZ  oder  yz. 
Um  Yon  einem  gegebenen  Punkte  P  die  Koordinaten  zu  bc- 
stinimen,  lege  man  durch  P  drei  mit  den  Koordinatenebenen  parallele 
Ebenen.  Diese  sechs  Ebenen  schließen  ein  in  unserem  Falle  recht- 
winkliges Parallelepipedum  ein,  welches  drei  mal  vier  unter  ein- 
ander parallele  und  gleiche  Kanten  besitzt  Die  mit  x,  y,  0  parallelen 
beißen  bezw.  die  x-y  die  y-  und  die  xr-Koordinate  Ton  P.    Man  be- 
merkt, daß  zwei  gegenüberliegende  Eckpunkte  des  Parallelepipedums 
0  und  P  sind,  drei  andere  Eckpunkte  die  Projektionen  P',  I^\  P"', 
und  die  drei  letzten  die  Punkte  auf  den  Axen,  1^,  Py,  P,y  deren 
erster  früher  mit  P^  bezeiohnet  wurde.    Es  ist  daher 
Xr:^OP,':^P'"P^  dcffl  drlttcu  AbStande, 
y  ,^OPp^^  P"P  ^^  dem  zweiten  Abstände, 
ir-srOP,  —  P'P  =  dem  ersten  Abstände. 
Auf  jeder  Axe  untersdieidet  man  von  0  aus  den  positiven  und 
den  negativen'  Sinn.    Es  wurde  schon  angenommen  -f  z  und  —  0 
nach  oben,  beew  vnten,  -f-  y  und  —  y  nach  vorn,  bezw.  hinten, 
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Fig.  6. 


und  wir  fugen  noch  fainzu^  +  ^  «'»d  —  x  nach  rechts,  bezw.  links. 
—  Man  diehty  daß  ein  Punkt  durch  seine  drei  Koordinaten  bestimmt 
ist  weil  dies  für  jenes  Parallelepipedum  gilt. 

Zar  Darstellung  legt  man  in  die  erste  oder  zweite  Tafel  die 
beiden  andern  um.  In  Fig.  6  i<(t  erpt  P,,  dann  P^  in  P,  umgelegt,  i^ig.  <s. 
Die  X'  and  die  g  Axe  der  P.^  treten  dann 
nur  einmal  auf,  die  y  Axe  legt  sieh  mit 
Pj  in  die  x  Axe  als  y"',  und  mit  P|  in 
die  e  Axe  als  y'j  was  mit  den  verschie- 
denen Vorzeichen  in  der  Figur  angege- 
ben idt.  Der  Zusammenhang  von  l^y 
P",  P"'  ist  ebenfalls  ansgedrückt. 

Cebrancht  man  diese  drei  Projek- 
tionsebenen; 80  treten  drei  Paare  von 
HaWirunffScbenen  auf,  welche  bezw.  durch  ^^ 

^f  Vf  ^  gehen  und  entsprechend  wie  in  Nr.  61  mit  11»,^  Hj,,  H^^, 
VL^j  Hjj;  H^  bezeichnet  werden  können.  Die  beiden  ersten  «tiromen 
mit  Hj  und  Hg  der  Nr.  61  überein.  Diejenigen  unter  ihnen  liefern 
die  frühere  Beziehung,  um  deren  Axe  eine  Umlegung  gesiihah,  also 
in  unserem  Falle  H«  und  H«.  Liegt  P  in  Hy^  oder  in  H^j  so  hal- 
birt  OF'  den  Winkel  +XO'\'Z,  bezw.  —XO  +  Z. 

64.  ÜlAifigsaufgaben,  Die  drei  Projektionen  der  Punkte  Ä,  Ti... 
zu  zeichnen^  deren  Koordinaten  Xy  y,  8  nach  einem  passenden  Haß- 
stabe sind  für: 

^(+1, +3,  +4),  J?(+2,  +5,  -3),  ^■(+», -6, -3), 
D  (+  4,  -  5,  +  0),    h  (-  2,  -  3,  0;,         F(-  4,  0,  -  G). 


py-  ■-. 

K-  T 

0         \ 

*X 

-X 

\ 

-r 

n.  Darstellung  der  Gtovadsn. 

65.  Die  Projektion  einer  Linie  ist  die  Gesamtheit  der  Pro- 
jektionen ihrer  Punkte.  Die  projicirenden  Strahlen  der  Punkte  irgend 
einer  Linie  sind  als  Senkrechte  zur  Projektionsebene  F  unter  ein- 
ander parallel,  bilden  daher  einen  CyUnder,  den  projicirenden  Cylin- 
der,  dessen  Schnitt  mit  der  P  die  Prqj^tion  der  Linie  bildet,  Ist 
die  Linie  eine  Gerade  g,  so  wird  jener  Cylinder.  außer  wenn  ^  J.  P 
steht,  zu  einer  Ebene,  der  projicirenden  Ebene,  deren  Schnitt  mit  P 
die  Projdclion  g*  von  g  ist  und  eine  Gerade  bildet.  Daher  ist  die 
Projektion  einer  Geraden  g  im  allgemeinen  wieder  eine  Gerade  g\ 
nur  in  jenem  FaJle,  daß  ^  X  P;  enthalt  die  g  alle  Projicirenden  und 
g'  wird  ein  PfinÄ^.  —  Offenbar  ist  auch  umgekehrt  jeder  Punkt  der 
Projektion  einer  Linie  die  Projektion  eines  Punktes  der  Linie. 

Jede  Gerade  g  hat  eine  einzige  Gerade  /  zur  Projektion  auf 
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eine  gegebene  Ebene  F,  aber  eine  Gerade  ^'  in  P  ist  die  Projektion 

jeder  Oeraden  g,  die  in  der  durch  g  senkrecht  zu  P  gelegten  Ebene  {der 

projicirenden)  liegt;  nur  darf  nicht  ^J.P  sein.  Eine  Gerade  j^  ist  daher 

durch  ihre  Projektion  g  nicht  bestimmt^  so  lange  g  eine  Gerade  ist} 

wird  die  Projektion  ein  Punkt,  so  ist  durch  ihn  die  g  bestimmt.  Um 

daher  eine  Gerade  g  in  einer  allgemeinen  Lage  zu  bestimmen;  gibt  man 

ihre  Projektionen  g'  und  p '  auf  zwei  unter  einander  nicht  parallele, 

P*     ^  in  unserem  Falle  auf  einander  senkrechte 

,  /     Projektionsebenen  P^,  bezw.  P,  an;  g'  und  g" 

y       bestimmen  dann  die  g  als  die  Schnittlinie 

yV/  i        der  beiden  projicirenden  Ebenen  im  allge- 

^/// >"     I        meinen;  und  nur  nicht  in  dem  besonderen 

«-  7  X/       1        Falle,  in  welchem  diese  Ebenen  zusammen- 

i^ — Y   /       ^■U/     fallen;  dies  tritt  aber  ein,  wenn  beid^  pro- 

/  '  /'^  lX^  '      jicirende  Ebenen  JL  x  stehen,  wenn  also  g 

/     y^i  in  einer  zu  x  senkrechten  Ebene  liegt,  g  und 

/'  . ''  ^'  /'daher  ebenfalls  X x  stehen  und  sich  in x 

/y''  trefifen.  Wir  werden  hierauf  zurückkommen. 

•'   ♦  Die  Projektionen  einer  durch  zwei  Punkte 

P    und    Q    gelegten    Geraden    g    sind    offenbar    g  ^^  P  <jl    und 

g"  =  y  q\ 

66.  Der  Schnittpunkt  einer  Geraden  ^  mit  einer  Projektions- 
ebene heißt  ihre  jSpt*r,  ihr  Durchgang,  ihre  Traee;  der  Schnittpunkt 
mit  P,  und  Pg,  bezw.  die  ersfe  und  mioeüe  Spur  G^  und  G^-  G^  ist 
qach  der  Schnitt  von  g  mit  g'y  G^  von  g  mit  g". 

Äufg.  Van  einer  durch  ihre  beiden  FrojdcÜonen  g'  und  g'  ge- 
gebenen Geraden  g  die  beiden  Spuren  G,  und  G^  und  ihre  Schnitt- 
punkte  G^  und  G^  mit  den  HaOnrungsebenen  H^  und  H,  0u  be- 
stimmen, 
vig.  T.  Aufl.  Von  Gl  muß  die  zweite  Projektion  G/'  auf  g"  (65) 
und  auf  a;  (60)  liegen;  daher  ist  6r/'  der  Schnittpunkt  von  g" 
und  X]  Gl  liegt  auf  ^  und  mit  G^  auf  einer  Ordinatenlinie,  ist 
daher  ebenfalls  bestimmt.  Ebenso  ist  Cr,'  der  Schnittpunkt  von  g' 
und  Xf  G^'  der  Schnittpunkt  TOn  ^'  mit  der  Ordinatenlinie  durch 
Cr/.  —  Der  Schnittpunkt  G,  Ton  g  mit  Hj^  muß  zwei  zu  x  symme> 
trische  Projektionen  G^\  G^'  haben,  so  daß  G^  G^'  von  o;  in  X 
halbirt  wird.  X  liegt  daher  auch  auf  der  (nicht  gezeichneten)  Ver- 
bindungslinie der  Mitten  von  ff/G/'  und  ö/G,"  und  daher  auch 
auf  der  Geraden  G^G^'.  Ist  daher  G^G^'  \  x,  so  ist  g  \  Hj.  G^ 
ist  durch  den  Schnittpunkt  von  g  und  g"  dargestellt,  in  welchem 
Gl  und  Gl'  vereinigt  sind.    Ist  daher  g  \ g\  so  ist  g  ||  H,. 

Die  umgekehrte  Aufgabe y  aus  den   gegebenen  Spuren  6/  und 
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6i"  einer  Gerades  ibte  Projektionea  zu  bestimmen^  lost  man 
dadurch  I  daß  man  auf  x  Termittelst  Ordinatenlinien  die  Punkte 
Gj"  aus   ff,'   und  O^^   aus  <r,"   bestimmt;  dann  ist  G^G^^^g'y 

67.  DU  Begd  des  Äuseiehens  der  Linien.  Um  die  Figur  an- 
Kchaulieh  au  machen^  unterscheidet  man  yerschiedene  Arten  von 
Linien,  die  man  im  Zeichnen  verschieden  behandelt.  Hauptlinien 
sind  oolcbe^  die  durch  die  Aufgabe  gegeben  oder  gefordert  sind; 
alle  anderen  sind  Hüfüinien.  Die  Hauptlinien  werden  durch  einen 
▼ollen  Strich  ausgesogeti,  wenn  sie  sichtbar^  ptinktirt,  wenn  sie  durch 
Flachen,  die  zwischen  ihnen  und  dem  Auge  liegen,  verdeckt  sind. 
Hilfsknien  werden^  ob  sichtbar  oder  verdeckt,  geprickelt  und  zwar 
mit  abgebrochenen  kleinen  Strichen,  die  feiner,  als  die  Hauptlinien 
sind;  oder  auch  strichpunktirt,  wenn  sie  hervorgehoben  werden  sollen. 
Steht  eine  Farbe  zu  Gebot,  so  worden  sie  auch  mit  dieser  (z.  B.  mit 
einer  Mischung  von  Karmin  und  Zinnober  oder  mit  Blau)  in  vollem 
Strich  aber  fein  aosgezogen,  wodurch  gegen  das  Stricheln  Zeit  er- 
spart wird,  wenn  nicht  sogen.  Punktirfedem*)  oder  Punktirlineale**) 
lur  Verfügung  st^en. 

Hauptlinien  können  durch  die  Tafeln  zugedeckt  werden.  Des- 
wegen sind  ff/6r4  als  unter  Pj  gelegen,  und  g'  von  ö/'  aus  gegen  «s-^- 
rechts,  als  von  P,  verdeckt,  punktirt  Der  auf  —  P,  liegende  Teil 
von  g"  (nämlich  O^  Gi")  stellt  einen  vor  P,  liegenden  Teil  der  g 
dar,  ist  also  bei  der  ursprünglichen  Stellung  der  Tafeln  sichtbar; 
beim  Umlegen  wird  er  aber  samt  der  ganzen  —  P,  von  +  ^i  zu- 
gedeckt. Das  Entsprechende  gilt  von  dem  auf  —  P^  (rechts  von 
Gi)  liegenden  Teile  von  ^.  Daher  kommt  es,  daß  von  einer 
Geraden  g  nur  dasjenige  Stück  in  jeder 
der  beiden  Projektionen  ausgezogen  wird, 
welches  in  dem  Quadranten  +  ^i  4*  ^s 
liegt 

68.  Die  verschiedenen  Lagen  der  Ge- 
raden. Ist  g  gegen  beide  Tafeln  geneigt, 
so  kann  die  Sireeke  zwischen  ihren  Spuren 
in  jedem  der  vier  Quadranten  lieg^;  in 

Fig.  8  liegt  sie  in  demjenigen  —  P,  -f-  P^.  ^    \i     **«•  ^ 

Schneidet  g  die  x^  so  treffen  sich  g'  und 
g"  auf  X, 


*)  Von  £.  0.  Richter  in  ChemDit^. 
**)  Von  Wißmann  nnd  Wallegg  in  Prankfart  a.  IL 
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Fig.  11. 


Ist  ^  B  P,  y  80  ist  die  zweite  pro- 
jicirende    Ebene    J  P,,  9*  \'J^    die 
Spur  6r|  uneudlich  fern  und  g  \g:- 
ist  umgekehrt  g'  \  x,  so  ist  ^  i  P^ 
Für  g  I  Pj  ist  g  |  x,  G^  unendlich 
fern,  g"  g  g.  Mg  3  ar,  so  ist^'  K  j '  t|  x, 
6j  und  6^  sind  unendlich  fern.   Ist 
jf  J-  Pi,  so  ist  /  ein  Punkt,  5'" -La:; 
ist  <7  .LPg^  so  ist  jf"  ein  Punkt  und 
g'  ±x. 
Liegt  eine  Gerade  in  einer  zur  Axe  senk- 
rechten Ebene,  so  liegen  )>eide  Projektionen 
g'  und  ^'  in  einer  zu  x  senkrechten 
Geraden  und  bestimmen  die  g  nicht 
(65).     Dieselbe  wird   aber   stets  be- 
stimmt durch  die  Projektionen  zweier 
ihrer  Punkte  P  und  Q,  aus  welchen 
man  dann  auch  in  bekannter  Weise 
die  dritte  Projektion  /"  =  P"'  C"'  ab- 
leiten kann.   Aus  dieser  ergeben  sich 
die  Spuren  Gl  ,öj  und  die  Punkte  G,,  G^, 
Umgekehrt:  Steht  die  eine  Pro- 
jektion einer  Geraden  auf  der  Axe 
senkrecht,  so  gilt  dies  auch  von  der 
Geraden  selbst  und  von  der  anderen 
Projektion,  oder  es  ist  diese  ein  Punkt 
Nach  dem  Umlegen  der  Projektions- 
ebenen fUlt  eine  Projektion  in  die  a  ndere 
Zwei    beliebige   Gerade    in   den  in   ein- 


c  rWeiter    ergibt   sich: 
ander  umgelegten  Tafeln  können  als  die  beiden  Projektionen  einer 
Geraden .  angesehen  werden,  außer  wenn  die  eine  senkrecht  auf  der 
Ale  oder  ein  Punkt  ist 
69.  Übungsaufgalm. 

1)  Gegeben  zwei  Punkte  P(l,  —2,  -  4)  und  Q  (b,  3,  —  1); 
gesucht  die  drei  Projektionen  und  die  drei  Spuren  der  durch  sie 
gelegten  Geraden  g. 

2)  Gegeben  von  einer  Geraden  g  die  Koordinaten  der  Spuren 
öl  (0,  —  5,  0),  öj  (6,  0,  —  2);  gesucht  die  Projektionen  g,  g\ 

3)  Gegeben  von  einer  zu  P|  parallelen  Geraden  g  die  Koordi- 
naten eines  Punktes  P  (2,  5,  —  3)  und  von  ihrer  zweiten  Spur  G^ 
die  o;  »>  6;  gesucht  die  Projektionen  g\ g\ 

4)  Gegeben  von  einer  zu  P^  senkrechten  Geraden  g  die  Koor- 
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dinaten   der  zweiten  Spur  <?,  (0,  0,   —  3)^   gesucht   die   Projek- 
tionen jr',  g\ 

5)   Gegeben  von   einer  in   der  Halbirungaebene  n,   oder  I£| 
liegenden'  Gerade  g  die  eine  Projektion  g\  gesucht  die  andere  (f. 

m«   Darstelltmg  der  fibene. 

70«  Eine  EheM  kann  man  im  allgemeinen  nicht  durch  ihre 
Projektion;  d.  i.  durch  die  Projektionen  aller  ihrer  Punkte  darstellen^ 
weil  diese  im  allgemeinen  die  ganze  Projektionsebene  erflillen.  Man 
stellt  sie  durch  die  Projektionen  dreier  ihrer  Punkt«  oder  zweier  in 
ihr  liegenden  Geraden  dar^  welche  sich  im  Endlichen  achneiden  oder 
parallel  sind.  Als  diese  Geraden  wählt  man  gewöhnlich  in  ein- 
facher Weise  ihre  Sptirm^  das  sind  ihre  Schnittlinien  mit  den  Pro- 
jektionsebenen. Der  Schnitt  e^  der  Ebene  B  mit  Pj  heißt  ihre  ßr«<$vfg.is. 
oder  Uormt^ialspurf  ihr 
Schnitt  «2  mit  P,  ihre 
zumte  oder  Vertßcalspw, 
Beide  Spuren  schneiden 
sich  in  dem  Punkte  E^  der 
Aie,  in  welchem  B  die 
X  trifft.  In  Fig.  b)  ist 
die  schiefe  Projektion  der 
Ebene  B,  begrenzt  durch 
Linien  parallel  zu  e, ,  bez w. 
«2,  yerzeichnet  Die  Maße 

sind  von  Fig.  a)  mittelst  der  Strecken  EqÄ,  AB  f^-  ^8« 

und  AC  übertragen. 

VersdiieJme  Lagen  der  Ebene.  Man  sieht  leicht 
ein,  daß  wenn  E  auf  P,  senkrecht  steht,  ihre 
e^  1.x  ist,  und  umgekehrt.  In  diesem  Falle  ist 
die  erste  Spur  e^  zugleich  die  erste  Projektion  der 
ganzen  Ebene.  Entsprechend,  wenn  B  J.  P2,  ist 
e,  ±  x;  und  wenn  B  J.  a:,  sind  6|  und  e^J^x. 

Ist  B  I  P,,  so  ist  €2 1  ^  und  e^  im  ünend^ 
liehen;  ist  B  |  P,,  so  ist  e^  |  x  und  e^  im  Un- 
endlichen; und  wenn  B  1  d?,  so  sind  e^  und  e^  l  x. 

Gebt  B  durch  x,  so  fallen  beide  Spuren  in 
X  zusammen  und  genügen  nicht  zur  Bestimmung 
der  B.  Man  gibt  dann  noch  einen  Punkt  E  der    j^  />^  q 
£  durch  E\  E"  an;  die  dritte  Spur  ^  —  OK" 


findet  man  dann  durch  die  dritte  Spur  0  der  a;  und 
der  parallel  zu  x  durch  E  gelegten  Geraden,  E"\ 
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72    1^>  70—73.   Punkt,  Gerada  und  Ebene  in  senkrechter  Projektion  etc. 

Ist  endlich  B  paraUel  zu  einer  Halbirungsebene^  so  sind  beide 
Spuren  ||  x ;  nach  dem  Umlegen  der  einen  Projektionsebene  in  die 
andere  £ndet  statt^  daß  wenn  B  1  H|  ist^  e,  und  e,  in  einander  fallen^ 
und  wenn  B  ||  Hg  ist^  e^  und  e^  symmetrisch  in  Bezug  auf  x  liegen. 

71.  Übungsaufgaben, 

1)  Die  drei  Spuren  der  in  Fig.  12  and  13  dargestellten  Ebenen 
zu  verzeichnen. 

2)  Die  drei  Spuren  einer  zu  x  parallelen  Ebene  zu  bestimmen; 
welche  a)  durch  die  Punkte  (0,  —  5,  0)  und  (0^  0,  —  5),  oder 
b)  durch  die  Punkte  (0,  —  5,  0)  und  (0,  0,  +  5)  geht 

IV.  Gerade  duroh  gegebene  Pnnltte  und  Ebenen  durch  gegebene 
Funkte  und  Gerade  su  legen. 

72«  Um  im  Folgenden  nicht  bestandig  für  parallele  Lagen  von 
Geraden  und  Ebenen  Ausnahmen  aussprechen  zu  müssen,  wollen 
wir  den  Begriff  des  unendlich  Großen  ^  insbesondere  des  unendlich 
fernen  Punktes  und  der  unendlich  fernen  Geraden  einführen. 

Man  sagt;  eine  Größe  waclise  ins  unendliche^  wenn  sie  größer 
wird,  als  jede  durch  eine  bestimmte  Zahl  angebbare  Größe.  Wir 
wollen  zur  näheren  Unterscheidung  sagen,  eine  solche  Größe  waclisc 
ins  unbestimmt  Unendliche^  oder  sie  werde  unbestimmt  unendlich  groß. 
Wenn  dagegen  von  einer  Größe  x  eine  andere  y  abhängt,  welche, 
während  x  von  einem  gewissen  endlichen  Werte  an  ins  unbestimmt 
Unendliche  wächst,  sich  einem  gewissen  endlichen  Werte,  ihrem 
Grenzwerte,  beständig  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  annähert, 
derart,  daß  der  Unterschied  von  beiden  kleiner  als  jede  noch  so  kleine 
angebbare  Zähl  wird,  so  schreibt  man  auch  diesem  Grenzwerte 
von  y  einen  Wert  von  x  als  zugehörig  zu,  den  wir  den  hestinmU 
unendlich  großen  Wert  (<x>)  nennen  wollen,  weil  ihm  ein  bestimmter 
Wert  von  y  zugehört,  man  also  mit  ihm  wie  mit  einem  bestimmten 
endlichen  Werte  rechnen  kann. 

73«  Sind  eine  Gerade  g  und  ein  nicht  auf  ihr  liegender  Punkt  F 
gegeben,  ist  li  der  Fußpunkt  der  von  P  auf  g  gefällten  Senkrechten^ 
und  läßt  man  einen  Punkt  Q  sich  von  R  aus  auf  g  in  dem  einen 
oder  dem  andern  der  beiden  möglichen  Sinne  hinbewegen  und  un- 
bestimmt unendlich  große  Entfernungen  annehmen,  so  nähert  sich 
der  Winkel  der  beweglichen  Geraden  PQ  mit  der  PR  beständig  einem 
Grenzwerte,  nämlich  90^,  und  die  Gerade  PQ  einer  Grenzlage,  nämlich 
der  zu  g  parallelen  Geraden.  Den  zu  jenem  Grenzwerte  gehörigen  Ab- 
stand RQ  nennt  man  nach  der  vorigen  Nr.  bestimmt  unendlich 
groß,  und  den  zur  Grenzlage  von  PQ  gehörigen  Punkt  Q  den  be- 
stimmt unendlich  fernen  oder  kurzweg  den  unewüith  fernen  Punkt 
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der  Geraden  g.  Läßt  man  sich  Q  in  entgegengesektem  Sinne  auf 
g  nnbestimmt  ins  Unendliche  bewegen,  so  nähert  sich  PQ  wieder 
einer  Grenzlage.  Weil  aber  beide  Orenzlagen  in  der  einzigen  Ge- 
raden znsammenfallen,  welche  durch  P  parallel  zu  g  gelegt  werden 
kann,  so  schreibt  man  der  Geraden  g  nur  einen  einmgen  (bestimmt) 
unendlich  fernen  Punkt  sm^  ohne  damit  auszusagen,  daß  zwei  Punkte, 
welche  Anfangs  zusammenfallend,  sich  dann  in  entgegengesetztem 
Sinne  auf  g  hinbewegen,  im  Unendlichen  wieder  zusammentreffen. 
Im  Gegenteil  wächst  ihr  Abstand  ins  Unendliche.  Man  nennt  den 
unendlich  fernen  Punkt  einen  uneigemtlicheny  weil  er  nicht,  wie 
andere  Punkte,  durch  einen  angebbaren  Abstand  bestimmt  oder 
durch  eine  Eörperecke  bezeichnet  werden  kann.  Da  die  bewegliche 
Gerade  VQ  durch  den  beweglichen  Punkt  Q  der  g  geht,  und  der 
(parallelen)  Grenzlage  der  unendlich  ferne  Punkt  der  g  als  ent- 
eprechend  zugewiesen  wird,  so  schreibt  man  sfwei  parallelen  Geraden 
einen  getneinsch(;^tlichen  unendlich  fernen  Pufikt  zu.  Man  sagt  auch^ 
daß  beide  Gerade  dieselbe  liiclttung  besitzen.  Würde  man  im  Ge- 
genteile zwei  parallelen  Geraden  zwei  unendlich  ferne  gemeinschaft- 
liche Punkte,  einen  auf  jeder  Seite,  zuschreiben,  so  würden  hier  zwei 
Gerade  nicht  zusammenfallen,  obgleich  sie  zwei  Punkte  gemein  haben.*) 
74.  Sind  eine  Ebene  B  und  ein  nicht  in  ihr  liegender  Punkt  P 
gegeben,  und  man  zieht  durch  P  eine  Parallele  g  mit  einer  be* 
liebigen  Geraden  h  der  S,  legt  die  Ebene  gh  und  läßt  die  h  durch 
Parallelyerschiebung  in  der  E  im  einen  oder  andern  Sinne  sich  ins 
unbestimmt  Unendliche  entfernen,  so  nähert  sich  die  Ebene  gh  einer 
Orenzlage,  nämlich  der  durch  P  gehenden  zu  S  parallelen  Ebene^ 
und  man  schreibt  dieser  Grenzlage  die  bestimmt  unendlich  ferne 

*)  Im  Gegensatze  sur  (Geometrie  der  Ebene  besteht  eine  Geometrie  wof 
krummen  Flächen,  ans  der  hier  ein  Ergebnis  fflr  die  sattelft^rmig  gestaltete 
FJAche  mit  konstanstem,  negativem  KrOmmungsmaße  wegen  seines  Gegensatses 
%n  dem  obigen  Ergebnisse  imgefUirt  werden  soll.  Die  kürzeste  Linie  anf  dieser 
Fliehe  zwischen  swei  Punkten  derselben,  welche  auch  über  diese  Punkte  hin* 
ans  ins  Unendliche  fortgesetzt  werden  kann,  heißt  die  geod&tiecho  Linie;  sie 
ist  durch  zwei  Punkte  der  Flache  bestimmt,  und  wurde  wegen  dieser  über- 
einstimmenden Eigenschaft  mit  der  Geraden  einer  Ebene,  auch  eine  gerade 
oder  geradeste  Linie  jener  Fläche  genannt.  Nun  nimmt  in  der  bezeichneten 
Fläche  eine  geodätisohe  Linie,  welche  einen  Punkt  P  mit  einem  beweglichen 
Punkte  Q  einer  nicht  durch  P  gehenden  geodätischen  Linie  g  Terbindet,  zweier- 
lei Grenzlagen  an,  je  nachdem  man  Q  in  dem  einen  oder  in  dem  anderen 
Sinne  auf  g  hin  ins  Unendliche  rücken  läßt;  und  deswegen  schreibt  man  jeder 
geodätischen  Linie,  im  Gegensatz  zu  der  Geraden,  zwei  bestimmt  unendlich 
ferne  Ponkte  zu.  Jene  swei  Grenslagen  der  P  Q  nennt  man  die  beiden  durch 
P  gehenden  Parallelen  zn  p;  sie  trennen  die  dnroh  P  gehenden  geodätischen 
Linien,  welch6  die  g  schneiden^  von  denen,  welche  sie  nicht  schneiden. 
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Lage  der  h  als  zugehörig  zu.  Da  aber  bei  jeder  Richtung  der  h 
in  E  die  Grenzlage  der  Ebene  (fh  ein  und  dieselbe  ist^  nämlich  die 
einzige  durch  P  parallel  zu  E  gehende  Ebene,  so  schreibt  man  einer 
Ehern  E  nur  eine  emjHge  unendlich  ferne  Gerade  0Uf  die  der  Schaar 
der  Parallelen  mit  einer  jeden  Geraden  der  E  angehört^  oder  deren 
Richtung  in  £  unbestimmt  ist.  Die  unendlich  ferne  Gerade  einer 
Ebene  ist  eine  uneigcfiÜiche  Gerade  und  wird  auch  als  die  gemein- 
schaftliche Gerade  zweier  parallelen  Ebenen  bezeichnet  Man  schreibt 
parallelen  Ebenen  auch  dieselbe  SteOung  zu. 

75.  Wir  bedürfen  fOr  das  Folgende  einiger  8&tze. 

1)  PardUele  Gerade  haben  au  gleichnamigen  Projektionen  im  a//- 
gemeinen  parallele  Gerade^  weil  ihre  gleichnamigen  projicirenden 
Ebenen  parallel  sind.  Im  Besonderen  können  die  gleichnamigen 
ProjekKanen  Punkte  sein. 

2)  umgekehrt:  Sind  die  beiderlei  gleichnamigen  Projektionen  von 
Geraden  parallel,  so  sind  auch  die  Geraden  parallel,  ausgenommen, 
wenn  die  Projektionen  senkrecht  auf  der  Axe  stehen.  Dann  müssen 
noch  die  dritten  Projektionen  parallel  sein,  damit  es  die  Geraden  sind. 

3)  Parallele  Ebenen  haben  die  gleichnamigen  Spuren  paraUd. 

4)  Umgekehrt:  Sind  zweierlei  gleichnamige  Spuren  von  Ebenen 
parallel,  so  sind  auch  die  Ebenen  parallel,  ausgenommen,  wenn  die 
Spuren  mit  der  Axe  parallel  sind.  In  diesem  Falle  müssen  noch  die 
dritten  Spuren  unter  einander  parallel  sein,  damit  es  die  Ebenen  sind. 

5)  Die  Spur  einer  Ebene  geht  durch  die  gleichnamige  Spur 
jeder  Geraden,  die  in  ihr  liegt. 

76.  Aufg,  Die  Projektionen  einer  Geraden  g  eu  eeichnen^  noelche 
durch  mei  gegebene  Punkte  P  (P',  P")  und  Q  (Q\  Qf')  geht. 


Fig.  15; 


n»i6. 


Aufl.  Es  ist/-  P'  </,  g'  ~  P'  q\ 
Ist  der  eine  Punkt  Q  ein  unend- 
lich femer  Q^  durch  die  Gerade  q  ge- 
gebener, so  heißt  die  Aufgabe  auch  so: 
durch  P  eine  Parallele  gu  q  m  eichen. 

Es  ist  dann  g-FtiM^f-^^'^J^i- 
77.  Aufg.  Die  Spuren  einer  Ebenem 
eu  öesUmmen,  welche  durch  drei  gegebene 
Punkte  P,  Q,  R,  oder  durch  einen  Punkt 
und  eine  nicht  durch  detisdben  gehende 
Gerade,  oder  durch  ewei  sid^  schneidende 
Gerade  geht 

Aufl.  Für  den  ersten  Fall  liegen 
die  Geraden  QB^p,  RP^q,  PQ^r  in  B,  folglich  bestimmen 
deren  erste  Spuren  Px,Qu  -Bi  drei  Punkte  der  ersten  Spur  e^  der  B, 
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die  zweiten  P^j  Q^,  R^  drei  Punkte  der  «,,  wozu  noch  die  weitere 
Probe  kommt;  daß  e^  und  e^  sieb  in  i?^  auf  x  treffen  müssen.  Man 
kann  70n  jenen  sechs  8purpunkten  drei  entbehren  -^  Die  beiden 
anderen  Fälle  sind  in  dem  ersten  enthalten. 

Besonderer  Fall,  Liegt  einer  der  Punkte  im  Unendlichen,  etwa 
iZ^y  oder  noch  ein  zweiter  Q^^  so  erleidet  die  Art  der  Aufiösnnf; 
keine  Änderung.  Den  letzteren  Fall  kann  man  auch  so  susdrQcken: 
durch  P  parallel  zu  q  imd  r  eine  Ebene  S  zu  legen;  von  dem 
Dreiecke  FQU  fällt  dann  die  Seite  QR  ins  Unendliche^  ist  aber 
auch  entbehrlich. 

78.  Aufff.    Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  paraUd  zu  «4f]er»g.  le. 
gegebenen  Ebene  F  eine  Ebene  JS  zu  legen  und  ihre  Spuren  zu  he- 
stwMnen,  jv^  j5^ 

Aufl.  Da  die  Spuren  von  £  mit  den 
gleichnamigen  von  F  parallel  sein  mQssen, 
so  ist  noch  ein  im  Endlichen  liegender 
Punkt  einer  Spur  von  E  zu  bestimmen, 
was  durch  eine  Gerade  geschieht,  welche 
man  durch  P  parallel  zu  einer  Geraden 
der  7  legi  Man  wählt  als  letztere  zweck- 
mäßig eine  Spur,  etwa /*i,  deren  zweite  Pro* 

jektion  die  Axe  x  ist,  zieht  P'V'lf^jP'  V"  \  «,  bestimmt  die  zweite 
Spur  V  dieser  Geraden,  zieht  durch  Y"  die  e^  |  f^  bis  zu  x^  von 
da  die  ^iJ/j,  so  ist  die  Aufgabe  gelöst  Man  hätte  auch  PH\f^ 
ziehen  können.  —  Fallen  V  und  H  ttber  die  Grenzen  der* Zeichen* 
fläche  hinaus,  so  wählt  man  eine  passende  andere  Gerade  der  F. 

79.  Vbungsaufgahai. 

1)  Durch  die  Punkte  P  (0,  —  2,  G)  und  Q  (4,  5,  —  3)  eine  Ge^ 
räde  g  zu  legen,  ihre  Spuren  zu  bestimmen  und  die  Projektionen 
nach  der  Kegel  auszuziehen  und  zu  puuktiren. 

2)  Zu  der  Geraden  PQ  [P(0,  -  3,  -  4),  Q  (0,  3,  7)]  eine 
Parallele  g  durch  R  (8,  *^  4,  2)  zu  legen  und  ihre  Spuren  zu  bei- 
stimmen (mittelst  einer  dritten  Projektion). 

3)  Die  Spuren  einer  Ebene  PQR^^'ß  zu  bestimmen,  wenn 
P(0,  ^  3,  -4),  (?(4,  6,  1),  B(7,  -4,  4),  oder  P(0,  6,  4), 
Ö(2,  ~&,  -2),  JB«X,  (auf  ä:). 

4)  Die  Sporen  einer  Ebene  zu  bestimmen,  welche  durch  zwei 
sich  in  einem  Punkte  der  Axe  schneidende  (oder  zur  Axe  parallele) 
Gerade  geht 

5)  Eine  Ebene  Xfete^)  parallel  eincp-gegebenen,  zur  Axe  paral- 
lelen Ebene  F(f^f^)  durdh  einen  gegebenen  Punkt  zu  legen. 

6)  Von  einem  Punkte  P  und  einer  Geraden  y^'^w^lche  in  einer 
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gegebenen  Ebene  S  liegen,  die  zweiten  Projektionen  F",  y"  za  finden, 
wenn  die  ersten  F\  g   gegeben  sind. 

7)  Zu  entscheiden ;  ob  eine  gegebene  Geirade  g{gg")  mit  einer 
gegebenen  Ebene  'R{e^e^  parallel  lauft. 

8)  Die  Gesamtheit  der  Strahlen,  welche  durch  einen  Punkt,  den 
Mittelpunkt,  gehen  und  in  einer  Ebene  liegen,  nennt  man  ein  ßtraJüeH' 
büschel  Es  sind  die  beiden  Projektionen  einiger  Strahlen  a,  b,  c. 
des  Büschels  zu  verzeichnen,  das  in  der  gegebeneu  Ebene  £  liegt 
und  von  dessen  Mittelpunkt  P  die  zweite  Projektion  P"  gegeben  ist. 

9)  Die  Gesamtheit  der  Ebenen,  welche  durch  eine  Gerade 
gehen,  nennt  man  ein  Ebenefibüachd  und  die  Gerade  seine  Axe.  Es 
sind  die  beiden  Spuren  einiger  Ebenen  A,  B,  O...  des  Büschels  zu 
verzeichnen,  dessen  Axe  g{gg")  gegeben  iat. 

V.   Dnrohaohnitte  von  Ebenen  und  Cheraden. 
80»    Äufg.  Die  SchniUgerade  g  zweier  Ebenen  B  ufid  F  isu  finden, 
welche  durch  ihre  Spuren  gegeben  sind, 
Fi«.  17.         Aufl.    Die  erste  Spur  G^  der  g  muß  auf  6,  und  /i  liegen  (75,  5), 

also  ihr  Schnittpunkt  sein;  ebenso  ist  G-^^^e^ff, 
wodurch  g  bestimmt  ist. 

Besondere  Falle.  1)  Sind  awei  gleidinamige 
Spuren  der  Ebenen  unter  einander  paralld,  z.  B» 
«1  I  /l,  80  ist  auch  ^  B  c^  und  p  ||  e^,  g'  ||  x. 

2)  Sind  beide  Ebenen  zur  Axe  parallel,  so 
sind  es  auch  ihre  Spuren  sowie  die  g,  von 
der  noch  ein  Punkt  im  Endlichen  bestimmt 
werden  muß;  aber  das  allgemeine  Verfahren 
Tig,  19.  versagt  hierbei.    Man  wendet  dann  die  dritte  Projektionsebene  an, 
j,.     jg  bestimmt  die  Spuren  e^  und  f^ 

jf^  deren  Schnittpunkt  P  ein  Punkt 

"^^^^  von  g  ist.    Oder  man  legt  eine 


7^ 


— ■« — f..^  fv j«^^     \^  andere    passende    Hilfsebene   K, 

^    /'    [tL./  9" p"\^\\     \  bestimmt  ihre  SchnittUnie  h  mit 

"   \  \  S\ ^p' — ] — 1  /•  •  ^^  B  und  f  mit  F;  der  Schnittpunkt 

^^."^.lig^     I     ^'\    jf^^^^  ^  ^^^  *  ^^  *  gehört  der  g  an, 

^J^\       \^'      Yl'^'^  Beide    Verfahren    beanspruchen 

^1  ^v*'  I         \  1%  nahezu  gleich  viel  Zeit;  das  erste 

V        /  erfordert  neun  Zeichnungsopera- 


A,^      '  ''  tionen,  das  zweite  deren  zwölf; 

das  erste  macht  aber  noch  viermal  den  Wechsel  der  Werkzeuge, 
des  Lineals  und  Bleistifts  mit  dem  Zirkel,  notwendig,  was  etwa 
noch  zwei  Zeichnungsoperationen,  gleich  zu  setzen  ist 
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3)  Treffen  sich  die  gleichnamigen  Spuren  hieider  Ebenen  mdU  mehr  Fig.  i9 
innerlialb  der  Grenzen  der  Zeichenfläche,  so 
lege  man.  eine  Hilfsebene  K;  sEweckm&ßig 
parallel  zu  einer  P,  etwa  zaP^,  deren  zweite 
Spur  T^i\x  man  zieht.  Man  bestimmt  in 
beiden  Projektionen  die  Schnittlinien  der  X 
mit  der  E  und  F,  deren  Schnittpunkt  K\  K!' 
der  g  angehört  Eine  zweite  Hiifsebene  L 
liefert  einen  zweiten  Punkt  L  der  g. 

4)  Dieses  Verfahren  führt  nicht  mehr 
zum  Ziele  ^  wenn  kein  Punkt  K  der  g  durch 
seine  beiden  Projektionen  auf  der  begrenzten 
Zeiehenfläche  dargestellt  werden  kann,  wenn 

vielmehr  ganz  verschiedene  Stücke  der  g  in  der  P^  und  der  P^  erschei- 
nen. Dann  kann  man  andere,  nicht  auf 
einer  P  senkrechte  Hilfsebenen  an- 
wenden; die  wenigsten  Operationen 
dürfte  folgendes  Verfahren  verlangen. 
Man  lege  eine  zu  F  parallele  Hilfs- 
ebene K,  deren  Schnittlinie  &^)  mit 
B  unmittelbar  erhalten  werden  kann. 
Man   lege   eine   weitere  Hilfsebene 
durch  die  Axe  und  durch  einen  in  der 
ersten  Projektion  gewählten  Punkt 
Ä   der  V;   diese  Eb^ue   schneidet 
bei  der  Grundrißdarstellung  die  £ 
in  E^Äj  die  'SiinK^Ä  und  die  P  in 
der  mit  K^Ä  parallelen  JP©^;  der  Schnitt  S  von 
jEf^^ii'' und  I^qJ?' gehört  der  g  an,  die  zu  K  parallel 
isi  Eine  weitere  Hilfsebene  durch  x  und  einen 
passenden  Punkt  G"  von  //'  liefert  den  Punkt  IT 
der  g\ 

81.  Äufg.  Ben  Sdinittpunkt  P  einer  Geraden 
g  mit  einer  Ebene  E  eu  bestimmen,  welctic  dnrcli 
ihre  Spuren  e^^  e^  gegd>en  ist 

Aufl.  Man  lege  durch  g  eine  Hilfsebene,  be- 
stimme ihre  Schnittgerade  mit  E,  so  liegt  diese 
mit  g  in  derselben  Ebene,  und  der  Schnittpunkt 
beider  Geraden  ist  P.  Am  zweckmäßigsten  ist  in 
der  Regel  eine  projicirende  Ebene  von  g  als  Hilfs- 


Fig.  21. 


FI9.  ti. 


*}  V,  k"  sind  in  der  Figar  nicht  beseichiiet. 
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ebene;  die  erste  projicirende  schneidet  E  in  a/a'' und  g".  bestimmen 
V,  woraus  P'  auf  g  folgt.    Die  «weite  projicirende  Ebene  schneidet 
Fif.  ta.  p-     o.  *  '^  *»  woraus  P'  und  dann  P"  folgt 

Q„  Sind  die  Schnittlinien  der  E  mit  den  pro- 

-^"Z  jicirenden  Ebenen  nicht  unmitielbar  zu  erhalten, 

'^j_a*-*3-^—    vJöU^icht  ft'^ch  die  Spuren  der  g  nicht  erreich- 

V  :^'*!    ,         '        '^*"''  ^^  schneide  man  die  eine  projicirende  Ebene 

7*\ — ^^  "V der  g  mit  anderen  Linien  der  E,  als  mit  ihren 

'.^A-^N  \ -,,  Spuren.    In  Fig.  ^  ist  die  «weite  projicirende 

^r-\^\^'  Ebene  von  g  mit  e^mü  und  mit  einer  in  E 


v%  parallel  au  «i .  gezogenen  Geraden  h  in  H  ge- 


\     \]|-;   schnitten;   E'H'   bestimmt    dann   auf  g'   den 
^    ^     Punkt  P'. 
83.   Zwei  Gerade  g  und  h  schneiden  sich,  wenn  die  Schnittpunkte 
gleichnamiger  Projektionen  P'  =  g'h'  und  P"  =  g"h'\  in  einer  Ordi- 
natenlinie  liegen.    P  =  (P',  2^')  ist  dann  der  Schnittpunkt. 
88.    Übungsaufgaben. 

1)  Den  Durchschnitt  zweier  Ebenen  zu  bestimmen^  welche 
durch  denselben  Punkt  der  Axe  gehen. 

2)  Mit  Beachtung  der  notwendigen  Pnnktitung  den  Durchschnitt 
zweier  Ebenen  zu  verzeichnen;  deren  erste  Spuren  sich  in  —  F^ 
und    deren   zweite    sich    in    —  Pv    treffen    (oder    in    +Pi;  ~P«; 

3)  Den  gemeinschaftlichen  Punkt  dreier  durch  ihre  Spuren  ge- 
gebenen Ebenen  zu  bestimmen. 

4)  Eine  Ebene  B  mit  einer  Geraden  g  zu  schneiden,  wenn 
a)  g^x,  b)  <7-LPi,  c)  flfX«;  und  gegeben  durch  die  Projektionen 
eines  bezw.  zweier  ihrer  Punkte. 

5)  Den  Schnitt  einer  Ebene  und  einer  Geraden  mit  den  Hai- 
birungsebenen  H^  ^und  H,  zu  bestimmen  (s.  06}. 

6)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Gerade  parallel  zu  2wei 
gegebenen  Ebenen  zu  ziehen. 

7)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine  Gerade^  zu  legen^ 
welche  zwei  gegebene  Gerade  schneidet  und  zwar  wenn  a)  P  imt 
Endlichen,  b)  im  Unendlichen  liegt  (P«  auf  j),  g  ^p). 

VX   Verschieben  und  Bntbehron  der  Projektionaaxe. 

Fig.  M.  84.  Versehubt  man  die  Projeiktionsaxe  x  parallel  mit  sich  selbst 
um  die  Strecke  a  nach  x\  z.  B.  abwärts  und  vorwärts,  während  man 
die  Projektionen  von  Punkten  und  Geraden  ungeänddrt  läßt,  so 
vermehrt  man  den  ersten  Abstand  eines  jeden  Punktes  P  um  a  und 
vermindert  den  zweiten  Abstand  um  a,  man  verschiebt  also  Pj  um 
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a  abwSrtd^  F  um  a  vorwärts,  so  daß 
sich  die  Axe  in  der  üalbinuigsebeiie  H^ 
bewegt.  Kehrt  die  Versefaiebang  von  x 
in  der  Zeichnung  ihren  Sinn  um,  so  kehrt 
auch  die  räumliehe  Verschiebung  von  x 
in  H^  iharen  Sinn  um.  Die  gegenseitige 
Lage  der  Punkte  und  aller  durch  Projek- 
tionen gegebenen  Gebilde  bleibt  bei  dieser 
Verschiebung  ungeändert,  so  daß  auch  cUe 
Axe  ganz  w^uelaswn  werden  kann,  wenn 
nur  ihre  Richtung  oder  die  darauf  senkrechte  Richtung  der  Ordi- 
nateniinien  aogegcb&n  ist,  was  schon  durch  die  Angabe  der  beiden 
Projektionen  eines  Punktes,  nicht  aber  derjenigen  einer  Geraden 
geleistet  wird. 

Anders  ist  es  mit  den  Spuren  von  Geraden,  welche  aber  nach  der 
Verschiebung  von  x  leicht  aus  ihren  Projektionen  bestimmt  werden,  so- 
wie mit  den  Spurcfi  e^  e^  einer  Ebene  B.  Um  die  neuen  Spuren  ^/  und  e^' 
zu  bestimmen,  beachte  man,  daß  c^  zur  ersten  Projektion  c^,  zur 
zweiten  x  hat,  welche  Projektionen  sich  bei  der  Verschiebung  der 
Axe  nach  af  nicht  ändern.  Die  neue  zweite  Spur  von  e|  in  Bezug 
auf  x'  ergibt  sich  als  E^  auf  x,  wodurch  die  neue  zweite  Spur  e^' 
der  Ebene  |  ^  gezogen  werden  kann;  dadurch  ist  denn  auch  Eq 
und  e^'  I  e^  bestimmt.  Entsprechend  hätte  man  zuerst  die  erste 
Spur  El  der  e^  bestimmen  und  dadurch  e/  ziehen  können. 

Sobald  die  Jl^ojekHonsaxe  entbehrt  werden  soll,  stellt  man  eine 
Ebene  nicht  mehr  durch  ihre  Spuren,  die  unbestimmt  werden,  son- 
dern durch  die  beiden  Projektionen  zweier  in  ihr  liegenden,  alpo 
sich  schneidenden  Geraden  dar. 

86.  Aufy.  1)  Den  Sclmittpimki  G  einer  Geraden  g  mit  einer 
Ebene  B  {Ey  ab),  2)  die  HckniUgerade  g  jtwder  Ebenen  B  {E^  ab)  und 


W  {F,  cd)  0u  besHmmcfiy  tvenn  jede  der  Ebenen 
durch  die  PtqjekHonen  zweier  sich  schneidenden 
Geraden  a,  6,  beew.  c,  d  gegAcn  ist. 

Aufl  1)  Mau  lege  eine  projicirende  Ebene 
durch  g,  in  der  Figur  die  erste,  bestimme  ihre 
Schnittpunkte  A  und  B  bezw.  mit  a  und  b  in  der 
ersten  und  daraus  in  der  zweiten  Projektion,  so 
ist  AB  ihr  Schnitt  mit  der  Ebene  E,  also  der 
Schnittpunkt  gt  AB  der  gesuchte  Punkt  6.  — 
Da  man  hier  zweckmäßig  die  f  rojicirenden 
Ebenen  als  HilfiBebenen  nicht  vermeiden  kann, 
so  legt  man,  wenn  diese  in  keiner  Projektion 


Fig.  24. 


Vif.  ?i. 
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beide  Geraden  a  und  b  treffeu,  eine  oder  zwei  neue  Gerade  in  der 
Ebene  ab.  —  Daß  B'G'  ausgezogen  werden  muß  und  ÄCr  punktirt, 
zeigt  die  Ordinatenlinie  aus  Jff  in  der  anderen  Projektion,  welche 

ergibt^   daß  in  ihr  g  über 


Vig.  t& 


Fig.  25. 


b  liegt. 

2)  Man  suche  die  Schnitt- 
ponkt«  Ä  und  B  der  a  bczw. 
b  mit  cd,  und  die  Schnitt- 
punkte C  und  Z>  der  c  bezw. 
d  mit  abj  so  müssen  die 
vier  Punkte  J,  j5,  C,  D  auf 
einer  Geraden,  der  ^,  liegen. 
Schneiden  sich  die  gleich- 
namigen Projektionen  der 
vier  Geraden;  wie  in  der 
Figur  die  zweiten,  in  er- 
reichbaren Punkten,  so 
kommt  man  mit  den  wenig- 
sten Linien  zum  Ziel. 


Vn.   Abstände  swisohen  Punkten,  Geraden  und  Ebenen. 
86.    Wir  bedürfen  zunächst  einiger  Satze  und  ßegriife. 

1)  Steht  eine  Gorade  g  auf  einer  Ebene  E  senhredit,  so  steht  die 
smhrechte  Projektion  der  g  auf  irgend  eine  Ebene  P  senkreclU  auf  der 
Spur  e  der  E  mit  P,  also  g'  .Le^,  g"  X.e^.  Denn  weil  i^.LB,  so  ist 
auch  g A^e  (in  B),  und  weil  die  projicirende  Gerad-e  i?-LP,  so  ist 
auch  p±.e  (in  P);  die  projicirende  Ebene  von  g  oder  gp  ist  daher 
J.^,  daher  auch  die  Projektion  von  g  (in  gp)  J_e. 

2)  Ist  ein  Schenkel  a  eines  rechten  Winkds  ab  parallel  zu  riner 
Projektionst^jefie  P,  so  ist  auch  die  Projektion  ab'  des  Winkels  ein 
reehter.  Denn  es  ist  6J.a  (!|a),  und  die  Projicirende  p(JLP).La, 
also  die  projicirende  Ebene  bp  von  b  .L  a\  daher  auch  die  in  ihr 
liegende  6'  JL  a . 

Umgekehrt,  ist  ab'  ^==^9Qf^  und  a  1  P,  so  ist  auch  a6  «■  90*^; 
deim  dann  liegt  b  in  einer  auf  a  senkrechten  projicirenden  Ebene. 

3)  Liegt  eine  geradr  oder  krummlinige  Figur  in  einer  m  einer  Ebene 
P  parallelen  Ebene,  so  ist  ihre  Parallelprojektion  auf  P  mit  der  Figur 
selbst  kongruent.  Denn  beide  Figuren  sind  parallele  ebene  Schnitte 
mit  derselben  projicirenden  prismatischen  oder  cylindrischen  Fläche, 

4)  2!iP€i  parallele  Strecken  a  und  b  verhauten  sich  wie  ihre  Parallel- 
projektumen  a  und  V  auf  eine  Ehetie  P,  hei  derselben  liichtung  der 
Projicirenden.     Denn  zieht  man  vom  einen  Endpunkte  von   a   die 
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*iK/ 


'  \i  ^ 

/ 

^^ 

Fig.  27. 


rrojicirende,  vom  andern  die  Parallele  zur  Projektion  a  bis  zu  jener 
Projicirenden,  welche  also  -^  a  ist^  und  bildet  in  gleicher  Weise 
ein  Dreieck  über  h^  so  sind  beide  ahnlich,  woraus  folgt  axh^i^d  i  V, 
Daher  wird  die  Gleichteilung  einer  Strecke  durch  die  Gleichteilung 
ihrer  Projektion  dargestellt 

87.  Man  nennt  die  in  einer  Ebene  B  zu  einer  Projektions- Fig.M. 
ebene  P  und  daher  auch  zur  Spur  e  der  Ebene  parallel  laufenden 
Geraden   die  HaupÜinien   h  der  Ebene   und  Fig.  2C. 
unterscheidet  erste  %^  (|{  e^)  und  0u?eiie  \  (jl  e^) 
Hauptlinien.    Die  Senkrechten  in  der  Ebene 
zu  ihrer  Spur  oder  ihren  Hauptlinien  nennt 
man  FaUUnien  f,  weil  sie  unter  allen  Linien 
der  Ebene  die  größte  Neigung  oder  den  größten 
Fall  gegen  P  besitzen.    Die  Projektionen  von 
/"sind  nach  der  vorhergehenden  Nummer  eben- 
falls  senkrecht  auf  der  Spur.     Man  unter- 
scheidet wieder  erste  f^  (J.  e^  und  etoeite  f^  (J_  e^ 
Falllinien-    Es  ist  A,'  |  e^,  V'  II  ^j  K  II  ^,  K  I  «8,  fi  ±e,,  fi," ±e^ 

88.  Äufg.   Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine  Ebene  B  senk-  ng.  27. 
redd  isu  einer  gegebenen  Geraden  g  eu  legen. 

Ai^.  Man  ziehe  durch  P  eine  erste  und 
eine  zweite  Hauptlinie  der  Ebene^  welche, 
da  sie  mit  den  gleichnamigen  Spuren  parallel 
laufen,  senkrecht  auf  den  gleichnamigen  Pro- 
jektionen von  g  stehen  müssen  {h^"  ||  V  I  ^1 
K±9f  V  J- A  Die  Spuren  e^  {±g)  und 
e^  iJLg")  der  X  gehen  durch  die  Spuren  jener 
Hauptlinien,  deren  eine  zu  ihrer  Verzeich- 
nung genügt 

89.  Unter  Drehung  eines  Raumgebildes 
um  eine  Gerade  als  DrAaxe  a  versteht  man 

eine  Bewegung  desselben,  bei  welcher  jeder  Punkt  der  Aze  an  seiner 
Stelle  bleibt  und  das  Gebilde  starr  mit  ihr  verbunden  ist.  Es  be- 
hacqptet  daher  jeder  Punkt  P  des  Gebildes  seinen  Abstand  von 
jedem  Punkte  der  Aze  a  und  eine  von  P  auf  a  gefällte  Senkrechte 
behauptet  diese  senkrechte  Stellung,  ihren  Fußpunkt  M  und  ihre 
Größe  r.  Die  Senkrechte  beschreibt  daher  eine  zu  a  senkrechte 
Ebene,  und  P  in  ihr  einen  Kreis  am  M  mit  dem  Halbn  38ser  r. 
—  Ist  a  senkrecht  auf  einer  Projektions^)ene  F,  so  ist  die  Ebene 
des  beschriebenen  Eieises  |  F  und  dessen  Projektion  ein  mit  ihm 
kongruenter  Kreis  (86,  3),  dessen  Mittelpunkt  die  Spur  der  Aze  und 
zugleich  die  Projektion  M'  von  M.  Ist  a  parallel  m  einer  F,  also  a  S  o, 

Wi«aer,  Lchrbaeh  dnr  dttrutoHendiiii  Geometrie.  6 
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flg.  M. 


Wig.». 


80  ist  die  Ebene  des  beschriebenen  Kreises  J.a;  und  ihre  Spur  and  zu- 
gleich die  Projektion  des  Kreises  eine  za  a  und  za  a'  s^ikrechte  Gerade. 
Onter  der  Umlegung  (Umklappung,  dem  Herabschlagen)  einer 
Ebene  in  eine  andere  versteht  man  (59)  die  Drehung  der  einen  um 
die  Schnittlinie  beider,  bis  sie  mit  der  anderen  zusammenfallt.  Die 
wieder  zurückführende  Bewegung  heißt  das  AufridUen  (das  ZurGck- 
schlagen).  Grewöhnlich  wird  die  ümlegung  in  eine  Projektionsebene 
Yorgenommen.  In  ihr  liegt  dann  die  Drehaxe;  und  die  Projektionen 
der  Kreise  y  welche  die  mit  der  gedrehten  Ebene  fest  yerbundenen 
Punkte  beschreiben,  sind  auf  der  Drehaxe  senkrechte.  Gerade. 

90.   Äufg.   Den  Abstand  sweier  durch  ihre  PrqjekH&nen  gegebenen 
PunJäc  P  und  Q  eu  bestimmen. 

Aufl.  1.  Nur  wenn  die  Strecke  PQ  mit 
einer  P  parallel  läuft^  ist  sie  gleich  ihrer  Pro- 
jektion auf  P.  Andernfalls  lege  man  das  pro- 
jicireude  Paralleltrapez,  etwa  das  erste  PQ  (/P' 
in  die  P^  um,  indem  man  beachtet,  daß  bei 
P',  Qf  rechte  Winkel  liegen,  und  indem  man 
FP"'  -  F'P",  ffOf''  -  (yOf'  macht;  es  ist 
dann  P'"  Qi"  der  wahre  Abstand  PQ. 

Aufl.  2.    Man  drehe  das   projicirende 

Paralleltrapez  PP'QfQ  um  die  Projicirende 

QQf  des  einen  Punktes  Q,  bis  es  ||  P,  wird. 

Dabei  beschreibt  P  einen  mit  P^  parallelen 

Kreisbogen,  FF"  (Mittelpunkt  e'),P"P^''(j|a?), 

bis  Q'F"  I  X  ist,  und  ziehe  F''P'^±X]  es 

ist  dann  P^^Qf'  die  wahre  Länge  PQ.    Man 

.    ,,    kann  auch  das   zweite  projicirende  Parallel- 

p      trapez  PQQf' P"  um    eine  Projicirende  QQf' 

drehen,  bis  es  |  P|  geworden;  man  erhalt  dann 

pvfQ'^PQ, 


Auß.  3.  Die  einfachere  Anschauung  des 
vorigen  Verfahrens  ist  die,  daß  man  von 
dem  einen  Endpunkte  P  eine  Senkrechte  PA  auf  die  Projicirende, 
z.  B.  die  erste  QQ\  des  andern  Endpunktes  fallt.  Tn  dem  recht- 
winkligen Dreieck  PAQ  ist  dann  PA  —  FQ,  AQ  ^  Ä'^\  so  daß 
man  die  wahre  Länge  einer  Strecke  PQ  als  die  Hypotenuse  eines 
rechtwinkUgen  Dreiecks  erhält,  dessen  eine  Kathete  gleich  ihrer 
Projektion  auf  P,  die  andre  gleich  dem  Unterschiede  der  Abstände 
ihrer  Endpunkte  von  P  ist.  Für  P^  ist  P^^Ä'Q'  die-  wahre  Ge- 
stalt diese»  Dreiecks,  för  P^  dagegen  P^^ffQf'^  es  ist  dann  PQ  « 
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Der  Unterschied  der  Tafelabsiande  zweier  Punkte  ist  dlgebraisck 
SQ  oekmen,  so  daß  er  zu  einer  Somnie  zweier  Laugen  wird,  wenn 
die  Punkte  anf  entgegengesetzten  Seiten  von  P  liegen,  Oder  er  ist 
der  Abstand  der  dorch  die  beiden  flankte  parallel  zu  P  gelegten 
Ebenen« 

Es  ei^bt  sich,  daß  die  senkrechte  Projektion  einer  Strecke 
kleiner  oder  hSchstens  gleich  der  Strecke  ist,  und  zwar  sind  die 
beiden  Projektionen 

P'Q'^PQ.coBri.    r'Qf' ^PQ.  cos y,, 
wenn  y^  und  y^  die  Neigungen  der  Geraden  bezw,  gegen  P,  und  P^. 

91«  Aufg.  Den  Abstand  eines  gegebenen  Pmktes  P  von  einer 
g^Hmen  Ebene  S  0u  finden. 

Aufl.  Da  man  unter  dem  Abstände  den  kürzesten  oder  senk- 
rechten versieht,  so  f&Ue  man  von  P  eine  Senkrechte  anf  S,  be- 
stimioe  ihren  Schnittpunkt  Q  mit  B  und  dann  die  wahre  Lange 
von  PQ. 

1)  Ist  S  durch  ihre  Spuren  e^^  e^  gegeben,  so  ist  P'Qf  ±.e^,Fi9.mt. 
Kqf'  ±e^  (86),  ihr  Schnittpunkt  Q  mit  S  wird  JFi«.  »o 
nach  Nr.  81  und  die  wahre  Lange  PQ  r*  F'Q'^ 
nach  Nr.  90  bestimmt. 

2)  Steht  E  senkrecht  auf  einer  F,  so  ist 
PQ  parallel  zu  dieser  F  und  unmittelbar  in  der 
Projektion  auf  F  zu  erhalten.  Man  kann  diesen 
Fall  stets  herstellen,  indem  man  eine  P,  senk- 
recht anf  6i  oder  e^  annimmt;  es  ist  dies  aber 
im  allgemeinen  nicht  vorteilhaft,  weil  mehr  Yer- 
richtongen   wie  bei   1)  nötig  werden.    —    Ffir 

^  I  ^t  ^^  ^i®  1-  Auflosung  unbrauchbar;  dann  [  /  ^»9.11. 

benutzt  man  die  auf  x^^  senkrechte  F3,  welche     J?'*^ 
man  am   besten  durch  P  legt,  bestimmt  die  Pig-  si* 

dritte  Spur  e^,  die  dritte  Projektion  P"'  und   P*j^^--^ 
fallt  P'^e'"  JLei,  so  ist  P^'Qf'^PQ,  F  Qf 
und  P"  Q"  ergeben  sich  daraus. 

3)  Ist  'K^^  ah  durch  zwei  sich  schnei- 
dende Gerade  gegeben,  so  ersetzt  man  die 
Sporen  durch  die  mit  ihnen  parallelen  Haupt^ 
linien  h^  und  A,  der  afr,  indem  man  beachtet^ 
daß  Ä/'  I  V  I  «•  Dann  kann  man  FQf  A^h;, 
yQ'  A^K  fUlen,  den  Schniti^iunkt  Q  von 
PQ  mit  ab  (85,  1)  und  die  wahre  L&nge  wmP'Q'^^PQ  be- 
stimmen. —  Bei  dieser  Angabe  sind  die  gegebenen  Spuren  <ler 
Ebene  vorteilhaft. 
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84    II,  92—94.   Punkt,  Gerftde  und  Ebene  in  unkrechter  Projektion  etc. 


98.  Aufg.  Den  Abstand  eines  gegebenen  Fünktes  P  von  einer 
gegebenen  Geraden  g  m  bestimmen. 

Aufl.  Die  von  P  wii  g  gefällte  Senkrechte 
PQ  ist  der  kürzeste  Abstand.  Da  aber  ein  rech- 
ter Winkel  PQ,  g  nicht  auch  einen  solchen  sar 
Projektion  hat,  so  erhält  man  den  Faßpunkt  Q 
nicht  unmittelbar;  wohl  aber  in  einer  _L^  durch 
P  gelegten  Ebene  (88).  Dieselbe  stellt  man  am 
Fig.  tt.      I    X       \\  einfachsten  durch  zwei  durch  P  gelegte  Haupt- 

linien \  und  h^  dar.    Man  schneidet  dann  die 
Ebene  \  h^  mit  ^  in  ^  und  bestimmt  PQ  =«  P'  ^'". 
Eine  zweite  Auflosung  ist  in  derjenigen 
der  folgenden  Aufgabe  enthalten. 

93.  Aufg.  Auf  einer  gegebenen  Geradeng 
einen  PunJct  M  m  besiimmeny  der  von  einem 
gegebenen  Punkte  P  den  gegebenen  Abstand 
a  besitet. 

Aufl.  Da  PR  in  der  Ebene  Pg  liegt» 
so  bringe  man  diese  Ebene  zunächst  durch 
Drehung  um  eine  Hauptlinie  in  eine  mit 
der  zugehörigen  F  parallele  Lage.  Dreht 
man  z.  B.  um  die  erste  Hauptlinie  PA 
(A  auf  ^y  P"Ä'  parallel  der  gedachten  Aze 
X  oder  J_  P"P'),  so  beschreibt  jeder  Punkt  B 
der  g  einen  Kreis,  dessen  erste  Projektion 

B'^'B").    (Wählt  man  B  so,  daß  FB^  |  x, 
so  ist  P"  jB"  gleich  der  wahren  Länge  PB, 
und  es  wird  JB"'  durch  FJB"'  ^  P'K  be- 
stimmt)   Die  ümlegung  Yon  g  ist   dann 
g"  *»  XB!".  Ein  in  der  umgelegten  Ebene 
Pg  aus  P'  mit  dem  Halbmesser  a  beschrie- 
bener Kreis  schneidet  nun  die  g'"  in  den  zwei  Punkten  B''\  8'\ 
welche   nach  der  Wiederaufrichtung  nach  J2',  S'  auf  g'  gelangen 
{^"P:  und  S"'S'  J,  P'Ä),  aus  denen  sich  TT',  S"  auf  g    ergeben. 
JB  und  S  bind  dann  die  beiden  Lagen  des  gesuchten  Punktes. 

Auch  den  senkrechten  Abstand  des  P  von  g  würde  man  als 
Abstand  TT  {±g'')  des  F  von  g",  und  daraus  ^,  Q'  erhalten. 
PliS  iat  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  PQ  seine  Höhenlinie. 

94.  Aufg.  Ben  Jcürgesten  Abstand  zweier  gegebenen  Geraden  g 
und  h  m  bestimmen. 

Aufl.  1.    Schneiden    sich    die   Geradon,    so  ist  ihr   kürzester 
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Abätand  NuU,  sind  sie  parallel,  so  kann  er  von  jedem  Punkt  einer 
jeden  der  Geraden  ans  gemessen  werden;  im  allgemeinen  Falle,  in* 
welchem  die  Geraden  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  wird  ihr  kür- 
zester Abstand  sich  als  der  aaf  beiden  Geraden  senkrechte  ergeben. 
Um  ihn  zu  bestimmen,  l^e  man  durch  einen  Punkt^  etwa  G,,  derxic.M. 
g  eine  Parallele  O^A  zu  A,  bestimme 
die  Spuren  e^  %  der  durch  g  und  G^A 
gehenden  Ebene  B,  so  ist  h  mit  E 
parallel,  hat  also  von  ihr  einen 
gleichförmigen  senkrechten  Abstand, 
welcher  als  BG  erhalten  wird,  wenn 
man  von  einem  Punkte  B  der  h 
eine  Senkrechte  BG  auf  S  föllt  und 
ihren  Schnittpunkt  C  mit  E  be- 
stimmt. Die  Parallele  CB  zu  h  ist 
dann  die  senkrechte  Projektion  von 
h  auf  B..  Man  schneide  CB  mit  g  in 
B  und  ziehe  BE  |  CB  ( J.  B),  welche 
die  h  in  einem  Punkte  E  schnei- 
den muß.   Es  ist  dann  BE  *»  CB, 

mit  der  wahren  Länge  E"W^,  der  auf  g  und  A  senkrechte  Ab- 
stand yon  g  und  %,  und  der  kürzeste,  weil  kein  Punkt  von  A  einen 
kürzeren  Abstand  von  einem  Punkte  der  B,  also  auch  nicht  von 
einem  Punkte  der  in  B  liegenden  jr  haben  kann.  (22  Operationen, 
welche  man  noch  um  zwei  yermindem  kann,  wenn  man  den  Schnitt- 
punkt B  der  g  mit  der  Ebene  A,  BC  nach  Nr.  86,  1)  bestimmt.) 

A\kfL  2.  Man  kann  zuerst  die 
Richtung  der  auf  g  und  A  senkrech- 
ten Geraden  erhalten  als  Schnitt- 
linie s  zweier  auf  ^,  bezw.  A  senk- 
rechten Ebenen  g^g^ ,  \  h^.  Dann  legt 
man  durch  einen  Punkt  B  der  h  eine 
Parallele  t  zas^  schneidet  die  Ebene 
ht  (ohne  Benutzung  der  Spuren, 
85,  1)  mit  jT  in  D,  so  ist  die  yon  h 
begrenzte  BE  1  s  der  gesuchte  kür< 
zeste  Abstand.    (20  Operationen.) 

95.    Übungsaufgabm. 

1)  Den  Abstand  zweier  Punkte 
zu  bestimmen,  wenn  a)  der  eine  in  dem  Quadranten  -{-  P^  —  P^, 
der  andere  in  —  P^  -f-  P,,   b)  beide  in  derselben  zur  Axe  senk- 
rechten Ebene  liegen. 


Fig.  35. 
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86        ^U  ^^'   Punkt,  Qemde  and  Ebene  in  senkrechter  Projekiton  etc. 

2)  Eine  durch  ihre  Projeklioneu  gegebene  Strecke  in  drei  gleiche 
Teile  zu  teilen. 

3)  Auf  einer  durch  ihre  Projektionen  gegebenen  Geraden  Ton 
€iinem  gegebenen  Punkte  derselben  eine  gegebene  Strecke  ubisuachnei- 
den.    (Zwei  Aufl.) 

4)  Den  Abstand  eines  Punktes  Ton  einer  zur  Axe  parallelen 
Ebene  zu  finden. 

5)  Den  Abstand  zweier  paralleler  Ebenen  zu  bestimmen. 

6)  Eine  Ebene  parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  in  einem 
gegebenen  Abstände  zu  legen.    (Zwei  Aufl.) 

7)  Die  zweite  Projektion  eines  Punktes  zu  finden,  dessen  erste 
Projektion  gegeben  ist^  und  welcher  von  einer  gegebenen  Ebene 
einen  gegebenen  Abstand  besitzt    (Zwei  Aufl.) 

8)  Den  Punkt  auf  einer  gegebenen  Ebene  zu  finden,  welcher 
Ton  P|9  P)  bezw.  die  gegebenen  Abstände  a^,  a^  besitzt.   (Vier  Aufl.) 

9)  Den  Punkt  einer  gegebenen  Ebene  zu  bestimmen,  welcher 
TOn  dreien  willkürlich  im  Baume  gegebenen  Punkten  gleich  weit 
absteht 

10)  Den  Abstand  eines  Punktes  tou  der  Axe  zu  bestimmen. 

11)  Den  Abstand  eines  Punktes  der  P|  von  einer  Geraden  der 
P,  zu  bestimmen. 

12)  Den  Abstand  zweier  parallelen  (Geraden  zu  ermitteln. 

13)  Eine  Gerade  zu  verzeichnen;  welche  mit  einer  gegebenen 
Geraden  in  einem  gegebenen  Abstände  parallel  liuft^  und  deren  erste 
Projektion  durch  einen  gegebenen  Punkt  der  F|  geht    (Zwei  Aufl.) 

14)  Eine  ^Gerade  parallel  zu  zweien  unter  einander  paralMen 
Geraden  in  gegebenen  Abstanden  von  denselben  zu  legen.  (Ver- 
mittelst einer  auf  den  Geraden  senkreckten  Hilfsebene.   Zwei  Aufl.) 

15)  Eine  Gerade  parallel  zu  dreien  unter  einander  parallelen 
gegebenen  Geraden  in  gleichen  Abstand^i  zu  legen. 

16)  In  einer  gegebenen  Ebene  eine  Gerade  zu  legen^  welche 
von  zweien  willkürlich  im  Baume  gegebenen  Punkten  gegebene  xAb- 
stande  besitzt  (Mit  Benutzung  des  geometrischen  Ortes  der  Ge- 
raden in  einer  Eb^ie,  die  von  einem  außerhalb  dieser  Ebene  i^elmniiii 
Punkte  einen  gegebenen  Abstand  besikst,  und  mit  Umlegung  Üer 
Ebene  in  eine  P.    Vier  Aufl.) 

17)  Den  kürzesten  Abstand  einer  Geraden  von  der  AdC9  an  Ibe- 
stimmen. 

18)  Zwischen  zwei  nicht  in  derselben  Ebene  liegende  gegebene 
Gerade  und  parallel  einer  gegebenen  Ebene  eine  gegebene  Streeke 
zu  legen.    (Zwei  Aufl.) 

19)  Gegeben:  die  beiden  Projektionen  einer  Geraden  g,  die  erste 
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II,  95-97.  Winkel  iwUcben  Geraden  und  Ebenen.  87 

Projektion  V  einer  Geraden  h,  und  von  dem  kürze.<iten  Absiande 
DE  beider  die  ersten  Projektionen  der  Endpunkte,  U  auf  g,  E' 
auf  h'i  gesucht:  die  zweite  Projektion  h"  von  h. 

20)  G^eben  (s.  19)  /,  g\  h\  U^  die  wahre  Große  Ton  DE^ 
gesucht  }i\    (Zwei  Aufl.) 

21)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine  Gerade  A  au  legeUi 
welche  von  einer  gegebenen  Geraden  g  den  gegebenen  Abstand  a  be- 
aitdit  und  in  einer  zu  g  senkrechten  Ebene  liegt   (Zwei  Aufl.) 

VUL  Winkel  awieohen  Ctoraden  und  Xbeiian. 

96«  Unter  dem  Wvnkd  0weier  Oeraden,  welche  sich  nicht  schnei- 
den;  versteht  man  den  Winkel  zweier  sich  schneidenden,  mit  jenen 
parallelen  Geraden.  Wir  brauchen  daher  nur  den  letzteren  Fall  zu 
betrachten. 

Aufg.  Dm  Winkel  noeier  sich  Bchneidendenf  durch  ihre  Frcjeh- 
tionm  gegebenen  Geraden  g  und  h  eu  bestimmen.  p.    ^ 

Aufl.   Ä  sei  der  gemeinschaftliche  Punkt  \  ^'  ng. m. 

Ton  g  und  h.  Man  schneide  g  und  h  durch 
eine  mit  einer  F  (etwa  P,)  parallele  Ebene 
in  Ol  und  H^,  lege  das  Dreieck  GiÄH^  um 
6^1Z|  in  diese  Ebene  nach  GiÄ^'H^  um 
{Ä"ÄV  X  öt  J3i,  A^V"  -  AB,  BÄ"  - 
V Ä')^  so  ist  dies  die  wahre  Gestalt  des 
Dreiecks  Gi^TJET,  und  O^r',  H^Ä"  bilden 
bei  A"  die  vier  Winkel  der  g  und  K 

97.  Sätee.  Daraus,  daß  die  Projektion 
eines  rechten  Winkels,  dessen  einer  Schenkel 
der  Projektionsebene  P  parallel  l&uft,  wieder 
ein  Rechter  ist  (86,  2),  folgt: 

1)  Ein  spitzer  Winkel  &a  —  a,  dessen  einer  Schenkel  h  parallel 
der  Projektionsebene  P  läuft,  hat  zur  Projektion  einen  Winkel 
Kd  «-  a ,  ^^  kleiner  oder  höchstens  gleich  a  ist  {^  h'ä  ^  «^  Aa). 
•^ h'a'  mm^^ha  gQt,  wenn  auch  a  |  P.  Findet  dies  nicht  statt,  so 
bilde  man  aus  dem  Winkel  ha  durch  eine  Senkrechte  /*  zu  &  ein  recht« 
winkliges  Dreieck  A/a,  dessen  Projektion  Vfa'  ist  In  beiden  Drei- 
ecken  sind  zwei  Winkel  und  zwei  Seiten  gleich  {^h'f  ~  ^hf^  90^ 
und  A'obA);  dagegen  ist  f<f,  woraus  folgt,  daß  dem  f  ein 
kleinerer  Winkel  als  dem  f  gegenflbersteht^  oder  daß  ^  Ka'  <  ^  Jbo. 
h  ist  dann  eine  HaiuffÜinie  und  f  eine  FaXUinie  der  Ebene  des  Winkels. 

Aus  denselben  recht^pnkligen  Dreiecken  folgt  '^fa>  ^fa'\ 
oder  ein  spitaer  Winkel  /a,  dessen  einer  Schenkel  f  eine  Falüinie 
seiner  Ebene  isi^  hat  zur  Projektipn  einen  Winkel  fa%  der  >^fa  ist. 
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88    n,  97—99.   Ftiokt)  Geiude  und  Ebene  ia  senkrechter  Projektion  etc. 

2)  Tn  der  Ebene  eines  Winkels  kann  durch  dessen  Scheitel 
eine  Haupt-  und  eine  Falllinie  gezogen  werden.  Ein  Winkel  ab  niuiy 
der  die  Hauptlinie  zur  Hälfte  einschließt,  die  Falllinie  aber  aas- 
schließt, hat  eine  verkleinerte  Projektion  ab'  (-^a'b'  <'^ab).  Schließt 
er  umgekekrt  die  Falllinie  zur  Hälfte  ein  und  die  Hauptlinie  aus, 
so  ist  *^  a  &'  >  ^  ab.  Dies  folgt  durch  Zerlegung  in  spitze  Winkel 
vermittelst  der  eingeschlossenen  Linie. 

3)  Schließt  ein  Winkel  ab  die  halbe  Haupt-  und  die  halbe  Fall- 
linie  beide  aus  oder  beide  ein,  so  kann  seine  Projektion  größer, 

gleich  oder  kleiner  als  er  selbst  sein,  oder  es  ist  '^a'V  ^'^ab* 

98.  Unter  den  umgekehrten  Angaben,  Geraden  unter  gewissen 
Wiukelbedingungen  gegen  andere  Gerade  zu  legen,  mag  folgende 
gelöst  werden. 

Vi«.  87.         Aufy.   In  Pj  eine  Gerade  h  jsu  legen,  wddie  die  gegebene  Gerade 

g  unier  dem  geg^xmen  Winkei  a  schneidet. 

Aufl.  h  muß  durch  die  erste  Spur  G  der 
g  gehen.  Fallt  man  aus  einem  willkürlichen 
Punkte  A  der  g  eine  Senkrechte  auf  h  mit 
dem  Fußpunkte  I?,  so  ht  ABG  ein  Dreieck, 
dessen  Gestalt  man  angeben  kann,  da  seine 
Seite  AG  gleich  der  wahren  Länge  A"G'" 
dieser  Strecke  ist  {A^G'"  «=  A'G'),  dessen 
^G^ct,  dessen  ^  JB  —  90^  ist  Aus  diesen 
Angaben  verzeichne  man  das  Dreieck  A"G'"Jff'\ 
In  seiner  ersten  Projektion  ÄG'ff  ist  G'A' 
gegeben,  G'IT  =  G'"B"\  ^  B'  —  90".  Mit- 
telst  des  aus  G'  mit  dem  Halbmesser  G'^W 
beschriebeneu  Kreises  und  seiner  beiden  Tan- 
genten aus  Ä  kann  man  zwei  solche  Dreiecke 
zeichnen  und  erhält  daher  die  zwei  Auflösungen  &'£".  G'B^\  Die- 
selben werden  reell,  wenn  G'B'  <  G'A\  d.  i.  auch  6'"jB'"  <  &"A^ 
und  dann  ^  «  <  ^ Ä'G'"A^  =  ^  AGÄ,  d.  i.  ^  «  <^99  ist 

99.  Übungsaufgaben. 

1)  Den  Winkel  zweier  Geraden  zu  bestimmen,  deren  eine  mit 
P^  parallel  ist 

2)  Den  Winkel  der  beiden  Spuren  einer  Ebene  zu  bestimmen. 

3)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Gerade  zu  legen,  welche  eine 
gegebene  Gerade  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneidet.  CZwei  Aufl.) 

4)  JjDi  einer  gegebenen  Ebene  E  eine  Gerade  h  zu  legen,  welche 
eine  nicht  in  B  liegentie.  Gerade  g  uniier  dem  gegebenen  Winkel  a 
schneidet    (Zwei  Aufl;)  —  Man  falle  aus  einem  Punkte  A  der  g 


Digitized  by 


Google 


Ily  99—101.   Winkel  zwischen  (^cnidcii  und  Ebenen. 


89 


eine  Senkrechte  auf  E,  bestimme  deren  Fußpunkt  und  den  Schnitt- 
punkt der^  mit  B,  lege  dann  B  sammt  diesen  beiden  Punkten  in 
eine  P  um  und  verfahre  weiter  nach  Nr.  98. 

5)  Eine  Gerade  h  soll  eine  gegebene  Oerade  g  unter  dem  ge- 
gebenen Winkel  a  schneiden;  h"  zu  finden,  wenn  noch  h'  gegeben 
isi  (Zwei  Aufl.)  —  Die  erste  projicirende  Ebene  von  h  ersetst  die 
Ebene  B  der  Torigen  Aufg. 

6)  Die  Projektionen  der  Halbinmgslinie  eines  durch  seine  Pro- 
jektionen gegebenen  Winkels  su  yerzeiehnen. 

7)  Von  einem  Winkel  gh  ist  die  sweite  Projektion  g'h"  und 
die  erste  Projektion  </  des  einen  Schenkels  gegeben;  h'  so  zu  be* 
stimmen,  daß  ^gh^^g'h'\   (Zwei  Aufl.) 

100.  unter  dem  Wifikd  tmer  Geraden  g  mit  einer  Ebene  B 
versteht  man  den  kleinsten  Winkel,  welchen  g  mit  einer  Geraden 
der  B  bildet,  und  man  weiß,  daß  dies  derjenige  der  g  mit  ihrer 
Projektion  auf  B  ist. 

Äufg.  Den  Winkd  a  einer  gegebenen  Geraden  g  nUt  einer  ge- 
gebenen Ebene  B  m  bestimmen. 

Aufl.  Der  Winkel  der  g  mit  ihrer  Projektion  auf  B  ist  offen- 
bar das  Komplement  des  Winkels  der  g  mit  einer  zu  B  senkrechten 
Geraden  s.  Ist  nun  B  durch  seine  Spuren  ^,6^  Fig.  sg. 

1,  80  ist  die  8  bestimmt  durch  5'  J.  e,, 


8*  X  ^.  Ist  B  durch  einen  Punkt  E  und  eine 
Gerade  e  gegeben,  so  lege  man  in  B  durch  E 
eine  erste  Hauptlinie  h^  und  eine  zweite  ^ 
wonach  s'  JLW  s"  J.Aj"  gezogen  werden  kann. 
Dann  ermittele  man  den  Winkel  gs^^g'd" 
(96),  worauf  man  dessen  Komplement  a  durch 
eine  Senkrechte  zu  d"  erhält. 

101*  unter  Tafelnrigung  y  einer  Geraden 
g  versieht  man  ihren  Winkel  mit  der  Tafel  P, 
d.  i.  ihren  Winkel  mit  ihrer  Projektion 
auf  P;  man  unterscheidet  or^  Tafd- 
neigung  oder  erste  Neigung  yi  =  ^  gg, 
mit  Pj,  zweite  Neigung  y^^'^gg^ 
mit  Pg  u.  s.  w. 

Aufg.  Die  beiden  Tafdneigungen 
Vi  f  7t  ^^^'  gegebenen  Geraden  g  m  be- 
stimmen. 

Aufl.  Man  lege  die  erste  projid« 
rendo  Ebene  ggf,  welche  y^  enthält,  um 
ihre  zweite  Spur  G^'G^'  in  Pg  um,  so 


nt-3s. 
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90    IIi  lOi— X03.   Punkt,  Gerade  uod  Ebene  in  senkrechter  Projektion  etc. 

gelangt  G/  nach  G/"  auf  x,  und  e«  ist  ^  G^Gl"G^'  -«  y,.  Durch 
Uailegu;ig    der    zweiten   projicireuden    Ebene    in   F|    erhält    mau 

102.  Sat»  1.  Die  Summe  der  beiden  Tafelneigungen  einer  Ge- 
raden g  ist  kleiner  oder  gleich  einem  Hechten,  d.  i.  y,  -f-  Y%  ^  90^. 

Fig.  8».  Denn  das  rechtwinkUge  Dreieck«;' ff/"  ö;  zeigt,  daßyi+^6V'«-90^; 
^ffa"  ist  aber  der  Winkel,  den  g  mit  der  Ö/ff,'  in  P,  bildet^  so 
daß  (100)  ^  ff/'  > }/,;  woraus  der  Satz  folgt.  Die  Gleichheit  gilt, 
wenn  ff/' ff/  mit  /'  zusammenfallt,  d.  h.  wenn  g  A^x. 

Säte  2.  Bezeichnet  man  die  Strecke  ff^ffg  und  ihre  Projek- 
tionen bezw.  mit  g^  g\  ^%  so  zeigen  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
mit  den  Winkeln  y^  und  f^ 

J-  — cosy,,     ^— cosy,, 

wobei  ff]  und  ff^  offenbar  durch  willkürliche  Punkte  der  Geraden 
ersetzt  werden  dürfen.  Das  Verhältnis  der  Projektion  einer  Strecke 
zu  der  Skecke  selbst  heißt  ihr  VerkärgungsvetliäUnis  und  ist  gleich 
dem  Cosinus  der  Tafelneigung  der  Geraden. 

103.  Äufg.  Durch  einm  gegAenen  timkl  P  eine  Gerade  g  fmitr 
gegebenen  Tafdw^ngen  Yu  ft  M  legen,    Bedingung:  yi  +  y^^  90^. 

Au/l  Legt  man  durch  P  eine  Gerade  PA,  welche  mit  der 
ersten  Projicireuden  PP'  den  Winkel  90**  —  y^,  also  mit  P^  den 
•^  y^  bildet  und  läßt  dieselbe  sich  um  PP'  drehen,  so  erzeugt  sie 
einen  geraden  Kreiskegel,  dessen  Eneugende  die  Gesammtheit  der 
aus  P  mit  der  ersten  Tafelneigung  y^  gelegten  Geraden  sind,  zu 

denen  daher  g  gehören  muß.  Legt 
man  eb^so  um  PP"'  als  Axe  einen 
zweiten  Eegel,  dessen  Erzeugende 
(z:  B.  PB)  gegen  P,  die  Neigung 
-><'  yg  besitzen,  so  muß  g  auch  eine 
Erzeugende  dieses  Kegels  sein.  Um 
die  gemeinsamen  Erzeugenden  beider 
Kegel  mit  der  gemeinschaftlichen  Spitze 
P  zu  finden,  begrenze  man  beide  durch 
Kreise,  welche  von  P  gleiche  Abstände 
PA^^PB  besitzen  und  sich  daher 
treffen,  dann  sind  die  Verbindungs- 
linien ihrer  Schnittpunkte  mit  P  die 
Flg.  40.       ^^.^  ^y^         gesuchten  Geraden  g.  —  Zur  Ausf&h- 

rung  ziehe   man  PA  \  P,,  also  P^Ä 
parallel    zu   der   gedachten   x,   P" Ä'   derart,   daß   -^  F P" Ä\ 
s»  90^  —  y^,  so  beschreibt  ein   willkürlicher  Punkt  A  derselben 
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eineii  mit  P^  parallelen  Kreis,  desseu  erste  Projektion  der  aus  V 
durch  Ä  gelegte  Kreis ,  desseA  aweite  die  su  x  parallele  Ä'  V. 
Ebenso  ziehe  man  Pi?  |  Pi,  also  'P'Il*\x,  FIf  derart,  daß 
^  PTI}^  —  90°  _  y„  mache  FB'  —  F'Ä',  so  beschreibt 
B  den  Kreis  B^C'D\  K  C  Bf'.  Die  gleichnamigen  Projektionen 
beider  Kreise  schneiden  sich  in  C,  D'  und  C'\  B",  wobei  C  C  nnd 
U  Bf'  ±.x^  also  räumliche  Schnittpunkte  0,  B  darstellen.  Die  räum- 
lichen Kreise  (die  auf  derselben  Kugel  liegen)  müssen  sich  räum- 
lich schneiden,  weil  beide  mit  allen  ihren  Punkten  gleich  weit  Ton 
P  abstehen  {BA  -»  BB)\  daher  müssen  die  Schnittpunkte  des  einen 
mit  der  Ebene  des  anderen  auf  diesem  anderen  Kreise  liegen,  da 
dieser  die  Gesamtheit  der  Punkte  seiner  Ebene  enthält,  welche 
Ton  P  jenen  Abstand  besitzen.  —  Trägt  man  B'  B!  in  Gedanken 
auf  der  entgegengesetzten  Seite,  wie  vorhin,  Yon  B'  aus  auf,  so 
erhält  man  einen  dem  zweiten  gegenüberstehenden  Kegel,  welcher 
noch  die  Punkte  JE^,  F  bestimmt.  Daher  sind  die  Geraden  PC,  BB^ 
PZ,  BF  die  Tier  Auflösungen  der  Aufgabe;  die  Geraden  fallen  in 
jeder  Projektion  zu  zwei  in  einander. 
104.  Übwufsaufgabep^ 

1)  Den  Winkel  einer  gegebenen  Ebene  mit  der  Axe  zu  be- 
stimmen. 

2)  Von  einer  Geraden  g  die  g'  zu  finden,  wenn  g%  G^  und 
^)  Yi^  o^®'  ^)  Y%  gegeben  sind.  (Zwei  Aufl.) 

3)  In  einer  gegebenen  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt  der- 
selben eine  Gerade  nnter  gegebener  erster  Tafelneigung  y^  zu  legen. 
CZwei  Aufl.) 

4)  In  einer  gegebenen  Ebene  B  durch  einen  gegebenen  Punkt 
deroelben  eine  Gerade  zu  legen,  welche  einen  gegebenen  Winkel  a 
mit  einer  gegebenen  Ebene  F  bildet  (Zwei  Anfi.) 

5)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine  Gerade  zu  legen, 
welche  mit  einer  gegebenen  Ebene  B  einen  gegebenen  Winkel  s 
und  mit  einer  F  einen  9)  bildet  (yier  Aufl.).  Durch  Dmlegung  der 
B  in  P  und  dann  nach  Nr.  103  zu  lösen,  unter  weiterer  Benutznng 
einer  zur  Schnittlinie  der  B  und  F  senkrechten  Projektionsebene 
zur  Ermittlung  der  Schnittlinie  der  Ebenen  jener  beiden  Kreise. 

6)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  zu  legen,  welche 
die  Axe  in  einem  gegebenen  Punkte  und  unter  einem  gegebenen 
Winkel  schneidet.   (Zwei  Aufl.) 

7)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  zu  legen^  welche 
eine  gegebene  Gerade  in  einem  gegebenen  Punkte  unter  einem  ge- 
gebenen Winkel  schneidet   (Zwei  Anfl.) 
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S)  Durch  eine  gegebene  Gerade  g  eine  Ebene  zu  legen,  welche 
eine  gegebene  Gerade  h  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneidet 
(Zwei  Aufl.,  vergl.  7).) 

105.  Aufg.    Den  Winkd  u  moeier  gcgdfcnen  Ebenen  E  und  W 


SU 

wig.ii         Aufl.  1.    Die  Ebene  des  Winkels  a  steht  senkrecht  auf  der 
Schnittlinie  Ali  beider  Ebenen  und  schneidet  die  Ebenen  in  den 

Schenkeln  von  a.  Sind  A  und  £  die  erste 
und  zweite  Spur  der  Schnittlinie,  so 
lege  man  die  erste  Spur  E'F'  der  Win- 
kelebene X^l'J?',  schneide  diese  Ebene 
{E'F')  mit  Ci  in  £'  mit  /;  in  F'  und 
mit  AB  in  C,  so  enthält  das  Dreieck 
E'CF'  bei  ü  den  Winkel  a.  Um  die 
Yon  G  ausgehende  Höhenlinie  dieses 
Dreiecks  zu  ermitteln,  beachte  mau, 
daß    ihr  Fußpunkt  1/   der  Schnitt- 
punkt   von    A'B'    \md,E'r    ist, 
le^e   AB  mit  ihrer  ersten  projicirenden   Ebene  nach  AB"'   um 
{ÄffB"'  —  OO^»,  jB' JT"  —  JB' JT'j  und  ziehe  D'C"  J.  AB'''  als  um- 
gelegte  Höhenlinie.    Tragt  man  dann  in  B'Ä  die  IfG^^  ^HC" 
auf,  so  ist  E'C^^F'  die  wahre  Gestalt  des  LE'CF  und  zeigt  bei 
C^^  den  Winkel  a  als  einen  der  vier  Winkel  der  beiden  Ebenen. 
(9  Operationen). 

Aufl.  2.  Man  lege  aus  einem  Punkte  eine  Senkrechte  zu  jeder 
Ebene,  bestimme  deren  Winkel,  so  sind  sie  dieselben,  wie  die  der 
beiden  Ebenen.  Bei  diesem  Verfahren  sind  14  Operationen  gegen 
9  bei  dem  ersten  notwendig.  Wenn  beide  Ebenen  durch  die  Pro- 
jektionen je  zweier  Geraden  gegeben  sind,  so  muß  man  zuerst  die 
Spuren  oder  die  Haupilinien  von  beiden  bestimmen. 

106.  Aufg.  Die  beiden  Tafelneigungen  £, 
und  s^  einer  gegebenen  Ebene  B  jn/^  bestimmen, 
1^^  das  sind  die  kleineren  der  Winkel,  welche 
E  mit  P|,  bezw.  F^  bildet. 

Aufl.  Als  die  Ebene  des  Winkels  £|  (J.  ^i) 
nehme  man  B^AD"  {A  auf  x,  B^A  -L  c,,  AL^* 
A_x)  an;  ihre  Schnitte  mit  P^,  P^  und  E  bil* 
den  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  das  in  seiner 


Fig.  41. 


Fig  41 


Umlegung   um    D"A   in   die  P. 
seiner    zweiten    Kathete    AB"' 
zeichnet,    den 


2> 


vermittelst 

=  AS'    ge- 

^  AB"'J)"  -  «i    liefert 
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Ebenso  ergibt  die  auf  ^   senkrechte  Ebene  CAF"  den  Winkel 

Sai0.  Die  Summe  der  Tafelneigungen  einer  Ebene  ist  größer 
oder  gleich  einem  rechten  Winkel,  oder  s^  +  £,  ^  90*^*  Denn  die 
beiden  Dreiecke  AB"'' IT'  und  AC" F'  geben  «^  +  ^  IX'  —  90^ 
AC'  ^  Aiy,  Ar  ^  AS"\  woraus  «,  ^  JD"  und  *,  +  ^,  ^  9(y>. 
Die  Gleichheit  findet  statt,  wenn  AC"  mit  -42)"  und  AB'  mit  ^F' 
zusammenföUt,  also  e^^e^^x  ist. 

107.  ^u/^.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  B  unter 
geg^nen  Tafelmigungen  s^jS^  ssu  legen.  Es  muß  «j  ^  90^,  £,  .<  90**, 
Si  +  h^  90^. 

-4tt/Z.  Den  gegebenen  Punkt  I)  wollen  wir  als  ZX'  in  P,  an-wgii. 
nehmen,  wodurch  die  Figur  etwas  übersichtlicher  wird;  andernfalls 
kann  man  vermittelst  einer 
durch  den  Punkt  parallel  F^ 
gelegten  Hilfsebene  in  der- 
selben Weise  verfahren.  Unter 
Anschluß  an  die  vorherge- 
hende Aufgabe  legen  wir 
durch  D  eine  Ebene  von  der 
ersten  Grundneigung  b^,  so 
ist  das  Winkelch'eieck  nach 
seiner  ümlegung  in  Pj  ver- 
mittelst D''A,  9(fi  und  ^^ 
als  jy AB!*'  zu  verzeichnen. 
Daraus  folgt  für  die  Spur 
Ci,    daß    ihr    Abstand    von 

A  *»  AB!"  sein,  oder  daß  e^  den  aus  A  durch  B!"  gelegten 
Kreis  berühren  muß.  Von  dem  durch  denselben  Punkt  A  der  Axe 
geführten  und  in  P^  umgelegten  Winkeldreieck  mit  dem  Winkel  e^ 
ist  uns  nur  d^ex  rechte  Winkel  F AG'"  oder  F*' AG"  und  der 
Winkel  bei  ü"  >»  «s,  aber  keine  Seite  bekannt  Beide  durch  A 
gehende  Winkelebenen  stehen  aber  auf  E  senkrecht,  enthalten  also 
den  kürzesten  Abstand  des  Punktes  A  von  S,  als  Abstand  des  A 
von  der  Hypotenuse  des  Winkeldreiecks.  Daher  müssen  beide 
Hypotenusen  der  umgelegten  Dreiecke  denselben  aus  A  beschrie- 
benen Kreis  berühren,  woraus  nun  die  zwei  Dreiecke  F' AC"  und 
F^'AC"  bestimmt  sind.  Aus  ihnen  folgt,  daß  ej  durch  JP'  oder 
F*'  gehen  und  daß  e^  den  aus  A  durch  C"  gelegten  Kreis  berühren 
muß.  Daher  ist  in  Verbindung  mit  den  vorhin  erhaltenen  Be- 
dingungen E  überschüssig  bestimmt.  Man  erhält  vier  Auflosungen: 
die  Ebenen  F S^IX',  F E^^iy',  F*' E* D",  F^'E^I/'',  sie  bilden' 
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eine  Pyramide  mit  der  rhombischen  Gnindfigar  FE^F^'B^  Qtid 
der  Spitze  D. 

108.    Übungsaufgaben. 

1)  Gesucht  wird  von  einer  Ebene  £  die  e^t  wenn  gegeben  sind 
a)  e^  und  «i»  b)  e^  und  e^,  (Zwei  Aufl.) 

2)  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Ebene  unter  gegebener 
erster  Neigung  s^  zu  legen.   (Zwei  Aufl.) 

3)  Eine  Ebene  zu  legen,  welche  eine  gegebene  Ebene  in  einer 
gegebenen  Geraden  derselben  unter  einem  gegebenen  Winkel  schnei- 
det.  (Zwei  Aufl.) 

4)  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Ebene  zu  legen,  welche 
a)  die  beiden  P,  b)  zwei  gegebene  Ebenen  S  und  F  unter  gleichen 
Winkeln  schneidet.   (Zwei  Aufl.) 

5)  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Ebene  zu  legen,  welche 
eine  gegebene  Ebene  S  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneide! 
(Zwei  Aufl.) 

6)  Von  zwei  Ebenen  B,  F,  die  sich  unter  einem  gegebenen 
Winkel  schneiden  sollen,  sind  ß|,  f^  und  die  erste  Projektion  eines 
außerhalb  Pj  liegenden  Punktes  ihrer  Schnittlinie  gegeben,  man 
soll  e^  und  f^  bestimmen.   (Vier  Aufl.) 

7)  Einen  Winkel  auf  den  Horizont  zu  reduciren,  d.  h.  die  Hori- 
zontalprojcktion  eines  gegebenen  Winkels  y  zu  bestimmen,  fUr 
welchen  die  ersten  Neigungen  a  und  ß  der  Schenkel  gegeben  sind. 
Man  nehme  den  Scheitel  C  in  P^  außerhalb  x  an,  lege  in  P^  durch 
C  zwei  Linien  CA,  CB  unter  den  Winkeln  a  und  ß  gegen  a:,  be- 
trachte CA  als  den  einen  Schenkel  Ton  y^  und  drehe  CB  um  die 
Vertikale  dos  C,  bis  ^  AGB  «-  y  ist 

IX.  Ändenmg  der  Projektionsebenen. 
109,  Die  meisten  Aufgaben  der  darstellenden  Geometrie  lassen 
sich  bei  besonderen  Lagen  der  gegebenen  Raumgebilde  gegen  die 
Projektionsebenen  besonders  leicht  lösen,  und  um  diese  vorteilhaf- 
teren Lagen  herzustellen,  waren  wir  bisher  Sfter  zur  Annähme 
neuer  Projektionsebenen  P  veranlaßt  Der  Obergang  zu  einer  neuen 
P  ist  leicht,  wenn  diese  senkrecht  auf  einer  früheren  steht,  und  des- 
wegen wählt  man  sie  in  dieser  Weise  und  reicht  damit  gewöhnlich 
aus.  Doch  wollen  wir  jetzt  noch  den  allgemeinen  Fall  betrachten, 
und  auf  zwei  neue  auf  einander  senkrechte,  sonst  aber  beliebige  P 
übergehen. 
»«.4^        Ai^fg.   Von  einem  Punkte  P  sind  die  Projektionen  F,  P"  auf 
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Pi,  Pj  gegdfcn,  man  soU  seine  I^ojeJsHanen  P^^,  P^  auf  noei 
neue  auf  einander  senkredde  Ebenen  1?^,  P5  hesHmmeny  wmmi  P4 
durch  ihr.  l^ren  A!  BqC"  und  die  Aane  s^  durch  ihre  eine  Pro^ 
jektion  ÄC  gegd>en  ist;  man  soll  dabei  P4  und  P5  in  P|  {oder  Pg) 
unüpgen. 

Aufl.  Man  nehme  eine  auf  P^  und  T^^  also  auf  ihrer  Schnitt- 
linie ä'Bq  senk  echte  Zwischenebene  P^  an,  die  man  durch  die 
zweite  Spur  0  der  AC  lege; 
sie  ist7yC'C",(/yC'±^'JBo), 
und  lyC  '^  Xi^  bildet  die 
Axe  zwischen  P|  und  P,.  Von 
der  Kette  der  fttnf  Ebenen 
P,  Pi  P3  P4  Pj,  wovon  je 
zwei  auf  einander  folgende 
auf  einander  senkrecht  stehen^ 
lege  man  P,,  unter  gedachter 
Mitbewegung  von  P^  und  P5; 
in  Pi;  dann  P^,  unter  Hitbe- 
wegung von  P5,  in  die  ver* 
einigten  P^  und  P|,  und  zu- 
letzt P5  in  die  vereinigten 
P4y  Ps  und  P^  um.  Bei  der  Umlegung  der  P,  in  P|  erhält  man  F"\ 
indem  man  P'  P"'  JuX^^  zieht  und  in  einem  beliebigen  Sinne  den 
Abstand  P""' Z23 -»  Abst.  P'' x^^  auftragt  P  ist  nun  auch  durch 
P^y  P^"  bestimmt  Der  Schnitt  P3  P4  oder  DC  legt  sich  mit  P, 
nach  IT  CT"  um,  wenn  JO'C'O'"  —  90«,  C'C'"  — CO",  ffierbei 
müssen  G'  C"  und  Abst  P"'  x^^  gleichen  oder  entgegengesetzten 
Sinn  von  x^^  aus  haben,  je  nachdem  dies  fQr  Cd"  und  Abst 
P"  Xi^  von  Xi^  aus  der  Fall  ist  Es  ist  nun  2/  C"  die  umgelegtä 
Axe  0^34,  durch  welche  die  auf  P,,  oder  nach  deren  Umlegung  in 
Pj,  die  auf  P^  senkrechte  P4  geht  Legt  man  jetzt  P4  um  x^  in 
Pj  (und  PJ  um,  so  erhält  man  P^^  durch  P"'  P^^±x^  und  Abst 
P^^x^  ■«  Abst  P'  Xi^.  Die  Axe  x^^  oder  AC  legt  sich  mit  P4  um; 
G  bleibt  in  G"\  DA,  welches  in  P4  senkrecht  auf  DG  ätebt, 
kommt  nach  ZX-i'"  (J.  2X0"'  und  —  D'^'),  also  x^  nach  C''Ä". 
Legt  man  nun  P5  um  x^^  in  P4  (und  P,)  um,  so  erhält  man  P'^ 
durch  P^^P^  _La:45  und  Abst  P''a?45  —  Abst  P"'x^^  wobei  wieder 
die  Lagen  von  Ä''  und  P^^  gegen  x^  gleich-  oder  verschiedenartig 
sind,  je  nachdem  dies  mit  Ä  und  P^  gegen  ^,3  der  Fall  ist  Somit 
sind  pjypy  mit  der  Axe  x^  die  gesuchten  Projektionen  auf  die  in 
Pi  umgelegten  Ebenen  P4,  P5.  —  Man  hätte  aaoh  P4  unniitteibur 
um  ÄB^  in  P,   umlegen   und  P5  mitnehmen   können,  allein   der 
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gewählte  Oang  empfiehlt  sich  durch  die  Wiederholung  eioes  und 
desselben  Yeifahrens,  schfitzt  also  besser  vor  Irrtum  und  ist  noch 
dazu  um  zwei  Operationen  kfirser«*) 

110,  Wenden  wir  dies  Verfahren  an  auf  die 
Aufg.   Dm  hürgesten  Abstand  etoeier  gegebenen  Oeraden  AB  und 
CD  0U  bestimmen, 

Aufl.  Die  Aufgabe  ist  leicht  zu  lösen,  wenn  die  eine  F  paralleK 
zu  beiden  Geraden  liegt;  dann  sind  die  Projektionen  der  Geraden  auf 
die  andere  P  unter  einander  parallel  und  geben  unmittelbar  den  ge- 
^suchten  x\bstand,  während  die  ersten  Projektionen  in  ihrem  Schnitt- 
punkte den  Ort  dieses  Abstände»  bezeichnen.  Indem  wir  aber  hierbei 
fast  zu  derselben  Anschauung  wie  in  Nr.  94, 1)  gelangen,  wollen  wir 
vielmehr  beachten,  daß  eine  andere  vorteilhafte  Lage  der  P  die  auf 
einer  der  beiden  Geraden  senkrechte  ist.  Diese  Gerade  erscheint 
hier  als  Punkt^  dessen  Abstand  von  der  Projektion  der  andern  Ge- 
raden  der  gesuchte  ist;  in  einer  auf  dieser  P  senkrechten  anderen 
P  erscheint  der  Abstand  parallel  mit  der  Axe  und  sein  Ort  kann 
leicht  ermittelt  werden. 
Hg  4&.  Man  nehme  als  P4  eine  auf  AB  senkrechte  Ebene,  und  als  P^ 
eine  auf  P^  und  P4  senkrechte,  also  mit  der  ersten  projicirenden 

Ebene  der  AB  paral- 
lele Ebene,  etwa  diese 
selbst  an.  Dann  ist 
A'B''^  ar^g  und  man  er- 
hält in  bekannter  Weise 
nach  der  Umlegung  die 
dritte  Projektion  der 
gegebenen  Geraden  in 
ÄBr'\  C"'Df'\  Legt 
man  nun  eine  Senk- 
rechte zu  Ä  B^"  als 
x^^  so  erhält  man  als 
vierte  Projektion  von 
-AB  den  Punkt  JB^^  und 
von  CD  die  C^^D'^, 
wobei  z.  B.  Abst  C'^x^ 
—AhBtC'x,^.E'^F''' 
(XC^^IK^)    ist   dann 


"*)  Dieaes  Verfahren  rOhrt  in  seinen  Omndxfigen  von  BeUatiHa  (geomotria 
deeorittiva,  1851,  6.  49)  her  und  ist  von  OMgler  (descript  Geom.,  8.  Aufl.,  1867, 
8.  96)  vervollständigt  worden. 
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die  wahre  Länge  des  gesachten  kürzesten  Abstandes,  voraus  F'"  E"* 
(±  AB"),  daraus  FE'  und  hieraus  F'E"  folgt  (26  Operationen 
gegen  20  bis  22  in  Nr.  94.) 

Man  beinerkty  daß  hier^  verglichen  mit  dem  altgemeinen  Falle, 
eine  P  erspart  wird,  indem  nur  eine  neue  P,  die  P4,  eine  bestimmte 
Stellung,  XÄBj  einnehmen. soll,  so  daß  P3  schon  die  Stelle  der  P5 
vertreten  kann. 

111.  Übutigsaufgäbe.  Eine  gegebene  Strecke  a  parallel  mit 
einer  gegebenen  Ebene  B  zwischen  zwei  gegebene  Gerade  g  und  h 
einzuschalten  (so  daß  ihr  einer  Endpunkt  auf  g,  ihr  anderer  auf  h 
liegt).   (Zwei  Aufl.) 


Wien«r,  tiehrbncli  der  darsto.ienden  Oeometrir.  t 
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ni.  Abschnitt 
Benutziuig  einer  eiuigen  Projektionsebene. 

L   Zwei  parallele  Spttrebenen. 

1^2«  Zwei  parallele  Spurebenen  und  ihre  Projektion  auf  eine 
derselben  sind  nötzlich  bei  Aufgaben  über  geradlinige  Flächen,  so 
auch  bei  der  Bestimmang  der  Schnitte  der  Vielflache,*)  weswegen 
hier  einige  Grundaufgaben  mittelst  derselben  gelöst  werden  sollen. 

Darstdltmg  von  Gerade,  Ebene,  Punkt.  Benutzt  man  eine  Ebene 
F^  als  ei$uige  PtojekUans-  umd  erste  Spurebene,  und  eine  mit  ihr 
parallel  im  Abstände  a  gelegte  Ebene  P,  als  0weifs  Spur^beney  so 
ist  eine  Gerade  g  durch  ihre  erste  Spur  G^  und  die  senkrechte  Pro- 
jektion G^  ihrer  zweiten  Spur  [G^  bestimmt;  ihre  Projektion  ist 
g'  =  G^G^.  Für  g ±V^  fallt  G^  in  G^,  für  <^^,  P,  —  46<>  ist 
&i  (7}  «>  a.  —  Eine  Ebene  E  wird  durch  ihre  erste  Spur  e^  und 
die  Projektion  e^  ihrer  zweiten  Spur  {e^  dargestellt,  wobei  e^\e^. 
Für  BJ.Pi  fällt  e^  in  e^,  fftr  ^  BPi  «.  45®  ist  Abstand  Cj  e,  -«  a. 

Ein  Punkt  P  wird  durch  die  Projektionen  P^,  Pj  der  Spuren 
einer  durch  ihn  gehenden  Hilfsgeraden  j»,  des  Trägers  des  Punktes, 
und  durch  seine  auf  P^  P,  liegende  Projektion  P'  dargestellt  Man 
darf  nicht  p±T,  stellen;  für  ^p  P^  —  45®  ist  P^P^^a  und  FP^, 
P^P^  sind  bezvf.  gleich  den  Abstanden  des  P  von  P^  und  Pg. 

Eine  mit  P^  parallele  Gerade  g  wird  durch  ihre  Projektion  g' 
und  einen  auf  ihr  liegenden  Punkt  G  (mittelst  G'  und  eines  Tragers 
H^H^  des  6),  eine  mit  P^  parallele  Ebene  B  durch  einen  in  ihr 
liegenden  Punkt  E  (mittelst  E'E^E^  dargestellt. 


*)  Diese  BenutzuDg  geschah  Ton  dem  VerlasBer  in  cMii&en  Vortr&gen  seit 
einer  &eihe  yon  Jahren.  Herr  Füdler  teilte  nuterdessen  in  einem  Anfsaiu 
„Nene  elementare  Projektionsmethoden?"  (Vrtjschr.  d.  Züricher  natorforsoh.  G^ea., 
1879t  B.  24)  ein  allgemeinere«  Verfahren  mit,  das  zwei  heliebige  Ebenen  nnd 
die  Centr&lprojektioQ  anwendet,  und  das  theoretisch  interessant,  wenn  auch 
für  die  genannten  Anwendungen  weniger  geeignet  ist.  — -  Andererseits  hat 
Herr  von  P^chka,  wie  stihon  in  Kr.  40  angefahrt  wurde,  behu&  Lösung  der 
Gmndaüfgaben  vermittelst  schiefer  Projektion  denselben  Qmadgedanken  zweier 
parallelen  Spurebeneu  t^ngewendet   (8itcb.  d.  Wien   Akad.,  1877). 
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Fig.  46. 


F|g.i7. 


Fig;48L 


HS,   1)  Aufg.   Die  Sdmittlmie  g  0weier  gegebenen  Ebenen  B,  F  üig.  m. 
zu  bestimmen. 

Aufl.  Eb  iat  Oj^  ^  hf\  d^'  Bchnitt- 
VaadktL  von  e^  \md  /J,  G^  ■=•  ^/if  9  ■■  ^^  G^. 

2)  ^ti/^.  1>S9I  iScft»i<^n^  F  einer  gegebenen 
Ebene  B  int<  ^firar  gegebenen  Geraden  g  $u  be- 
stimmen, 

Anfl.  Man  lege  darch  g  die  Hüfsebene  H, 
also  \  durch  Gi,  A^  |  A,  durch  G^,  so  trifft 
die  Schnittliiiie  i  von  B  und  H  die  g  is  P. 

3)  Ztcei  Gerade  g  und  h  schneiden 
siA,  wenn  sie  in  einer  Ebene  liegen,  d.  i. 
wenn  G^H^  IG^H^. 

114.  Aufg.  Den  Abstand  eines  ge- 
gebenen PurUctes  P  von  einer  gegtSbenen 
Ebene  eu  bestimmen, 

Aufl.  l.   Es  sei  P  durch  einen  be- 
liebigen Trager  p  '^  F^P^  gegeben.  Die 
von  P  auf  £  gefällte  Senkrechte   pro- 
jicirt  eich  in  P'<^  ±,eij  welche  die  ei 
in  J^iy  die  6^  in  E^  Bchneidet.    Legt 
man  die  projicirende  Ebene  Ton  F  Q^ 
in  P|   um,  80   gelangt  EiiE^)  nach 
jBj^,",  wenn  £j"  inei  undSji;,"— a;     ^    ^       , 
die  Projektion  von  p  auf  dieselbe  pro-  If^^^^^J^ 
jidrende  Ebene  gelangt  nach  P^'P^'V^ 
wenn  P^P^'  ±E^E^,   P/'  auf  E^E^, 
P,P,''±  E,E,,   E;'P^'  \  E,E,,  P'P" 
±E,E,,  P"  auf  P,"P,"\  P"  ist  dabei 
die  Umlegung  von  P.  In  der  Umlegung 
ist  dann  P^'Qf'  der  gesuchte  Abstand, 
wenn  P"  Q"  ±  E,E^'\  Q"  auf  E,  E,";  die 
Projektion  des  Fußpunktes  ist  Q'  auf  E^E^j  H     ^      Z 
wenn  g'Q'±E,E,/  ["^   ^*"^-> 

Aufl.  2.  Hat  man  den  Träger  p  unter  \ 
45^  gegen  P^  geneigt  angenommen,  wo- 
durch P,P^  -=  a,  so  wird  F  P'  -=  FP^, 
weil  FP^  der  Abstand  P,  P,  ist 

116.  Aufg,  Den  Winkel  a  einer  ge- 
gebenefi  Geraden  g  mit  einer  gegebeneft  Ebene 
B  eu  bestimmen, 

Aufl.  Man  bestimme  a  als  Komplement  des  Winkels,  welchen  rts- w. 


V«.40. 
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g  mit  einer  Senkrechten  su  E  bildet    Zu  dem  Ende  lege  man  die 
durch  (Crg)  senkrecht  auf  e^  geführte  Ebene  in  P^  ^^7  wobei  ihr 

Schnitt  mit  P^,  nämlich  die  auf  ^^  senk- 
rechte G^E^E^  Drehazc  ist,  und  ihr  Schnitt 
mit  P,  nach  E^'G^'  gelangt,  wenn  E^E^' 
und  &|Cr/'  gleich  a  und  |  e^  sind.    Zieht 
man  dann  die  G^'S^  _L  E^E^\  und  schnei- 
det sie  mit  E^E^  in  5^,  so  ist  5,  die  erste 
Spur  der  von  (Öj)  *^f  ^  gefällten  Senk- 
rechten.   Der  Winkel  dieser  Senkrechten 
mit  der  g  wird  in  der  wahren  Gestalt  des 
Dreiecks  G^iß^S^  erhalten,  welche  man  durch  Umlegung  um  S^G^ 
in  Pj  als  (?!  G^"  S^  bestimmt,  wenn  man  G^  G^"  .1.  S^  G^  zieht  und 
S^G^"  ^^S^G^'  macht    Zieht  man  dann  G^"N,LG^"S^y  so  ist 
^G^G^'^N^a  der  gesuchte  Winkel. 

n.  Kotirte  Projektioiien« 
116.  Bei  diesem  aus  dem  Terrainzeichnen  herrührenden  Ver- 
fahren wird  ein  Punkt  durch  seine  Projektion  auf  eine  horizontale 
Ebene  und  durch  die  der  Projektion  beigesetzte  Zahl  bestimmt, 
welche  seine  Höhe  Über  jener  Ebene  angibt  Die  Ebene  heißt  die 
Vergleichsebene^  die  Höhenzahl  die  Kote;  sie  wird  für  Tiefen  negativ. 
Es  muß  hier,  wo  Zahlen  zur  Angabe  von  Längen  dienen,  ein  Maß- 
stab zugefügt  werden,  dessen  Einheit  das  Meter  in  wahrer  oder 
veränderter  Größe  sein  soll. 

Eine  Gerade  ist  hesHmmt  durch  ihre  Projektion  und  die  Katen 

meier  ihrer  I\nnkte.    Eine  Gerade  graduiren  heißt:  die  Projektionen 

Fig.  61.  derjenigen  Punkte  derselben  mit  ihren  Koten 

versehen,  für  welche  diese  ganze  Zahlen 

sind.  Den  Abstand  der  Projektionen  zweier 

Punkte  einer  Geraden,  deren  Koten  um  Eins 

verschieden  sind,  nennt  man  das  Intervall  i 

der  Geraden, 

mt-n.  "'/"      \  117.  Äufg.  Eine  durch  gwei  gegAene 

Punkte  Ä  (35,  7),  B  (39, 4)  gehmde  Gerade 
eu  graduiren. 

Aufl.   1.    Man    lege   die    projicirende 
Ebene  von  ^jB  in  eine  horizontale,  etwa 
durch  A  gehende  Ebene  um,  wobei  A  an 
der  Stelle  bleibt,  B  nach  B^  kommt,  wenn  BB±AB  und  -=39,4 
_  35, 7  e»  3, 7  nach  dem  gegebenen  Maßstabe  aufgetragen  ist.    Be- 
stimmt man  nun  auf  AB'  die  Punkte  C,  D',  welche  von  AB  die  Ab- 
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ftt&nde  Oy  3,  besw.  3, 3  besitzen^  so  haben  die  zugehörigen  Pankte  CjD  der 
AB  o£Fenbar  die  Koten  36^  39;  durch  Teilung  der  CD  in  drei  gleiche 
Teile  und  Weitertragen  der  Teile  wird  dann  die  Ghraduirung  ausgef&hrt 
Aufi.  2.  Man  berechnet^  nachdem  man  AB  beispielsweise 
««•  4|  3  gemessen  hat,  das  Inlerrall 

♦-•9.-r^"l' 16' ^Cf-0'3. 1,16-0,  35. 

118.  Unter  dem  GeföUe  einer  Geraden  versteht  man  die  trigono- 
metrische Tangente  ihres  Neigungswinkels  y  gegen  die  Horizontal- 
ebene. Sie  ist  daher  das  Verhältnis  des  Höhenabstandes  zu  dem 
Horizontalabstande  zweier  beliebigen  Punkte  der  Geraden  unter  ein« 
ander,  und  es  gilt  auch  tg  7  «s  1 :  t,  so  daß  das  Oefalle  und  die 
Maßzahl  i  des  Interyalles  reciproke  ZdMen  sind;  die  Graduirung  einer 
Geraden  heißt  auch  ihr  GeßUemaßstab. 

tJbmgsaufgahen  und  Säitie: 

1)  Auf  einer  gegebenen  Geraden  den  Punkt  yon  einer  gegebenen 
Kote  zu  ermitteln. 

2)  Eine  Gerade  zu  graduiren,  von  welcher  die  Projektion,  das 
GeföUe  und  ein  Punkt  gegeben  sind.   (Zwei  Aufl.) 

3)  Zwei  Gerade  sind  parallel^  wenn  ihre  Projektionen  parallel 
und  die  Graduirungen  gleich  und  gleich  gerichtet  sind. 

4)  Zwei  Gerade  mit  parallelen  Projektionen  stehen  auf  einan- 
der senkrecht^  wenn  ihre  Intervalle  i  und  %  reciprok  (« •  i'  «■  1) 
und  ihre  Graduirungen  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Denn  dann 
ist  die  Summe  der  entgegengesetzt  gerichteten  Neigungswinkel  y 
und  /  =  90®,  weil  tg  y  •  tg  /  —  1. 

5)  Die  Neigung  y  und  die  wahre  Lange  einer  durch  ihre  beiden 
Endpunkte  gegebenen  Strecke  zu  bestimmen.  ^Ig.  68. 

119.  Eine  Elene  B  kann  man  durch  die 
Projektionen  derjenigen  ihrer  Geraden  dar- 
stellen, von  denen  jede  in  allen  ihren  Punkten 
als  Kote  dieselbe  ganze  Zahl  besitzt,  welche 
also  parallel  zur  Horziontalspur  der  Ebene 
laufen  oder  Hauptiinien  derselben  sind. 

Es  genügt  aber  zur  Darstellung  der  Ebene 
ihr  GefaUemaßstab,  d.  i.  eine  graduirte  Fall- 
linie derselben,  welche  auf  den  Hauptlinien 
senkrecht  steht    Man  bezeichnet  den  Grefalle-         | 
maßstab  durch  eine  Doppellinie.  ^  •  jj^e 

Aufg.  1.  Den  GefiOlemaßstab  einer  Ebene 
B  herjmsteUen,  v?dcke  durch  drei  gegAene  Punkte  A,  B,  C  gethi. 

Aufl.   Man  bestimmt  auf  AB  den  Punkt  D  von  der  Kote  desri«.  o^. 
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III,  119—121.   BeDtttziiog  einer  emsigen  Projektionsebene. 


Flg.  m. 


C,  »0  ist  CD  eine  Haaptlinie  und  die  auf  ihr  Senkrechte  ÄE  eine 
Falllinie  der  B,  deren  Fußpunkt  E  die  Kote  von  (/besitzt;  die  Ter- 
mittelst  der  Koten  von  J  und  E  graduirte  ÄE  ist  dann  ein  Ge- 
fallemaßstab der  S. 

Äufg.  2.    Durch  etvei  gegebene  Pu^lde  A  (37,4)  und  B  (39,9) 


Fig.  ^ft 


/ 


A  ^STM 


eine  Ebene  von  gegd^enem  GefSUe  tg  e 
(«-"  1, 3)  gu  legen. 

Aufl.  Beschreibt  man  ans  B  als 
Spitze  einen  Kegel,  dessen  Erzeugende 
das  gegebene  Gefälle  besifasen;  so  achnei- 
det derselbe  die  horizontale  Ebene  des 
Punktes  A  in  einem  Kreise  Je,  dessen 
^^^  Halbmesser  —  (39,9  -  37,4):  1,3 
»*  1,  9  ist.  Die  beiden  ans  J.  an  ib 
gezogenen  Tangenten  sind  dann  Hori» 
zontale  der  beiden  der  Aufgabe  genfi- 
graden  Ebenen,  deren  GefSllIinien  senk- 
ifecht  auf  den  Tangenten  stehen  und  vermittelst  der  Koten  von  A 
nmd  B  graduirt  werden.  —  Die  Rechnungen  sind  mit  einem  logarith- 
mischen Rechenschieber  leicht  auszuflElhren,  lassen  sich  aber  i^uch 
durch  eine  Konstruktion  mittelst  Umlegung-  der  projicirencien  Ebene 
ton  AB  ersetzen. 

130.    Übt$Hg8ainfgaben. 

U)  Die  Kote  eines  Punktes  zu  finden,  dessen  Projektion  gegeben 
ist  und  der  in  einer  gegebenen  Ebene  liegt 

2)  In  einer  gegebenen  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt  der- 
selben eine  Gerade  von  gegebener  Neigung  zu  legen.  (Zwei  Aufl.) 

121.    1)  Aufg.   Die  SehniUlinie  8iwekr   gegebenen   Ebenen  m 
finden. 


ri«.54, 


Fig.  u. 


Aufl.  Die  Hauptlinien  beider  Ebenen  von 
gleichen  Koten  (senkrecht  auf  ^den  Geföllemaß- 
staben)  schneiden  sich  im  Räume  und  liefern 
Punkte  der  Schnittlinie  von  derselben  Kote; 
zwei  solche  Punkte  bestinunen  die  Schnittlinie. 
Treffen  sich  Hauptlinien  ganzzahliger  Koten 
nicht  auf  der  Zeichenfläche,  so  bestimmt  man 
Punkte  von  geeigneten  gleichen  Bruchkoten^ 
oder  man  wendet  zwei  Hilfsebenen  an.  Sind 
die  Geföllemaßstäbe  parallel,  so  geht  die  zu  ihnen  senkrechte  Schnitt- 
linie durch  den  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  je  zweier  Punkte 
mit  gleichen  Koten. 
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2)  Äufg.  Dm  Schnittpunkt  emtr  Ebene  mit  mner  Geraden  ju 
hesHmmen, 

Aufl.   Man  benutzt  eine  durch  die  Gerade  gelegte  Hilfsebene, 
wie  in  Nir.  113. 

3)  Ztvei  Gerade  sehneiden  sifh,  wenn  die  Verbindungslinien  je 
zweier  Punkte  Ton  gleichen  Koten  parallel  sind.  p. 

122.  Äufg,  Ihrch  einen  gegebenen  Funkt 
P  eine  Senkrechte  9u  eimer  gegebenen  Ebene  0u 
legen. 

Aufl.  Die  Projektion  der  Senkrechten  ist 
parallel  mit  dem  Gefallemaßstabe  der  Ebene; 
weil  beide  auf  den  Hauptlinien  der  Ebene  senk- 
recht stehen.  Die  Interyalle  beider  Geraden  sind 
reciprok  und  ihre  Graduirungen  entgegengesetzt  gerichtet  [118,4)]. 
wodurch  die  Gerade  bestimmt  ist 

Aufgaben  Aber  AbstiLnde  und  Winkel  werden  wie  bei  der  An- 
wendung zweier  parallelen  Spurebenen  (114,  115)  gelöst 


Flg.  66. 
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IV.  Absclinitt. 
fibenfliehige  eebilde. 

L  Das  Dreikant. 

188.  Legt  man  durch  einen  Punkt  beliebig  viele  (n)  in  ihm 
einseitig  begrenzte  Gerade,  welche  man  in  einer  beliebigen  Reihen- 
folge mit  1;  2,  3,  .  .  .  n  beziffert,  und  legt  durch  je  awei  aufein- 
ander  folgende  Gerade,  sowie  durch  n  und  1  einen  der  beiden  durch 
sie  begrenzten,  sich  zu  360^  ergänzenden  Winkel,  so  bilden  diese 
eine  n-kantige  körperliche  Ecke  (eine  Ecke  von  der  n^  Ordnung)  oder 
ein  n-Ktmt  Jener  Punkt  heißt  der  Scheitel,  die  Geraden  heißen  Katiten, 
idie  n  von  ihnen  gebildeten  Winkel  die  Eantenwinkel  oder  SeÜen, 
die  von  zwei  aufeinander  folgenden  Seiten  gebildeten  Winkel  die 
Flachenwinkel  oder  Winkel;  von  den  letzteren  kann  einer  willkür- 
lich unter  den  zweien  durch  zwei  aufeinander  folgende  Seiten  be- 
grenzten, sich  zu  360^  ergänzenden  Winkeln  gewählt  sein;  die  andern 
sind  aber  dann  so  bestimmt,  daß  jeder  mit  dem  benachbarten  auf 
derselben  Seite  des  zwischenliegenden  Kanten  winkeis  liegt. 

Für  n  aa  3  entsteht  das  Dreikant,  als  dessen  Seiten  und  Winkel 
aber  stets  die  kleineren  der  beiden  möglieben  genommen  werden, 
so  daß  jede  Seite  und  jeder  Winkel  <  2  JS  :i^  Diese  Annahme 
über  die  Winkel  widerspricht  der  Bedingung  über  ihren  Zusammen- 
hang nicht,  weil  eine  durch  einen  Punkt  jeder  der  Kanten  gelegte 
Ebene  das  Dreikant  in  einem  Dreiecke  schneidet,  in  welchem  bei 
Jenem  Zusammenhange  ebenfalls  jeder  Winkel  <  2JR  ist. 

124.  Die  Verlängerungen  der  E[anfcen  über  den  Soheitel  hinaus 
bilden  ein  neues  Dreikant,  das  Scheiteldreücant  des  ursprünglichen. 
Beide  Dreikante  haben  gleiche  Seiten  und  Winkel,  ohne  mit  ein* 
ander  zur  Decjcung  gebracht  werden  zu  können,  weil  sie  symmetristik^ 
nicht  aber  koi^-uent  sind,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll.  Zwei 
Kanten  eines  Dxeikants  und  die  Verlangeruncc  der  dritten  über  den 
Scheitel  hinaus  liefern  ein  Nä)endreikanl  des  ursprünglichen. 

126.  Man  fcsAn  von  vornherein  drei  Arten  von  Symmetrie  unter- 
scheiden, nämlich  solche  in  Bezog  auf  eine  Ebene,   eine  Gerade. 
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eioexi  Punkt.  Zwei  Gebilde  sind  symmetrioch  in  Besag  auf  eine 
Ebene;  wenn  man  sie  in  eine  solche  Lage  bringen  kann^  daß  jedem 
Punkte  des  einen  ein  derartiger  des  uideren  entspricht ,  daß  ihre 
Verbindangsstrecke  von  ein  and  derselben  Ebene  der  Symmetrie- 
ebene,  senkrecht  balbirt  wird,  sie  sind  es  in  Bezug  auf  eine  Gerade, 
wenn  dann  jene  Starecken  von  ein  und  derselben  Geraden^  der  Symme- 
irieaxe,  senkrecht  geschnitten  und  halbirt  werden ;  in  Bezug  auf  einen 
Punkt,  wenn  dann  jene  Strecken  durch  ein  und  denselben  Pankt^  den 
SymmetriepwnkL  ^ehen  und  in  ihm  halbirt  werden.  Die  Synunetrie 
in  Bezug  auf  einen  Punkt  stimmt  mit  derjenigen  in  Bezug  auf  eine 
Ebene  überein;  denn  legt  man  durch  den  Symmetriepunkt  irgend 
eine  Gerade  und  dreht  um  sie  als  Drehaxe  das  eine  Gebilde  um 
180^,  so  geht  es  in  eine  zu  dem  andern  Gebilde  symmetrische  Lage 
in  Bezug  auf  diejenige  Ebene  über,  welche  durch  jenen  Symmetrie- 
punkt senkrecht  aur  Drehaxe  gelegt  wird^  wie  man  sich  an  irgend 
einem  Punktepaar  leicht  überzeugt.  Die  Symmetrie  in  Bezug  auf 
eine  Gerade  stimmt  dagegen  mit  der  Kongruenz  überein;  denn  dreht 
man  um  die  Symmetrieaxe  das  eine  Gebilde  um  180^,  so  kommt  es 
mit  dem  andern  zur  Deckung.  Die  drei  Arten  der  Symmetrie  losen 
sich  daher  in  die  Syfnmetrie  ohne  weitere  Bezeichnung  und  in  die 
Kongruens  auf. 

1S6,  Wir  wollen  mit  8  den  Scheitel  des  Dreikants  bezeichnen,  mit 
SA,  SBy  SC  die  Kanten,  mit  Ä,  B,  G  die  bezw.  an  jenen  Kanten 
liegenden  Winkel ,  und  mit  a,  ß,  y  die  diesen  Winkeln  gegenüber 
liegenden  Seiten.  Fällt  man  von  einem  innerhalb  des  Dreikants  liegen- 
den Punkte  8'  senkrechte  8'A\  8'B\  S'O',  bezw.  auf  die  Seiten 
a,  ß,  y,  so  bilden  diese  Senkrechten  ein  neues  Dreikant,  das  Swpple- 
mentar-  oder  Polardreikant  des  ursprünglichen;  es  besitzt  die  Stücke 
a,  /T,  /,  A',  B,  C.  Es  ist  aber  der  von  S' J5'  und  8' C  gebildete 
Winkel  a  das  Supplement  des  von  3  und  y  gebildeten  Winkels  A^ 
weil  S'ff  ±ß  und  S'C  ±y.  Daher  gilt  für  a,  und  entsprechend 
für  ß\  /: 

2E  =-  a  +  .4  «-  /T  -}.  JB  —  y  +  G 

Da  aber  auch  das  erste  Dreikant  8  das  Supplementardreikant  des 
zweiten  8'  bildet,  weil  8AX  «  . . .,  so  ist  auch 

2B^€c  +  Ä^ß  +  B'  -y  +  C. 
Von  den  sechs  Stücken  eines  Dreikanis  können  aus  drei  ge 
gebenen  die  drei  übrigen  gefunden   werden.    Von  den  sechs  ent- 
stehenden Aufgaben,  in  denen  näznlich  gegeben  sind: 

aßy,  aßO,  ccßB,  ABy,  ABß,  ABC, 
kann  man  vermittelst  des  Polardreikants  die  drei  letzten  auf  die  drei 
ersten  zurückführen^  indem  dann  in  dem  Polardreikant  der  Reihe  nach 
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OL  flC\  a  ßf  S,  «^y  bestimmt  sind.  Es  sollen  aber  in  allen  F&IIen 
unmittelbare  Lösungen  gegeben  werden. 

Schneidet  man  die  Seiten  eines  Dreikants  dnrch  eine  aus  seinem 
Scheitel  beschriebene  Kugel,  so  entsteht  das  Sj^misAe  Dreieck  und 
elQtsprechend  das  sphärische  Supplementär-  oder  Polardreieck.  Während 
t'flr  dieses  die  sphärische  Trigonometrie  jene  Aufgaben  durch  Rech- 
nung lösty  Idst  sie  die  darstellende  Geometrie  für  das  Dreikant  durch 
Konstruktion. 

127.  Airfg.  Aus  drei  gegAenen  Stücken  eines  Dreikants  die  übrigen 
im  hestifnmen;, 

1)  Gegeben  die  drei  Seiten  a,  ß^  y, 
vig-  56.         Awfi,  Es  seien  die  drei  Seiten  aneinander  gereiht  gezeichnete  wie 
sie  sich  ergeben^  wenn  man  die  Seiten  ß  und  ^^  in  die  Ebene  der  o. 


S 

bezw.  nach  CSA^  und  BSA^  umlegt  Man  stellt  dann  das  Drei- 
kant wieder  her  durch  Zurückdrehen  jener  Seiten,  bis  die  Kanten 
SA^  und  SA^  in  SA  zusammentreffen,  wobei,  f&r  SAi'^SA^, 
auch  Ai  und  A^  in  A  ineinander  fallen.  Nehmen  wir  die  Ebene 
eon  ff  als  V^,  so  sind  die  ersten  Projektionen  der  von  A^^  und  A^ 
beschriebenen  Kreise  die  Geraden  A^A'  und  At-^'j  welche  besw. 
auf  SC  und  SB  senkrecht  stehen.  Ihr  Schnittpunkt  A'  ist  die 
erste  Projektion  des  räumlichen  Schnittpunktes  A  der  Kreise.  Legt 
man  die  Ebenen  dieser  Kreise,  die  auch  die  Ebenen  der  Winkel  B 
und  C  sind,  in  Pj  um,  so  bilden  ihre  Ordinaten  Jl  A^'  (JL  A'A^) 
und  A'  AI'  (±  Ä  A^  übereinstimmend  {A  A"  ^^  JC  A^")  den  ersteu 
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Abstand  Ton  A,  and  die  Dreiecke  Ä  CA^  and  Ä  BA^'  enthalten 
die  gesackten  Winkel  C  und  B.  Den  Winkel  A  erhSlt  man,  indem 
man  durch  A  senkrecht  auf  8A  eine  Ebene  legt;  ihr  Schnitt  mit 
den  drei  Seiten  des  Dreikants  bildet  ein  Dreieck,  das  bei  A  den 
gesuchten  Winkel  enthält.  Die  erste  Seite  ist  A^Cil  SA^,  die 
anreite  A^B^  ^SA^^  die  dritte  B^C^,  woraus  über  B^Ci  das  ge- 
suchte A  J?i  A'"  C,  gezeichnet  ist.  Weil  die  Ebene  ABiC^±SA, 
so  mu&  SÄ  A'"  eine  auf  B^Ci  senkrechte  Oerade  sein. 

Indem  A  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  ron  a  liegen 
kann,  entstehen  £wei  symmärische  Breikante ^  welche  zugleich  kon- 
gruent werden,  wenn  zwei  Seiten  einander  gleich  sind. 

Das  Bedudren  eines  Winkds  auf  ilen  Uarieont  (108;  7)  ist  ein 
besonderer  Fall  unserer  Aufgabe. 

128.  Damit  aus  a,  j3,  y  ein  Dreikant  wirklich  gebildet  werden 
kann,  müssen  die  Sehnen  A^  A^,  .4^  A^  des  aus  8  durch  A^  und  A^ 
gelegten  Kreises,  welche  die  Projektionen  der  von  A^  und  A^  bei 
der  Drehung  beschriebenen  Kreise  sind,  sich  treffen.  Hat  man  nun 
als  a  die  größte,  oder  bei  Gleichheit  mehrerer,  eine  der  grSßten 
Seiten  in  die  Bfitte  gelegt,  so  liegen  A^  und  A^  nicht  über  den 
Grenzen  ron  a;  es  muß  aber,  damit  ein  Schnitt  erfolgt,  a<ß-{'y 
sein.  Um  so  mehr  oder  ebenso  ist  dann  auch  /3<y  +  a,  y<a  +  ^«  — 
Ebenso  ist  ftr  das  Nebendreikant  init  den  Seiten  a,  2E  —  ^,  2JB  —  y: 
a<(2R  —  ß)  +  (2Ü  -  y)  oder  «  +  /J  +  y  < 4Ä  Daher  der  8at0: 
In  einem  Dreikant  ist  a)  jede  Seite  Heiner  als  die  Summe  der  leiden 
andern^  h)  die  Summe  der  drei  Seiten  kleiner  als  vier  Redete. 

129.  2)  OegAen  swei  Seiten  a,  ß  und  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkd  C. 

AufL  1.  Man  drehe  ß  um  SC;  ^'8-  <^7.  »g  5, 

bis  es  mit  a  den  gegebenen  ^  C 
bildet  Dabei  beschreibt  wieder  A^ 
einen  EjreiS|  dessen  erste  Projektion 
Ai  CA^  1-SC,  und  dessen  Umlegung 
A,A,"  ist,  so  daß  ^A^CA,"^C 
wird.  Daraus  folgt  die  Projektion  Ä 
ton  A  durch  A^' Ä  ±  A^  C;  für 
^  C>  B,  wie  in  der  Figur,  fallt  Ä 
außerhalb  ce.   Dreht  man  die  nun  he- 

stimmte  Seite  BSA  um  SB,  so  beschreibt  A'  die  auf  SB  Senk- 
rechte Ä  A^f  bis  SA^  *»  SAi.  £s  ist  dann  ^BSA^^»'  y\  somit 
sind  drei  Seiten  bekannt,  aas  denen  die  andern  Stücke  folgen. 

Aufl.  2.    Die  folgende  Auflösung  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf^igM 
die  gegebenen  und  gesuchten  Stücke,  und  ebenso  kurz.  Ifan  stelle  dieP| 
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senkrecht  auf  die  Kante  SC,  so  enthalt  sie  den  ^  C.  Legt  man  dann 


die  er  und  ß  in  die  P^  um,  so  geschidit  diea 
Fig.  58. 


in  die  bei  C  recht- 
winkligen Dreiecke 
C/SiJBj  und  CS^A^, 
in  welchen  CS^  ^^ 
CSj  von  willkür- 
licher Größe,  ^iS, 
-«,  ^Ä',  -/»• 
Dann  liefert  das  Drei- 
eck AiSB^  oder 
il.5"\Bi  bei  5  oder 
S'"  die  Seite  y,  wo- 
bei Ai  S"'  =  A^  iS,, 
J5,Ä"'^JB,S|.  Man 
erhält  auch  leicht  den 
^A,  indem  man  dessen  libene  ±  iS  J.  durch  C  legt  8ie  schneidet 
die  Pi  in  CD  (±  CulJ,  die  umgelegte  ß  in  C^'  (J_  S^A^),  die  y  in 
einer  Geraden,  welche  durch  D  (CD,  -4iJBi)  und  durch  den  mit  ß 
aufgerichteten  Punkt  A'  geht.  Legt  man  diese  Winkelebene  von  A 
um  CD  in  P^  nieder,  macht  also  in  der  C-4^  die  C-4  '^CA',  so 
ist  '^CAD^^  A,  und  entsprechend  findet  man  -^CBE^^B. 
Weil  die  Ebenen  der  Dreiecke  CAD  und  CSE  als  Winkelebenen 
in  ihrer  ursprünglichen  Lage  beide  senkrecht  auf  y  standen  und 
durch  C  gehen,  so  enthalten  sie  beide  als  Höhenlinien  aus  C  den 
wahren  Abstand  dieses  Punktes  von  y.  Daher  werden  die  Hypote- 
nusen A  D  und  B  E  beide  denselben  aus  C  gezogenen  Kreis  berühren. 
130.  3)  Gegeben  0wei  Seiten  a,  ß  und  der  der  eifien  gegenüber- 
liegende  Winkel  B. 

Fig.  69. 


Kg.  59.         Aufl.  1.  Nehmen  wir  die  Ebene  der  Seite  a,  welcher  der  ge- 
gebene <^  B  anliegt,  a]s  P^,  legen  durch  SB  die  Ebene  der  unbe- 
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kaotnten  Seite  y  unter  dem  ^B  mit  «,  und  drehen  dann  CSA^ 
_  /} «»  C8A  um  SG^  bis  SA  in  die  Ebene  der  y  fallt,  so  ist  die 
Aufgabe  gelöst  Dabei  beschreibt  A^  einen  Kreis  in  der  zu  5(7 
senkrechten  Ebene  A^CBi,  welche  in  ihrer  ümlegung  in  P^  den 
Kreis  A^  A^  zeigt,  und  suchen  den  Schnitt  JB^  T^'  dieser  Kreisebene 
mit  der  Ebene  der  y.  Derselbe  ist  durch  den  Schnittpunkt  B^  ihrer 
Spuren  A^G  und  SB  und  durch  einen  Punkt  Bf'  bestimmt,  in 
welchem  der  in  y  liegende  Schenkel  eines  Winkels  uy  *^B  die 
Kreisebene  trifft  Er  wird  bestimmt  durch  eine  auf  SB  senkrechte 
Winkelebene  BB,  deren  Umlegung  ^BBBf"  in  Pj  «  B  -=  dem 
gegebenen  JB,  -^  D  ««  i2),  und  durch  BK'  J^A^  B^  und  =  B  Bf'\ 
Die  beiden  Schnittpunkte  der  B^V  mit  dem  Kreise  A^A^'  sind 
die  Endpunkte  Al\  A^"  der  Bahn,  ihre  erste  Projektionen  sind  Ä,  A*\ 
woraus  wieder  durch  Senkrechte  zu  5jB  auf  dem  aus  S  durch  A^ 
beschriebenen  Kreise  die  Punkte  A^^  A^  und  dadurch  die  beiden 
möglichen  Größen  der  dritten  Seite  BSA^'^yj  BSA^=^y*  ge- 
funden werden. 

Man  bemerkt,  daß  zwei  Auflösungen  erhalten  werden  können, 
daß  also  zwei  verschiedene  Dreikante  (und  außerdem  noch  zu  jedem 
sein  symmetrisches  möglich  sind).  Man  erhält  nur  eine  oder  keine 
Auflösung,  je  nachdem  von  den  beiden  Schnittpunkten  A^\  A^"  der 
eine  oder  beide  in  die  Verlängerung  von  B^i)"  über  B^  hinaus 
fallen,  oder  je  nachdem  sie  in  einem  Berührungspunkt  zusammen- 
fallen oder  aufhören  zu  bestehen.  (15  Operationen.) 

Aufl.  2.   Man  lege  die  unbekannte  Seite  7  in  P^,  drehe  umFig.  eo. 
ihre  eine  anzunehmende  Kante  SB  die  BSG^^^.a^  bis  sie  mit  y 
den  gegebenen  -^  B  bil-  Pig.  eo. 

det;  Gl  gelangt  dann  nach 

C',C"  (wie  in  Nr.  129,1.). 
Dann  lege  man  an  die  fest- 
gestellte Kante  5Cdie  Seite 
Gl  SAi  *»  fi  an,  und  drehe 
sie  um  /SC,  bis  SA  in  P^ 
tmt  Zieht  man  GiA^±SAi, 
so  muß  A  von  G  einen  Ab- 
stand «»  GiAi  besitzen; 
und  die  Gesamtheit  solcher 

Punkte  in  P^  bilden  einen  «F 

Kreis  aus  G'  mit  dem  Halbmesser  G'  A\  wenn  in  dem  bei  C  recht- 
winkligen Dreiecke  G"  G'  Ä  die  Hypotenuse  C  Ä  =»  Cj  A^,  Zieht 
man  an  diesen  Kreis  die  beiden  Tangenten  aus  Sy  und  sind  A^  A* 
die  Berührungspunkte,  so  sind  die  beiden  Dreiecke  GSAy  GSA* 
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Fi«.  61. 


Pig.  61. 


mit  C^SAi  kongruest;  Probe  SA'^^  SA*  ^^  SA^.  Mau  hat  dann 
die  beiden  Aufl&soxigeu  BSA^^y,  BSA*'^y*.  Es  gibt  eine 
oder  keine  Ldenng,  je  nachdem  eine  oder  beide  Tangenten  anf  der* 
selben  Seite  von  8By  wie  a,  liegen^  oder  je  nachdem  C^A^  gleich 
oder  kleiner  als  C"C'  ist.   (10  Operationen.) 

181.  4)  OegAm  eine  Seite  y  wnd  die  anliegenden  Winkel  A  und  B. 

Aufi,  Man  zeichne  y  =  ASB  in  P„ 
lege  durch  SA  die  Ebene  Ton  ß  unter 
dem  ^  A  gegen  y,  durch  SB  die  tou  a 
unter  dem  -^  B,  bestimme  die  Schnitt- 
linie SA  beider  Ebenen  mitteht  einer 
zu  y  parallelen  Hilfsebene,  so  ist  das 
Dreikant  gebildet  Die  auf  SA  senk- 
rechte Winkelebene  AC^  in  Pj  um- 
gelegt, zeigt  den  ^^=C;^C/; 
ebenso  ^  B^C{BC^'\  jene  mit  y 
parallele  Hilfsebene  durchschneidet  die 
zweiten  Schenkel  jener  Winkel  in  Cg"  und  C/',  so  daß  Abst.  C^'  von 
AC^  «"  Abst  0/'  von  BC^,  Die  Hil£aebene  trifft  dann  die  Ebenen  « 
und  ß  in  den  Geraden  C^' C  \  SA  und  C/'C  ||  SB\  beide  schnei- 
den sich  in  C,    Legt  man  a  und  /9t  in  P^  um,  so  kommt  C  bezw. 


Fig.  62. 


Ii(.«2. 


nach  C^  und  C,,  und 
man  hat  J?/SC,  «»a, 
^S(?,-»i9.  Das  Drei- 
kant ist,  wie  bei  der 
zweiten  Aufgabe  stets 
moglieh. 

182.  5)  GegAen 
eine  Seife  ß,  ein  der- 
selben anliegender 
Winkel  A  und  ein 
gegenüberli^ender  B, 
Aufl.  Man  lege 
die  Ebene  der  Seite 
y,  welche  mit  ß  den 
'^A  bildet,  in  Pj, 
drehe  die  Seite  ^iSCg 
—  /J  um  SA^  bis  sie 
mit  y  den  ^  A  bil- 
det, was  vermittelst 

Umlegung  der    auf  SA  senkrechten  Ebene  des  -^  il  in  Pj   ge-. 

schiebt  [O^AC  1.SA,  ^CAC'^A,  AC  =  AC^,  C'CXAC). 


Digitized  by 


Google 


]V,  1S2-133.   Das  Dreikant.  Hl 

Durch  die  nmi  bestimmte  Kante  SC  lege  man  eine  Ebene  unter 
dem  '^S  gegen  P,,  indem  man  mit  CC  (oder  in  der  Umlegung 
mit  C"  C)  als  einer  Kathete,  und  der  andern  in  P^  liegenden  Kathete 
C  B  ein  Dreieck  C"  G  B  zeichnet,  dessen  -^  B  der  gegebene  ist» 
Dreht  man  dies  aafrechte  Dreieck  um  CG'y  so  beschreibt  £  einen  Kreis 
nm  G'j  dessen  aus  S  gezogene  Tangenten  SB  und  8B*  mit  der 
Kante  SC  die  schließende  Seite  a  beetimmen,  welche  mit  P^  (und  y) 
den  ^  B  bildet.  Da  in  der  Figur  sich  die  8B^  nicht  in  der  durch 
SA  begrenzten,  dem  <^  A  zukommenden  Halbebene  Ton  P^  befindet, 
fip  muß  seine  Verlängerung  SB^  über  S  hinaus  an  seine  Stelle 
treten.  Es  ist  daher  ASB'^y,  ASB^  ^=»y^.  Die  Umlegungen 
von  BSC  und  B^^SC  in  P^,  d.i.  BSC^  und  B^'^SC^*  sind  dann 
die  Größen  a  und  a*  der  dritten  Seite.  Dabei  ist  /3(7  «>■  £f(^  »> 
SC^-^SC*,  DC^^DC\  D^C*^D*C\  C'C,±8B,  CC* 
XSB*.  Man  hat  also  zwei  Auflösungen,  von  denen  aber^  wie  bei 
Aufgabe  3,  eine  als  unzulässig  wegfallen  kann,  oder  welche  in  eine 
zuaammenfallen  oder  beide  imaginär  werden  können. 

188.   6)  Gegeben  die  drei  Winkel  A,  B,  C. 

Aufl.  Man  lege  Fig.  es.  fi^.  69. 

die  Pi  senkrecht  zu  y  "^^ 

einer  Kante,  etwa  zu  ^/ __  5*---""* yt^ 

SC,     durch     deren  'u^         Ä  -""^c/ 

Punkt  C;  die  in  SC  Y^   ""^Ä    -"^"  W 

zusammenstoßenden  V  /  '^i^A'^  \/ 

Seiten  a  und  ß  schnei- 
den dann  die  P|  in 
Geraden,  welclie  den 

^ACB  ^  C  ein-  ^^.  'y^-''       •      A—"'-» 

schließen.    Man  hat  ^^  ^  "  " 

nun,  eutsprechend    ^:;-i-=-'-^-" 
wie  in  Nr,  107,  die  ^ 

Ebene  y  so  zu  legen,  daß  sie  mit  a  und  j3  bezw.  die  Winkel  B 
und  A  bildet  Entsprechend  dem  Verfahren  in  Nr.  107  legen  wir 
durch  C  die  auf  den  Kanten  SA,  SB  senkrechten  Ebenen  der 
Winkel  A  und  B.  Die  erstere  schneidet  die  drei  Ebenen  P^,  /},  ^ 
in  den  Seiten  eines  bei  C  rechtwinkligen  Dreiecks,  das  an  seinem 
auf  SA  liegenden  Eckpunkte  den  ^A  enthält.  Die  Schnittlinie 
mit  Pj  ist  CD  (JL  CA)\  und  legt  man  jenes  Dreieck  um  CT)  um, 
so  gelangt  es  nach  BGA,  worin  -^C«=90^,  ^-4«  dem  gegebenen, 
die  Größe  der  Seiten  aber  willkürlich  ist,  so  daß  CD  angenommen  wurde. 
Entsprechend  liefert  die  umgelegte  Winkelebene  von  B  ein  Dreieck 
ECB,  worin  <):C=«90®,  ^  B  gleich  dem  gegebenen.    Beide  Drei- 


Digitized  by 


Google 


112  IV,  188— lae.  Sbenfi&chige  Gebilde. 

ecke  hängen  dadarch  zusammen,  daß  ihre  anf  die  Hypotenusen 
aufgestellten  Hohen  gleich  sind,  nämlich  gleich  dem  Abstände  des 
Punktes  C  von  der  Seite  y^  daß  also  nach  jener  Umlegung  beide 
Hypotenusen  denselben  aus  C  mit  einem  willkürlichen  Halbmesser 
beschriebenen  Kreis  berühren  müssen.  Dadurch  ist  aber  das  zweite 
Dreieck  JBCE  durch  das  erste  ÄCD  bestimmt  Dreht  man  nun 
ACI)  um  CD,  so  beschreibt  A  einen  Kreis  in  ß,  der  in  der  üm- 
legung  von  ß  um  CA  in  P|  aus  C  durch  A  als  AA'  gezogen  ist. 
D  bleibt  dabei  an  der  Stelle  und  muß  daher  ein  Punkt  der  ersten 
Spur  von  y  sein,  während  ihre  Spur  in  ß  den  Kreis  4.A'  berühren  muß. 
Ebenso  liefert  das  Dreieck  BCE  den  Punkt  E  als  einen  der  ersten 
Spur  von  y  und  in  der  umgelegten  Seite  a  den  aus  C  durch  B 
gelegten  Kreis  ^  der  von  der  Spur  von  y  in  a  berührt  wird.  Durch 
beide  Bedingungen  hat  y  zur  ersten  Spur  die  DE  schneidet  die  SA 
in  A^y  die  SB  in  B^,  und  hat  die  Tangente  A^A'  aus  Aj^  an  den 
Kreis  A  A',  und  diejenige  B^B'  aus  B^  an  den  BB^  gelegt^  zu  Spuren 
mit  ß  und  a.  Die  Kante  CS  legte  sich  aber  mit  den  Seiten  ß  und  ' 
a  bezw.  nach  CS^  {±  CA)  und  CS^  (±  CB)  um,  wodurch  « «» JB, S^C, 
ß=^A^S^C  bestimmt  sind,  y^^^B^S'^A^  wird  aus  den  Seiten  des 
Dreiecks  B^SAy^  erhalten  {B^S^'^B^S^,  ^^S'"  — ^iSJ.  Man  hat 
die  Proben  CS,  —  CÄ„  S"'C±A,B^. 

134.  Für  das  Polardreikant  gilt,  wenn  man  a  «=  2i2 — A, 
/?'  =  •..  setzt,  (128) 

(222  -  ^)  <  (2B  -B)  +  (2B  -  C) 
und  (2B  —  ^)  +  (2R  -B)  +  (2B  -  C)  <  AR, 

woraus  folgt: 

Bi'C<2R  +  A,    A  +  B  +  02R, 
d.  h.:  In  einem  Dreikanie  ist  die  Summe  der  drei  Winkel  größer  cds 
jncei  Rechte,  und  die  Sumfne  eweier  Winkei  Meiner  als  der  um  0wei 
Reckte  vermehrie  dritte» 

Sind  diese  Bedingungen  durch  die  gegebenen  Winkel  nicht  er- 
füllt, so  ergibt  auch  die  Konstruktion,  daß  das  Dreikant  nicht 
gebildet  werden  kann. 

135.  Ubungsauf gaben:  1)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine 
Ebene  £  zu  legi^n,  welche  mit  zwei  gegebenen  Ebenen  F  und  Q 
bezw.  die  gegebenen  Winkel  y  und  y  bildet    (Vier  Aufl.) 

2)  Gegeben  zwei  Ebenen  IS  und  F  und  eine  Gerade  g  in  S; 
gesucht  eine  Gerade  h  in  F,  welche  die  g  unter  dem  gegebenen 
Winkel  y  schneidet    (Yior  Aufl.) 

136.  Es  soll  noch  gezeigt  werden,*)  wie  leicht  sich  die  Grund- 

♦)  Nach  Bellavitis,  georaetria  deecrittiT»,  1851,  8.  43. 
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fßüdwmgen  der  qphäri^chm  Trigan&meMe  ans  der  KonstraktionsfigurFfg  64. 
der  Winkel  aus  den  Seiten  de8  Dreikante  ablesen  lassen. 

Fig-  64. 


^^  y  — 1\ 2:i.T.i«  J5        "^  •    ^ . 

7  \       7    Y^  V    I  >^ 


Setit  man  SjI^  —  5>ljj  —  1,  so  ist  CAy^  —  C^/'  —  sin  ft 
JJil,  —  Bi*,"  «  sin  y ,  .<'  ^,"  —  CAC  »in  C  -«  sin  /J  sin  0,  ifil,"  — 
BA^'  sin  jB  —  sin  y  sin  J5,  daher  wegen  ÄA^   «-■  il'^"  auch 

sin  /}  sin  (7  «B  sin  }^  sin  J?.  (1) 

Ferner  sei  CD  JL  SB,  ÄE  ±  CD,  daher  SB^SH^  EÄ,  nnd  da 
SB^r^eoBy,  SD  ^  SC  cos  w^eoB  ßcon  a,  E A' »^  CA' sin  a '^ 
CA^'  cos  C  sin  a  —  sin  /3  cos  C  sin  a,  so  ist 

cos }/  >»  cos  a  cos  ^  +  ^in  a  sin  /}  cos  C.  (2) 

Femer  ist  DC  —  D^' + -BC,  und  da  DC«=- SC  sin  «  —  cos  jJ  sin  a, 
BÄ  —  BA^'  cos  j?  «-  sin  j'  cos  D,  £C  ^  CA!  cos  a  ^^  sin  ^  cos  C 
cosa^  so  ist 

cos  ^  sin  a  «B  sin  ß  cos  «  cds  C  -f-  sin  y  cos  B.  (3) 

Teilt  man  durch  sin  ß  und  fOhrt  aus  (1)  sin  y  :  sin  /}  <-»  sin  C :  din  D 
ein^  so  wird 

cot  /}  sin  a  «a  cos  «  cos  C  +  sin  C  cot  B.  (4) 

Die  Oleichungen  für  das  rechtwinklige  Dreikant  lassen  sich 
noch  leichter  für  C  <»  90^  aus  derselben  Figur,  in  der  dann  das 
Dreieck  CÄE  yerschwindei^  ablesen,  oder  aus  den  obigen  Gleichungen 
ableiten* 


WfttB^r,  IishTlmeh  der  flantoUeiulfii  O«oa«trf«. 
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187.  Unter  einem  einfadim  ebenen  Videdee  der  n*^  Ordnitmg 
oder  einem  einfachen  Aenen  n  Ecke  versteht  man  n  Puukte  in  einer 
Ebene  und  die  n  Strecken  ^  von  denen  jede  durch  zwei  jener  Punkte 
begrenzt  ist  und  von  denen  jeder  der  Punkte  zwei  begrenzt.  Die 
Strecken  bilden  dadurch  einen  zusammenhangenden  und  geschlossenen 
Zug.  Die  Punkte  heißen  die  Ecken ^  die  Strecken  die  Seiten,  die 
Winkel  zweier  auf  einander  folgenden  Seiten,  welche  beim  Um- 
schreiten  des  Vielecks  alle  auf  derselben  (rechten  oder  linken)  Seite 
des  Umschreitenden  liegen,  die  Videcksunnkd. 

Ein  Vieleck  heifit  konvex,  wenn  jeder  Winkel  desselben  kleiner, 
oder  wenn  jeder  größer  als  zwei  Rechte  ist;  sonst  heißt  es  nidit 
katwex.  Wird  ein  Vieleck  von  einer  Geraden  in  hSchstens  zwei 
Punkten  geschnitten,  oder  liegen  auf  der  einen  Seite  jeder  Seiten- 
linie keine  Eckpunkte,  so  ist  das  Vieleck  ebenfalls  konvex;  doch  gilt 
das  Umgekehrte  nicht  Den  gebräuchlichen  Begriff,  wonach  ein 
Vieleck  konvex  ist,  wenn  es  von  einer  Geraden  nur  in  zwei  Punkten 
geschnitten  werden  kann,  haben  wir  vermieden,  weil  dadurch  die 
höheren  Vielecke  ausgeschlossen  werden. 

188*  Durchschreitet  man  ein  Vieleck  in  einem  der  beiden  mög- 
lichen Sinne,  verlängert  jede  Seite  in  diesem  Sinne  über  ihren  End- 
punkt, und  dreht  die  Verlängerung  um  diesen  Punkt  bis  io  die 
folgende  Seite,  so  aber,  daß  d»  Drehungswinkel  kleiner  als  zwei 
Rechte  ist,  so  heißt  der  Drehungswinkel  ein  Außenwinkel  des  Viel- 
eck»; und  er  ist  nach  Feststellung  des  positiven  Drehungssinnes, 
positiv  oder  negativ.  Nach  dem  Umschreiten  des  Umfangs  ist  die 
gedrehte  Gerade  wieder  in  ihre  Anfangslage  zurückgekehrt;  daher 
ist  die  algebraische  Summe  der  Außenwinkel  a  mal  4  Rechte,  wobei 
a  eine  g^nze  positive  oder  negative  Zahl  ist.  a  bezeiehnet  die  Art 
des  Vielecks.  Ein  Dreieck  oder  ein  Parallelogramm  ist  von  der 
ersten  (+  1)  Art,  ein  Stemfünfeck  (ÄBCDE  der  Kg,  66)  von  der 
zweiten,  ein  Viereck,  in  welchem  sich  zwei  uuverlangerte  Gegen- 
seiten schneiden,  von  der  nullten  Art 

Ist  9  ein  Vielecks winkel,  a  der  Außenwinkel  an  derselben  Ecke, 
80  ist  9)Bs'2Jß  +  a;  nimmt  man  daher  die  Summe  (X)  fflr  die 
n  Ecken  des  ganzen  Umfange,  so  ist,  weil  2Ja  »>  a  .  422} 

£fp  —  2nR  ±  UR  «  2Ii  (n  ±  2a), 
Die  beiden  Zeichen  gelten  ftlr  die  beiderlei  Vielecks  winke! ,  deren 
Snmme  natürlicli  »*  4nJß  ist.    Bei  gewohnlichen  Vielecken  (a  «=»  1) 
und  bei  der  Wahl  der  kleineren  Winkel  als  Vieleckswinkel  ist  daher 
21  q)  «=  2lt{n  —  2;,  bei  dem  Vierecke  nuUter  Art  ist  £<p  *=  8  Ju 
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sind  du  ersten  Fig. ». 


1Ä9.  Anfg.  V(m  einem  ebenen  Videcke  AB  CD . 
Projektionen  aller  und 
die  zweiten  Pr&jektio- 
nm  dmer  Echpunhte^ 
Ä\B'\  Tf\  gegeben; 
man  soll  die  zweiten 
Projektionen  der  iihri- 
gen  Edqmnkte  finden. 

Die  beiden  Pro- 
jektionen dreier  Eck- 
punkte bestimmen 
die  Ebene  des  Viöl- 
ecks,  vrodnrch  mit 
den  einen  Projektio- 
nen der  übrigen  Eck- 
punkte diese  be-  jp 
stimmt  sind. 

Aufl.  1.  Man 
ziehe  eine  Verbin- 
dungslinie zweier  der  drei  gegebenen  Punkte  A^  B,  D,  der  Genauig- 
keit halber  eine  solche  BD,  von  der  keine  Projektion  nahezu  senk- 
recht auf  der  Prpjektionsaxe  steht,  2iehe  in  der  ersten  Projektion 
die  Strahlen  aus  j1  nach  (7,  ^...5  sie  schneiden  BD,  weil  sie 
mii  ihr  in  derselben  Ebene  liegen.  Man  projicire  die  Schnittpunkte 
von  B'D^  auf  B"D^\  ziehe  nach  ihnen  die  Strahlen  aus  Ä\  und  be* 
stimme  auf  ihnen  die  Punkte  C'\  E^'  aus  C,  K. 

Aufl.  2.  Alle  entsprechenden  Linien  in  beiden  Projektionen  wie 
Äß,  Ä'B^'  u.  8.  w.  liefern  Schnittpunkte,  welche  auf  einer  Geraden 
liegen,  nämlich  atif  der  Schnittgeraden  der  Ebene  des  Vielecks  mit 
der  Halbirungsebene  B,  (66).  Diese  Gerade  wird  überschüssig  durch 
die  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABD  bestimmt:  ÄS,  A!'B'  ^  F; 
VK,  JB" 21"  —  ö;  DA,  D'r  —  Ä  Jede  andere  Seite  oder  Dia. 
gonale  der  zweiten  Projektion  ist  dann  dadurch  bestimmt,  daß  Sie 
die  zugeh5rige  erste  Projektion  auf  der  Geraden  FGR  treffen  muß. 

140.  Zwei  ebene  Figuren  heißen  affln,  wenn  die  eine  die 
Parallelprojektion  der  andern  und  dann  auch  die  andere  die  Parallel- 
Projektion  der  ersten  ist.  Die  Lage^  welche  sie  beim  gegenseitigen 
Projieiren  auf  einander  einnehmen,  heißt  die  perq^kiii)e.  Nennt  man 
zwei  Punkte  oder  zwei  Gerade  entsprechend,  die  gegenseitig  Pro- 
jektionen ron  einander  sind,  so  bemerkt  man,  daß  die  Eigentümlich- 
keit affiner  IHgvren  in  persjpektiver  Lage  oder  perspektiv-affiner  Figtirent 
/olgende  sind:  1)  Alle  Verbindimgslinien  entsprechender  Punkte  sind 

8* 
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als  Projicirende  unter  einander  parallel;  sie  heißen  ÄffiniiätsslraJUen; 
2)  alle  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  liegen  auf  einer  Ge- 
raden, der  Schnittlinie  beider  Ebenen;  welche  ÄfjßnUätsaxe  heißt 

Zwei  affine  Figwren  von  perspektiver  Lage  bleiben  penpekUVf 
wenn  man  die  Ebene  l(  der  einen  um  die  Axe  in  eine  beliebige  neue 
Lage^  auch  bis  eum  Zusammenfallen  mit  der  anderen  Ebene  S,  dreht 
Denn  sind  Ä,  Ä'  und  B,  B"  zwei  Paare  entsprechender  Punkte,  so 
ist  in  der  ursprünglichen  Lage  ÄÄ'  fl  BB',  Schneidet  die  Ebene 
dieser  beiden  Linien  die  Axe  in  C,  so  sind  die  Dreiecke  CÄÄ\  CBB" 
ähnlich,  und  es  gilt  CA :  CA  «  CB :  CB'.  Durch  die  Drehung  von  S' 
ändert  C  nicht  seine  Lage,  und  ändern  CA,  CB"  nicht  ihre  Längen; 
daher  bleibt  jene  Proportion  erhalten;  die  bezeichneten  Dreiecke 
(von  Yeränderlichem  Winkel  bei  C)  bleiben  dann  stets  in  einer  gemein- 
schaftlichen Ebene,  daher  stets  ähnlich,  und  es  bleibt  stets  AA  \\  BB'. 

Haben  umgekehrt  imei  in  derselben  Ebene  liegende  Figwren  die 
(i>m  bezeichneten  beiden  Beziehungen ,  so  sind  sie  perspektiv- affin  oder 
nach  dem  Auseinanderdrehen  um  die  Af&nitAtsaxe  Parallelprojektionen 
von  einander,  weil  dabei  AA  |  BB" . . .  bleibt 

Die  beiden  Projektionen  einer  ebenen  Figur  sind  nacfh  dem  Um- 
legen beider  Prqjdctiansebcnen  in  einander  perspekUv-affinj  weil  (Fig.  65) 
AA'\B^B^'...y  und  weil  die  Schnittpunkte  entsprecheuder  Ge- 
raden, wie  AB^y  A'B!'j  auf  einer  Geraden  FQS  liegen. 

141«  Aufg,  Die  walire  GestaU  eines  durch  seine  beiden  Projek- 
tionen gegAenen  Ebenen  Videcks  zu  bestimmen,  oder  umgekehrt 

ein  gegd>enes  ebenes  Vieleck  in  eine  bestimmte  geneigte  Lage  0h 
bringen  und  seine  Projektionen  zu  verzeichnm. 

Aufl.  Die  erste  Aufgabe  löst  man,  indem  man  eine,  etwa  erste, 
Hauptlinie  der  Ebene  des  Vielecks  zieht  und  um  diese  das  Vieleck 
in  eine  zu  P|  parallele  Lage  dreht;  die  zweite,  indem  man  die 
Hauptlinie  in  dem  umgelegten  Vielecke  zeichnet  und  dann  das 
Vieleck  um  den  gegebenen  Neigungswinkel  seiner  Ebene  dreht 
Beidesmal  kommt  man  auf  dieselben  Eonstruktionslinien.  Verfolgen 
wir  die  Aufl.  der  zweiten  Aufg. 
Tir  «6.  Sei  AQ  die  angenommene  erste  Hauptlinie  {A'G"  parallel  der 
Projektionsaxe),  sei  A PI" C" If"  E'"  die  umgelegte  wahre  Gestalt 
des  Vielecks,  ein  regelmäßiges  StemfÜnfeck  oder  Ffinfeck  zweiter  Art^ 
dessen  Seiten  Sehnen  zu  %  des  Umfangs  des  umschriebenen  Kreises 
sind.  Man  drehe  dasselbe  yxm  AG,  bis  die  y erlangte  erste  Grund- 
neigung s  erreicht  ist  Dies  geschieht  yermittelst  einer  dritten 
auf  AG  senkrechten  Projektionsebene  durch  Drehung  von  G'B^^ 
{XÄG*)  bis  G'B'\  so  daß  -^B^^'G'B^«  2JB  -  «  (oder  -  £). 
Ein  Punkt  B  beschreibt  in  den  Projektionen  die  Bahnen  B^^B^ 
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ir^iT;  JB"  hat  von  Ä'Q" 
den  Abstand  B^^B^  des 
B^^xmB^^G\  Auf  gleiche 
Weise  kann  man  die  ersten 
und  zweiten  Projektionen 
aller  Endpunkte  erhalten, 
und  68  ist  dies  Verfahren 
das  genaueste  und  auch 
sehr  {5rdemd,  wenn  man 
nur  mit  dem  Handzirkel 
mittelst  Stichen  arbeitet^ 
und  den  Linienzug  f'f^'^ 
B'^S  nicht  ausfahrt 

Andererseits  kann  man 
mittelst  der  Affinität  zwi- 
schen der  wahren  Oestalt 
und  der  ersten  Projektion 
die  letztere  voUenden^wenn 
nur  ein  Punkt  JB'  derselben 

(ein  von  ÄG'  möglichst  entfernter)  nach  dem  ersten  Verfahren  be- 
stimmt ist,  indem  man  alle  Af&nitatsstrahlen,  wie  C"'C\  zieht  und 
beachtet,  daß  sich  entsprechende  Linien  auf  der  Affinit&tsaxe  ÄQr 
treffen  {ßC  lauft  nach  B!"G"\  ÄG^  Projicirt  man  diese  Punkte 
▼on  ÄG'  auf  Ä'  G"  hinauf,  so  kann  aus  B!'  die  zweite  Projek- 
tion vollendet  werden. 

142.    Ülmfigsarnfgäbm. 

1)  Von  einem  ebenen  Vielecke  ist  die  zweite  Projektion  ganz 
und  die  erste  Projektion  dreier  Eckpunkte  gegeben;  man  soll,  ohne 
diese  Projektion  zu  vollenden,  die  wahre  Gestalt  des  Vielecks  be- 
stimmen. 

2)  In  einer  durch  ihre  Spuren  gegebenen  Ebene  liegt  ein  seiner 
Gestalt  nach  gegebenes  Vieleck  ABC . ...  Es  ist  Ä'  und  die  Rich- 
tung Ä'B  gegeben,  und  es  ist  bestimmt,  auf  welcher  Seite  von 
AB  der  Punkt  C  liegt;  die  beiden  Projektionen  des  Vielecks  zu 
verzeichnen. 

3)  In  einer  gegebenen  Ebene  über  einer  durch  seine  erste  Pro- 
jektion Ä'B'  gegebenen  Strecke  AB  ein  gleichseitiges  Dreieck  zu 
verzeichnen.    (Zwei  Aufl.) 

4)  Den  Mittelpunkt  des  Kreises  zu  bestimmen,  der  um  ein  durch 
seine  beiden  Projektionen  gegebenes  Dreieck  ABC  beschrieben  isi 

5)  Die  beiden  Projektionen  eines  regelmäßigen  n  Ecks  a*^  Art 
zu  verzeidmen,  wenn  von  demselben  gegeben  sind:  Die  zweite  Spur 
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und  zwpite  Grundneigung  seiner  Ebene,  sowie  die  zweite  Projektion 

des  Mittelpunktes  und  die  eines  Eckpunktes  desselben.    (Zwei  Aufl.) 

Fig.  «1.         143.  Äiify*    Y(yn  eUiem  Dreiecke  ABC^  welches  einem  (jegthenen 

^,.  Dreiecke   A.B'C   ähnlich 

sein  soll,  ist  die  erste  Prth 
jektion  Ä  B>  C  und  He 
zweite  Projektion  A"  eines 
Eckpunktes  gegeben  ^  man 
soll  die  zweite  Projektion 
A"B"C"  deeselbefi  ver^ 
zeicfwen. 

Oder:  Ein  senkrecht 
auf  P,  stehendes,  durch 
seine   erste   Spur  A'RC 

gegebenes  dreiseitiges 
Prisma  durch  eine  durch 
den  Punkt  A  gelegte  Ebene 
so  zu  schneiden,  daß  die 
Schnittfigur  ABO  einem 
gegebenen  Dreiecke  abnr 
lieh  ist 

Aufl.  Da  die  Große 
des  Dreiecks,  mit  welchem 
ABC  ahnlich  sein  soll,  willkürlich  ist,  so  kann  man  es  so  als  A-^Pl G 
zeichnen,  daß  es  mit  ÄB^C  die  Seite  B^C  gemein  hat  Denkt  man 
sich  nun  in  der  Ebene  d^s  Dreiecks  ABC  denjenigen  rechten  Winkel 
DAlE  Yerzeichnei,  dessen  einer  Schenkel  mit  P^  parallel  läuft  so  sind 
seine  erste  Projektion  K ÄE'  (86,  2)  und  sein  Abbild  BfA^E*  in 
der  ähnlichen  Figur  eben£Eills  rechte  Winkel  Ihre  Schenkel  teilen 
in  den  Dreiecken  il'JS'C'  und  A^BC  die  Seite  VC  in  demselben 
YerhSltnisse,  wie  im  Dreieck  ABC  die  Seite  JBC7,  also  aucb  in  deh- 
selben  Punkten  I/,  E\  Man  erhält  diese  yermittelst  eines  Ililfs- 
kreises.,  der  durch  A!  und  A^  geht  und  dessen  Mittelpunkt  auf  B^C 
Uegt.  Von  den  Katheten  des  Dreiecks  DAE  isj}  aber  diejenige  mit 
Pj  parallel,  deren  anliegender  spitzer  Winkel  größer  als  seine  erste 
Projektion  (97, 1)  ist,  also  in  der  Figur  ^2),  weü  ^A^  B^E'>^AD'E\ 
Daher  ist  AD  —  Äff  und  A'^ff'  |I  x  bestimmt  Es  ist  aber  ADEr^ 
A,D'E'  und  ^D-«^'!/,  daher  ADE^A^^i^v  wenn  A,D,  ^ÄD', 
DiEi^D'E'.  Aus  der  wahren  Größe  A^E^  von  AE  und  seiner 
ersten  Projektion  ÄE'  ergibt  sich  aber  der  erste  Abstandsunter- 
schied von  A  und  E  «^  E'E^  (ÄE'E^  —  90^,  ÄE^  «-  A,Ei),  und 
daraus  die  beiden  möglichen  zweiten  Projektionen  E''  und  E*"  von 
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EiE^E"  ^  Eji:*"  —  E'E;)  Dadurch  wt  die  «weite  Projektion  der 
Geraden  DE,  nfimlich  Uf'E'  oder  D" JB*"  bestimml,  aaf  denen  B*: 
und  C  oder  B*"  und  (?♦"  liegen.  Die  beiden  zweiten  Projektionen 
des  Dreiecks  sind  daher  Ä'W'C"  and  A'E^'C*". 

Änm.  Wie  gestaltet  sich  die  Auflösung,  wenn  l)  ^jffÄ'C  »» 
^VA,C  -  90^.  2)  j:A,  1  VCf 

1  i4.    ühungsaufgdben. 

\)  Gegeben  die  wahre  GkHtalt  ABC  eines  Dreiecks^  Ton  der 
zweiten  Projektion  der  Punkt  A''  und  von  der  ersten  der  Winkel  E'A'C 
und  ein  Dreieck  A^B^'C^^  womit  eie  ähnlich  sein  soll;  gesucht  die 
«weite  ProjekHon  Ä'  VC.    (Zwei  Anfl.) 

2)  Von  einem  Parallelogramm,  dessen  Wahre  Gestalt  gegeben 
isty  eine  Lage  und  die  zugehörige  zweite  Projektion  zu  finden^  derart 
daß  die  erste  Projektion  ein  Quadrat  wird. 

145.  Saiz.  Der  Flächminhalt  F  der  PrajOüan  eines  Vieleeh 
ist  gleich  dem  IVodtMe  des  FlüchenitihaUee  F  des  Vielecks  selbst  in 
den  Casihus  der  Neigung  s  seiner  Ebene  gegen  die  PrqjcktionsAeno, 
oder  F"  ^  FcoBs. 

Bew.  Zieht  man  durch  alle  Eckpunkte  des  Vielecks  FaUlinien 
und  eine  Hauptlinie  seiner  Ebene,  so  wird  das  Vieleck  in  Parallel- 
trapeze (oder  Dreiecke)  geteilt,  deren  Projektionen  ebenfalls  solche 
Figuren  bilden.  Sind  die  beiden  auf  einander  folgenden  in  Fall* 
llnien  liegenden  Seiten  eines  solchen  P-Trapezes  yi,  y^,  daher  ihre 
Projektionen  y^  cos  s,  f^  cos  s^  das  ron  ihnen  eingeschlossene  8tfick 
der  Hauptlinie  s,  so  ist  der  Inhalt  f  eines  P-Trapezes  und  der« 
jenige  f  seiner  Projektion 

Daher  bei  äummirung 

P^Ef,   F  — JSr  —  Dos^Jf/'— Fcoss. 

in.  Die  Yieiflaoha  im  allgemeinen. 

14«.  Unter  einem  einfachen  Vielffache  oäer  Folgedcr  der  n*^^  Ord- 
nmg  oder  unter  einem  einfachen  n  Flache  versteht  man  die  Ge- 
samtheit von  n  einfachen  ebenen  Vielecken  ^  welche  derart  zu- 
sammengesetzt sind,  daß  jede  Seite  von  einem  Vielecke  zugleich 
die  eines  zweiten  bildet.  Daher  ist  das  Yielflach  ein  Ton  allen  Seiten 
geschlossenes  Plächengebilde.  Jene  Vielecke  hcil.^on  die  Seitenflächen 
oder  Seiten;  deren  Seitenlinien,  welche  also  stets  zweien  und  nicht 
mehr  Seitenfl&chen  gemein  sind,  heißen  Kanten^  und  die  Punkte, 
in  denen  mehrere,  wenigstens  drei,  Kanten  zosammenstoßen.  Ecken, 
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Zwei  in  einer  Kante  zusammenstoßende  Seitenflachen  bilden  zwei 
Fläehmwinkd,  welche  sich  zu  vier  Rechten  ergänzen.  Die  0U8amfnen' 
gehSrigen  Fläehenurinkd  eines  Yielflachs  sind  diejenigen,  von  denen 
je  zwei  ron  derselben  Seitenfläche  gebildeten  auf  derselben  Seite  der 
letzteroi  liegen.  Das  Neta  des  Yielflachs  wird  gebildet,  wenn  man 
in  einer  Ebene  jede  Seitenfläche  an  eine  benachbarte  mit  einer  ge- 
meinsamen Kante  anhängt  und  zwar  derart,  daß  womöglich  keine 
Verdopplung  entsteht 

In  den  Projektionen  der  Vielflache  sollen  der  Anschaulichkeit 
des  Bildes  halber  diejenigen  Kanten  punktirt  werden,  welche  durch 
Seitenflächen  des  Vielflachs,  die  dem  Auge  (oben  oder  vorn)  naher 
stehen,  verdeckt  werden;  die  übrigen  werden  ausgesfcgen.  Derjenige 
Zug  von  Kanten,  an  welchem  die  projicirenden  Strahlen  hinstreifen, 
ohne  das  Vielflach  zu  schneiden,  heißt  der  wahre  umriß,  seine 
durch  dieselben  Projicirenden  gebildete  Projektion  der  scheinbare 
Umriß.  Es  gibt  deren  so  vielerlei  als  Projektionen.  Der  wahre 
Umriß  ist  auch  die  Grenze  von  sichtbaren  und  verdeckten  Teilen 
des  Vielflachs,  wenn  er  nicht  selbst  durch  nähere  Teile  verdeckt  wird. 


]»c68. 


Fig.  68. 


J9^4 


147.  Äufy.  Die  beiden  Projd^ 
Honen  eines  recMumkligen  ParaUd- 
epipedums  eu  vermchnen,  wenn  von 
seinen  drei  mtsammenstoßenden  Kan- 
ten ÄBj  AC,  AD  gegeben  sind: 
Alf,  Ä'y  von  der  Ebene  SAG  die' 
erste  dmrch  A  gehende  EauptUnie  h 
tmd  die  erste  Neigting  s  mit  ihrem 
Sinne,  die  Längen  AG  und  AD,  und 
wenn  noch  angegeben  ist,  auf  wdcher 
Seite  von  AB  die  AG  und  auf  welcher 
Seite  von  ABG  die  AD  liegt 

Aufl,  Man  lege  P|  durch  A, 
nehme  eine  P^  J.  &  an,  lege  sie  um 
x^  (± K)  um,  ziehe  durch  Ä"  (*', x^^ 
die  Ä"B'"  unter  dem  ^  s  gegen 
a;i,  in  dem  gegebenen  Sinne  (nach 
oben),  so  ist  Ä"B:"  die  dritte  Pro- 
jektion der  Ebene  BAG^  und  auf 
ihr  B'"  aus  B'  bestimmt  Legt 
man  nun  die  Ebene  BAG  um  h 
in  Pj  um,  so  gelangt  B  nach  B^ 
{B'B^  JL  h\  A'"B'^  =  A'"B"\ 
ßfrjßv  JL  ^^^)    Ijj  dieser  Umlegung 
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teichne  man  die  wahre  Gestalt  B^ÄC^  der  Hälfte  des  Grand- 
recbtacka^  und  drehe  es  um  h  nach  'S ÄC\  woraus  die  zweite 
Projektion  Ä'IS'C  erhalten  wird  (Abatand  V  und  C  von  r 
bezw.  —  Abst  F"  und  (T"  von  a^,).  Die  dritte  Projektion  Al^jy" 
steht  senkrecht  auf  Ä"'B"  und  zeigt  ihre  wahre  Länge;  daraus 
folgt  Alf  (X  V)  und  Ä'B'  (Abst  U'  von  W  —  Abst.  JJ"  von  a?i,> 
Zu  den  beiden  Projektionen  der  drei  zusammenstoßenden  Kanten 
können  die  fibrigen  als  Parallele  leicht  zugeftlgt  werden. 

148.  Avifg.   Eim  regelmäßige  Pyramide,  deren  Grundfläche  c»NPig.69. 
regelmäßiges  SiSbeneck  dritter  Art  ist,  in  beiden  Projektionen  zu  ver- 


eeiehnen,  wenn  gegeben  sind  die  Projektionen  der  Spitze  8,  des  Mittel- 
pmktes  M  der  Gnmdfläeke  und  die  erste  Projektion  A'  eines  Eck- 
punktes des  Siebenedis. 

Jufi.  Man  lege  P|  durch  M,  dann  ist  die  erste  Spur  und 
Hanptlinie  h  der  Grundfläche  durch  h'  J.  M'S'  bestimmt.  Man  nehme 
eine  P,  JL  ä  an,  so  ergibt  sich  darin  Jt"S"'  (Abst.  S'"  von  x^  — 
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Abst.  S"  von  h").  Die  dritte  Projektion  M'"Ä"  der  Grundfläche 
eteht  senkrecht  auf  M!"8"\  wodurch  AI"  folgt.  Man  lege,  wie  bei 
der  Torigen  Aufg.;  die  Grundfläche  in  P|  um  so  ergibt  sich  A^^ 
Man  beschreibe  nun  aus  M'  dnrch  JL'^  einen  Kreis  und  teile  denselben 
von  A^  aus  in  sieben  gleiche  Teile,  was  angenähert  dadurch  geschiehl» 
daß  man  eine  Sehne  BC  des  Kreises  gleich  seinem  Halbmesser  r 
mac^ht)  OD  ±  MB  flllt|  worauf  CD  gleich  der  angenäherten  Sieben- 
eckseite. Denn  es  ist  die  Siebeneckseite  -»  0,8677  . . .  r,  DC  «=* 
r  sin  60^  —  0,8660 ,. .  r,  daher  der  Fehler  +  0,0017  r  meist  unmerk- 
lich. Die  beiden  Projektionen  des  Siebenecks  dritter  Art  werden 
dann  nach  Nr.  141  erbalten,  worauf  noch  die  Kanten  ans  S  nach 
den  Siebeneckpunkten,  und  die  sichtbaren  Schnittlinien  nicht  auf 
einander  folgender  Seitenflächen  zu  ziehen  sind. 

149«  Übungacuify.  Ein  Würfel  steht  mit  einer  Fläche  parallel 
'^u  Tif  mit  keiner  parallel  zu  P^  (oder  auch  in  einer  beliebigen 
Stellung).  Es  sollen  die  Kanten  des  Zwöltflachs  gezeichnet  werden, 
von  dessen  Seitenflächen  je  eine  durch  eine  Kante  des  Wflrfels  geht 
und  denkrecht  auf  der  jedesmal  durch  dieselbe  Kante  gehende  Dia- 
gonalebene stehi  (Es  entsteht  das  Rhombendodekaeder  des  regu- 
lären Krystalltiystems.) 

IV.  Lösung  von  Aufgaben  über  VielÜEOhe  Termittelat 
gaometriaoher  örter. 

150.   Aufy,    Eine  dreiseitige  Pyramide  aus  ihren  gegdnmen  sechs 
Kanten  zu  verzeichnen, 
Kis.  7a         Aufl.   Man  bestimme  ein  Seitendreieck  ABC  aus  seinen  drei 
p.  Kanten.    Der  vierte  Eckpunkt 

D  hat  fon  denen  A,  B,  C  ge- 
gebene  AbstSnde.     Der  geo- 
metrische   Ort    des    Punktes, 
welcher  von  A  den  gegebenen 
Abstand  AD  hat,  ist  die  aus 
A  mit  AD  als  Halbmesser  be- 
i    schriebene  Kugel,  der  Ort  in 
/   Bezug  auf  B  eine  Kugel  aus 
L  Bj  der  Ort  in  Bezug  auf  C 

--. -^  /rf      ^    - -^^     eine  Kugel  aus  C  Die  gleich^ 

zeitige  BrfQllung  der  drei  Be- 
dingungen bestimmt  D  als  jeden  der  beiden  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  drei  Kugeln.  Zpr  Ausführung  lege  man  P^  dnrch  A^ 
B^  0*  Die  Kugeln  aus  A,  aus  JB,  aus  €  schneiden  die  P|  in 
größten    Kreisen,   welche    um    J.,  J8,  C   bezw.    mit    den   Halb- 
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mes&ern  A  D,  jBD,  QD  betjcliricben  werden.  Die  beiden  Kugeln  ano 
A  und  aa8  B  schneiden  sich  bekaunilich  in  einem  Kreise  ^  dessen 
Ebene  auf  AB  (und  Fj)  senkrecht  steht  und  sich  als  die  gemein- 
schaftliche Sehne  £JF'  beider  größten  Kreide  projicirt.  Ebenso  be- 
sitzen die  Kreise  aus  B  und  C  die  gemeinschaftliche  Sehne  G^jB, 
die  aus  C  und  A  die  JK.  Die  Sehnen  ET  und  QtB.  schneiden  sich 
in  dem  Punkte  Z^,  trelcher  die  Projektion  der  beiden  Schnittpunkte 
I>,  jy^  der  in  die  Sehnen  projicirten  Schnittkreise  je  zweier  Kugeln 
sind;  diese  schneiden  sich^  weil  beide  Kreise  auf  derselben  Kugel  ausJS 
liegen  und  weil  die  durch  JJf  gehende  Projicirende  diese  Kugel  nur  in 
zwei  Punkten  trifft  Diese  Punkte  gehören  dann  jedem  der  beiden 
Kreise,  daher  auch  jeder  der  drei  Kugeln  und  dem  Schnittkreis  ^K 
der  Kugeln  aus  C  und  A  an.  Legt  man  nun  einen  der  Schnittkreise 
in  P,  um.  etwa  den  ?om  Durohmesser  -EF,  so  gibt  seine  auf  JBf 
senkrechte  Ordinate  Bliy'  den  Abstand  des  D  von  der  Orundfläche. 
Derselbe  kann  auf  jeder  Seite  der  letzteren  aufgetragen  werden^  so 
daß  zwei  symmetrische  Pyramiden  der  Aufgabe  entsprechen. 

Zu8,  Es  folgt  aus  der  Anschauung  der  drei  Kreise  als  üm^ 
risse  von  Kugeln  der  Lehrsatz  der  ebenen  Geometrie,  daß  die  drei 
gemeinsamen  Sehnen  je  zweier  von  drei  Kreisen  durch  ein  und  den- 
selben Punkt  gehen. 

151.  Aufg.  Um  eine  gegdmte  dreiseitige  Pyramiäfi  eine  Kugel  zu 
beschreiben,  oder  durch  mer  gegebene  Punkte  eine  Kugel  zu  legen, 

Aufl.  Der  Mittelpunkt  M  der  Kugel 
ist  der  Punkt,  welcher  von  den  vier  ge- 
gebenen Punkten  A,  B,  0,  D  gleiche  Ab- 
stände besitzt.  Der  geometrische  Ort  des 
Punktes,  welcher  von  A  und  B  gleiche 
Abstände  hat,  ist  die  Ebene,  welehe  die 
Strecke  A  B  senkrecht  halbirt.  Demnach 
istilf  der  gemeinschaftliche  Punkt  der  sechs 
Ebenen,  welche  die  sechs  Verbindungslinien 
je  zweier  der  vier  Punkte  senkrecht  halbiren, 
von  welchen  Linien  aber  nur  drei  nicht  in  einer 
Ebene  liegende  benutzt  zu  werden  brauchen. 
Legt  man  P^  durch  A^  ß^C^  so  schneiden 
sieh  die  Halbirungsebeneli  der  Seiten  dieses 
Dreiecks  in  der  auf  P|  senkrechten  (ilT,  m"), 
und  der  aus  M  durch  ^',  B',  G'  gelegte 
Kreis  liegt  ganz  auf  der  Kugel.  Die  Ver- 
bindungslinie eines  jeden  Punktes  dieses  Kreises  mit  D  ist  eine  Sehne 
der  Kugel,  unter  denen  die  mit  P^  parallele  HE  durch  eine  auf  P, 


Fig.  71. 


Fig.  TL 
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senkrechte  Ebene  senkrecht  halbirt  wird^  deren  zweite  Projektion  auf 
O'E*'  senkrecht  steht  und  M"  bestimmt  Der  Halbmesser  der 
Kugel  ist  der  £u  P,  parallele  Abstaiid  des  M  Yon  einem  Punkte 
jenes  Kreises,  nämlich  MI  ^M"  F' {ß!  F' \x).  Damit  sind  in 
beiden  Projektionen  ans  M'  und  M!'  Kreise  als  Umrisse  der  Kugel 
gezeichnet 

2ttö.  Schneidet  die  mit  x  parallele  HB'  den  Kreis  nichts  so 
ziehe  man  durch  D  einen  mit  Pj  parallelen  Kreis  der  Kugel^  dessen 
zweite  Projektion  eine  zu  x  parallele  Gerade,  dessen  erste  ein  Kreis 
aus  Jlf'  ist.  Mittelst  beider  Parallelkreise  kann  man  dann  unend- 
lich viele  zu  Pj  parallele  Sehnen  der  Kugel  ziehen  und,  wie  oben 
die  DE^  benutzen. 

l&8k  Aufg,  In  eine  gegAene  dreiseitige  Pfframide  eine  Kagd  m 
hesdireü)en,  oder  an  vier  gegd)ene  Ebenen  eine  berührende  Kugd  m  legen. 

Aufl.  Bestimmen  wir  nach  der  letzteren  Fassung  die  Kugeln, 
welche  die  yier  Flachen  der  Pyramide  AB  CD  berühren,  ohne  von 
derselben  eingeschlossen  sein  zu  müssen.  Der  geometrische  Ort  des 
Mittelpunktes  einer  Kugel,  welche  zwei  Ebenen  berührt,  ist  das 
Paar  von  zwei  auf  einander  senkrechten  Ebenen,  welche  die  beiden 
Winkel  der  Ebenen  halbiren.  Da  die  gegebenen  vier  Ebenen  die 
sechs  Kanten  der  Pyramiden  zu  gegenseitigen  Schnitiüuien  haben, 
so  liegt  jener  Mittelpunkt  auf  sechsen  dieser  Halbirungsebenen,  Ton 
denen  durch  jede  Kante  eine  geht  Zur  Bestimmung  reicht  die  Be* 
nutzung  dreier  Kanten  aus,  welche  nicht  nach  demselben  Eckpunkte 
der  Pyramide  laufen,  da  sonst  drei  solche  Halbirungsebenen  eine 
Gerade  gemein  haben;  ihr  gemeinschaftlicher  Punkt  ist  gleichweit 
von  allen  vier  Ebenen  entfernt  Wählen  wir  die  drei  Kanten  der 
Fig.  7s.  Seitenfläche  ABC^  durch  welche  wir  P^  legen. 

Um  den  Flächenwinkel  von  i^C  zu  halbiren,  lege  man  senk- 
recht zu  BCf  am  besten  durch  D,  die  Winkelebene  UfK^  welche 
BC  ixi  E  trifft,  und  drehe  dieselbe  um  die  Höhenlinie  DE  der 
Pyramide  bis  sie  parallel  zu  P,  wird.  Das  rechtwinklige  Dreieck 
B''H"E'"  {ß"E'"  —  UE")  zeigt  dann  bei  E^"  den  einen  der  beiden 
FlächenwinkeL  Um  ihn  und  seinen  Nebenwinkel  zu  halbiren,  lege 
man  eine  zu  Pj  parallele  Hilfeiebene  J"'F"'  (etwa  in  %  der  Höhe 
der  Pyramide),  welche  von  WW  in  J"'  getroffen  wird,  ziehe  aus 
r  durch  E!"  einen  Kreis,  der  die  cT"!?""  in  T"  und  G"  trifft, 
so  sind  die  auf  einander  senkrechten  E'"  F"  und  E'"  &"  offenbar 
die  gesuchten  Halbirungslinien.  Dreht  man  die  Winkelebene  in 
ihre  erste  Lage  zurück,  so  gelangen  F"'  und  (r"'  nach  F*  und  Otj 
weiche  Punkte  man  am  kürzesten  erhält,  wenn  man  auf  BIE'  die 
HJ*  gleich  dem  Abstände  des  J"'  von  ÜB"  aufträgt^  und  dann  J'F  — > 
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Fig,  7«. 
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T&  ^^J"'E"'  macht  Die  Halbirangsebenen  gehen  durch  diese 
Punkte  und  durch  die  Kante  1}(7 «»  a;  ihre  Spuren  mit  der  Hilfs- 
ebene sind  daher  die  durch  i^  und  6r  parallel  zu  TIC  gesogenen 
Oeraden  o^  und  o,.  Auf  gleiche  Weise  bestimme  man  die  oberen 
Spuren  \,  b^  QC'Ä')  und  c,,  c^  (||  ^'JS')  der  durch  CÄ^b  und 
iU?  «■  c  gelegten  Halbirungsebenen. 

Verfolgt  man  zunächst  die  inneren  Halbirungsebenen  aa^^  bb^^ 
cCiy  so  bilden  sie  eine  Pyramide  über  ABC,  welche  die  Hilfsebene 
in  dem  Dreiseite  Oi&x^  schneidet  und  deren  Spitze  1  der  gemein- 
schaftliche Punkt  jener  Ebenen  und  der  Mittelpunkt  der  in  die 
Pyramide  ABCB  eingeschriebenen  Kugel  ist  1  ist  der  Schnitt- 
punkt der  drei  Kanten  A^  \c^\  B,  c^Oi]  C,  Oib^f  welche  in  jeder 
Projektion  gezeichnet  werden  können.  Der  Halbmesser  ist  der  Ab- 
stand des  Punktes  1  von  P|.  Da  aber  acht  Kombinationen  der 
Halbirungsebenen  aus  a,  b,  c,  oder  aus  deren  oberen  Spuren  acht 
Dreiseite  möglich  sind^  so  erhält  man  acht  berQhrende  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  1  (a^\ c,),  2  (aj^^c^),  3  («i^jC,),  4  {Oib^c^),  5 (0,6,  cj^ 
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8  (ßih^kif  '^  (<hh^)i  ^  (Mi^t^i)  bilden y  von  denen  einige  in  der  ersten 
Projektion  angegeben  sind.  Die  Kugel  (1)  ist  von  der  Pyramide 
eingeschlossen,  (5),  (3),  i2)f  (8)  liegen  bezw«  in  den  körperlichen 
Eeken  A,  J?,  C,  D,  aber  jenseits  der  gegenüberstehenden  Flache^ 
(4;,  (6),  {!)  in  dem  PJächenwinkel  an  einer  Kante  und  in  dem 
Scheitelwinkel  des  Flachenwinkels  an  der  Gegenkante  fSr  die  drei 
Paare  von  Gegenkanten  a,  A  D;  fe,  BD;  c,  CD.  —  Man  kann  die  Kon- 
struktion etwas  vereinfachen«  wenn  man  die  Bilfsebene  durch  D 
legt,  in  dem  Falle,  daß  dadorch  die  Oreiseite  Oi&x^i  ^^^  a^^gCs  nicht 
zu  groß  werden. 

153.  Übunyaaufg.  Über  einem  spitzwinkligen  Dreiecke  als 
Grundfläche  eine  Pyramide  zu  konstruiren,  deren  Kanten  an  der 
Spitze  drei  rechte  Winkel  bilden. 

V.  Die  regelmälsigen  VielflaOhe  im  aUgemeinen. 

I&4.  Zur  Erörterung  der  regelmäßigen  Vielflache^  insbesondere 
der  Sternvieiflache  bedarf  es  der  Anführung  einiger  Sätze  ober  regel* 
mäßige  Vielecke,  körperliche  Ecken,  tind  Vielflache.*) 

1)  Bin  regelmäßiges  Vieleck  ist  ein  solches  ebenes  Vieleck,  in 
welchem  alle  Seiten  unter  einander  und  alle  Winkel  unter  einander 
gleich  sind, 

2)  Dm  jedes  und  in  jedes  regelmäßige  Vieleck  laßt  sich  ein 
Ereis  beschreiben.    Beide  sind  koncentrisch, 

3)  Die  Eckpunkte  eines  regelmäßigen  n  Ecks  a*^  Art  erhält 
man  auf  dem  umschriebenen  Kreise  als  Teilungspunkte  seiner  Teilung 
in  n  gleiche  Teile,  und  die  Seiten  als  Verbindungslinien  je  zweier 
(He  er  Punkte  f  welche  a  (und  n  —  a)  solcher  Teile  zwischen  sich 
fassen.  Die  Projektion  des  Vielecks  äus  seinem  Mittelpunkte  durch 
ein^^eitige  Strahlen  anf  den  umschriebenen  Kreis  deckt  diesen  a  mal 

i)  Es  gibt  so  viele  Arten  eines  regelmäßigen  n  Ecks,  als  es  reli^ 

tive  Primzahlen  %u  n  von  1  bis  — r —  gibt.  So  vom  Dreieck  nur  eine 

Art,  vom  Viereck  eine,  vom  Fünfeck  zw^i,  vom  Sechseck  eine,  vom 
Siebeneck  drei  Arten  u.  s,  w.  t 

5)  Der  Flacheninhalt  eines  Vielecks  ist  die  Fläche  welche  von 
einer  veränderlichen  Strecke  beschrieben  wird,  deren  einer  Endpunkt 
in  einem  festen  Punkte  der  Ebene  des  Vielecks  bleibt^  und  dessen 
anderer  Endpunkt  das  Vieleck  beschreibt  Dabei  werden  die  Fläche!)- 


*)  Änsführlicherfts,  besonders)  über  die  regelaiftfUgen  Vielflache  höherer 
Art,  Biehe  in  des  Verfassers  Abhandlung  ,,Cber  Vielecke  und  Vielflache, 
Leipzig  1S64'( 
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stücke  mit  der  Drehricbtung  positiv  oder  negativ.  Der  Flächeninhalt 
eines  regelmäßigen  nEcks  ist  daher  hmal  der  des  Dreiecks,  dessen 
Grundlinie  eine  Seite  und  dessen  Spitze  der  Mittelpunkt  des  n  Ecks. 
Man  bemerkt,  daß  von  einem  Vielecke  höherer  Art  Teile  seiner 
Ebene  mehrfach  bedeckt  sind,  so  beim  Fünfeck  zweiter  Art  sein 
Kern  zweifach. 

155.  1)  Eine  regelmäßige  k&yerliclie  JSdce  ist  eine  solche,  in 
welcher  alle  Seiten  unter  einander  und  alle  Winkel  un^i^r^einander 
gleich  sind. 

2)  um  eine  regelmäßige  körperliche  Ecke  (d.  k  durch  alle  ihre 
Kanten)  und  in  eine  solche  (d.  h.  berührend  an  alle  Seiten)  läßt 
sich  ein  gerader  Kreis*  oder  Umdrehungskegel  beschreiben.  Beide 
Kegel  sind  koaxial,  d.  h.  sie  haben  eine  gemeinschi^liche  Axe^ 
welche  auch  die  Axe  der  Ecke  heißt. 

3)  Eine  auf  der  Axe  senkrechte  Ebene  schneidet  die  regelmäßige 
körperliche  Ecke  in  einem  regelmäßigen  Vielecke^  dessen  Ecken 
gleich  weit  vom  Scheitel  abstehen  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Axe  liegt;^  und  umgekehrt;  die  Ecke  ist  von  derselben  Art  )^ie  dies 
Vieleck. 

156.  1)  Ein  regelmäßiges  Vielflach  ist  ein  soJcltes,  dessen  Seiten 
kongruente  regelmäßige  Vielecke  und  dessen  Flachenwinkel  unter 
einander  gleich  sind.  —  Die  Kongruenz  der  Ecken  folgt  hieraus. 

2)  Um  jedes  und  in  jedes  regelmäßige.  Vielflach  läßt  sich  eine 
Kugel  beschreiben.  Beide  Kugeln  sind  koncentrisch;  ihr  Mittelpunkt 
heißt  auch  der  des  Vielflachs. 

3)  Die  zweiten  Endpunkte  aller  von  einer  Ecke  eines  regel- 
mäßigen Vielflachs  ausgehenden  Kanten  und  deren  auf  dem  Viel- 
flach liegende  Verbindungslinien  bilden  ein  regelmäßiges  Vieleck. 
Dasselbe  ist  von  derselben  Ordnung  und  Art,  wie  die  körperliche 
Ecke  des  Vielflachs; 

4)  Ein  regelmäßiges  Vielflach  ist  von  der  A^^  Art,  wenn  es 
von  seinem  Mittelpunkte  aus  durch  einseitige  Strahlen  auf  eine 
koncentrische  Kugel  projicirt,  diese  Ä  mal  deckt;  oder  wenn  jeder 
aus  dem  Mittelpunkt  einseitig  gezogener  Strahl  dasselbe  Ä  mal 
schneidet. 

5)  Mit  kongruenten  regelmäßigen  n  Ecken  kann  man  auf  un- 
endlich viele  Arten  regelmäßige  körperliche  Ecken  bilden  ^  indem 
man  mit  einer  über  zwei  Seiten  desselben  gespannten  Diagonale  als 
Seite  ein  regelmäßiges  v  Eck  a^^  Ordnung  bildet  und  den  Scheitel 
der  Ecke  so  bestimmt^  dbß  sein  Abstand  von  allen  Ecken  des  v  Ecks 
gleich  einer  Seite  des  leEeks  ist.  Die  Ecke  ist  dann  von  der 
yt*D  Ordnung  unJcc**^  Art.   Dabei  muß  als  Bedingung  erfüllt  werden, 


Digitized  by 


Google 


128 


IV,  156-167.   Ebenliachige  Gebilde. 


daß  die  Seite  des  n  Ecks  größer  als  der  Halbmesser  des  omschrie- 
beDen  Kreises  des  v  Ecks ,  oder  daß  das  v  fache  des  Winkels  ip  des 
n  Ecks  kleiner  als  a  X  4  22  ist  (vq)  <,a4  B), 

6)  Soll  eine  solche  aus  regelmäßigen  Vielecken  gebildete  regel- 
mäßige körperliche  Ecke  einem  regelmäßigen  Vielflache  angehören, 
so  muß,  wenn  man  an  den  übrigen  Ecken  der  benutzten  nEcke 
neue  dem  ersten  kongruente  körperliche  Ecken  bildet,  und  so  an 
allen  Ecken  der  Vielecke,  - —  ein  geschlossenes  Vielflaeh  entstehen. 

7)  Vielflache  erster  Art,  deren  Seiten  und  Ecken  ebenfalls 
erster  Art  sein  müssen,  können  bekanntlich,  damit  vip  <4R  wird, 
nur  folgende  fünf,  die  s.  g.  Platonisdien  Körper  ^  gebildet  werden: 

(1)  Das  Vierflach  oder  Tetraeder,  mit  drei  Dreiecken  an  einer 
Ecke, 

(2)  das  Sechsflach  oder  Hexaeder  oder  der  Würfel,  mit  drei  Vier- 
ecken an  einer  Ecke, 

(3)  das  Achtflach   oder  Oktaeder,  mit  vier  Dreiecken  an  einer 
Ecke, 

(4)  das  Zwölfflach  oder  Dodekaeder,  mit  drei  Fünfecken  an  einer 
Ecke, 

(5)  das   Zwanzigflach    oder  Ikosaeder,  mit   fünf  Dreiecken    an 
einer  Ecke. 

Die  weiteren  Sätze  über  die  regelmäßigen  Vielflache  höherer 
Art  sollen  bei  deren  Darstellung  gebracht  werden. 


VL   Die  regelm&Tsigen  Vielflaohe  erster  Art.    (Flatoniaohe  Körper.) 

167,   Äufg,   Die  fünf  regelmäßigen  Vidflache  erster  Art  aus  der 

gegebenen  Kantenlänge  oder  SeitcnftäcJ^  in  beiden  Projektionen  gu  ver- 

eeichnen,  wenn  eine  Seite  in  F|  liegt 

vig.n.  „._  „^  Das   Vierflach.    Seine   in  Pj   liegende 

Seite  ist  das  regelmäßige  Dreieck  >i/Jf'^,'. 
Denkt  man  sich  jede  der  drei  anderen  Sei- 
ten in  die  Grundfläche  niedei^elegt  und 
dann  wieder  aufgerichtet,  so  beschreibt 
im  Grundriß  jedesmal  ein  Eckpunkt  eine 
Höhenlinie  des  Grunddreiecks  und  die  Spitze 
B'  liegt  im  Schnittpunkt  der  dreien.  Die 
y^4  Hohe  von  B  über  Pj  ist  eine  Kathete  ffB^" 
des  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  andere 
Kathete  «■  A^'B'  und  de88en  Hypotenuse 
«s  -4,  A^, 

Das  Sechsftach   hat  em   Quadrat  zur 
ersten  Projektion. 


-<r' 


\\. 


B^:: 


V-"/ 


\ 


4; 
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158.  Bas  Achtflach.  Die  Gnmdfl&che  ist  das  regelmäßige  Drei-  Fig.  74. 
eck  A^Ä^Ä^j  dessen  Mittelpunkt  M'  sei. 
Durch  seine  Kanten  sind  neue  Dreiecke  ge- 
legt, deren  Spitzen  JB  in  der  ersten  Pro- 
jektion auf  den  von  M'  auf  die  Seiten  des 
Grunddreiecks  gefällten  Senkrechten  liegen 
und  wegen  der  gleichen  Neigung  gegen  die 
Grundfläche  gleich  weit  von  M'  abstehen, 
während  sie  selbst  gleiche  Abstände  Yon^^ 
besitzen.  Das  Dreieck  der  drei  B  oder 
B^B^B^  ist  daher  regelmäßig,  mit  P|  parallel 
und  außerdem  eine  Seite  des  Achtflachs,  A^  ^.^....^ 
welche  gestattet,  die  drei  Schlußdreiecke 
AiB^B^y  A^B^Biy  A^B^B^  zu  legen.  Daher 
ist  Bi'B^B^'  ein  mit  A^A^A^  kongruentes, 
koncentrisches  und  verschränktes  Dreieck, 
so  daß  der  Umriß  durch  ein  regelmäßiges 
Sechseck  gebildet  wird,  dessen  Kanten  im 

Raame  zwischen  den  Ebenen  der  A  und  der  B  auf-  und  absteigen.  — 
Der  Abstand  der  B  von  Pj  wird 


als  B^B^"  aus  der  ersten  Pro- 
jektion A^B^  und  der  wahren 
Länge  A^A{  einer  Kante  be- 
stimmt. 

169.  Das  Zvoolfßaeh.  Man 
seiehne  in  P|  das  (regelmäßige)  . 
Grundfttnfeck  A;A^'A^A;A^ 
und  lege  durch  jede  Seite  des- 
selben unter  gleichen  Winkelnd 
gegen  P^  ein  neues  solches  iFfSnf- 
eek,  derart  daß  sich  an  jeder  Ecke 
A  drei  Flächen  zusammenfügen. 
In  diesen  Fünfecken  bilden  die 
so  A^A^^  ...  parallelen  Diago- 
nalen B^B^j  ...  ein  zu  P^  paral- 
leles Fünfeck;  die  ersten  Projek- 
tionen seiner  Seiten B/P/, ...  sind 
parallel  und  gleich  weit  abstehend 
Ton  A^  A^y . . . ;  daher  ist  das  Fünf- 
eck der  B'  regelmäßig,  parallel 
und  koncentrisck  zum  Orundfüuf- 
eck  der  Ä.  Man  erhält  zwei  Punkte 

Wiensr,  Lehrbnob  Aer  darit«lleadea  OeoiB«tri<*. 


Fig.  76. 

2g  K  JK  Dl  m 


Pig.  75. 
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J5g',  B/  auf  den  Strahleu  M'A^^  M'A^Axaüi  die  m  Ä^Ä^  senkrechten 
Oenden  A^B^j  J^BIj  wodurch  B^3^  parallel  und  gleich  der  Dia- 
gonale A^A^  wird.  Die  fünf  Punkte  &  liegen  ebenfalls  gleich  weit  ent- 
fernt Yon  den  besfiglichen  Seiten  des  Grundfünfecks  und  yon  M\  und 
bilden  (weil  ÜCO^  ±  -^^i)  ^^^  regelmäßiges  Fanfeck,  dessen  Söiteii 
Diagonalen  derjenigen  FOnfecke  sind,  welche  die  Ecken  B  abschließen. 
Die  Fünfecke  der  B^  und  der  C  sind  daher  kongruent,  liegen  auf 
demselben  Kreise  und  sind  terechilnkt,  so  daß  die  zehn  Punkte  JB" 
und  (T  ein  regelmäßiges  Zehne^k^  den  Umriß  der  Figur,  bilden.  Jene 
fttof  abschließenden  FOn/ecke  besitzen  Seiten  B^D^  \  C^C^,  .  .  .,  so 
ditß  das  Ffinfeck'  der  D,  weldios  das  Zwolfflach  schließt,  ||  P,  ist, 
und  daß  seine  erst^  Projektfod,  wegen  der  gleichen  Flächenwinkel 
an  seinen  Kanten,  koncentriach  tu  dem  Fünfecke  der  C*  liegt,  also 
auf  demsielben  Kreise  und  verschränkt  mit  dem  Fünfecke  der  A, 
wodurch  die  Punkte  A'  und  B^  ein  regelmäßiges  Zehneck  bilden. 

Man  bemerkt,  daß  wegefl  J/C/  ||  M'A{  und  A,'C;  (  M'A^  das 
Viereck  M'  AyC^A^  ein  Parallelogramm  und  zwar  ein  Rhombus  ist^ 
woraus  folgt,  daß  AiCl^WAi  «  r  und  daß  M'Oi  durch  A^A^ 
senkrecht  halbirt  wird;  dadurch  aber  ist  eine  einfache  und  genaue 
Beatimmung  von  C/  gegeben.  Sodann  ist  D^A^lM'B^'y  daher 
l^C;D;Ai  e^  £\G;M'B^  und  gleichschenklig,  also  B^Ci  -^ 
B^A^  «B  B^  gleich  der  Zehnecksseite  des  kleinen  Kreises.  Hiernach  . 
ist  aueh  der  Halbmesser  des  großen  Kreises  M'C^  '^  /  -«  r .+  ä 
Ferner  bildet  A^B^  gleiche  Winkel  mit  B/C/  und  JJ/C/  und  mit 
der  dazu  parallelen  C^A^\  daher  ist  auch  dt^B^Cj^^^A^'C^'^jr,  oder 
die  Zehnecksseite  0  des  großen  Kreises  ist  gleich  dem  Halbmesaer  r 
des  kleinen,  so  daß  auch  aus  dem  angenommen  großen  Kreise  leicht 
der  kleiue  bestimmt  werden  kann. 

Die  Hohen  h  und  h'  bezw.  der  Punkte  B  und  C  über  P^  kannte 
man  wieder  durch  Kanten  oder  durch  Höhenlinien  der  Seitenflächen, 
deren  wahre  Längen  und  ersten  Projektionen  bekannt  sind,  bestimmen. 
Der  Höhenunterschied  von  C  und  D  ist  sodann  «=  A,  def  Yon  B 
und  D  -« h\  Einfacher  benutzt  man  aber  die  Bemcirkung,  daß 
h^s^r^B^e,  h' ^^r  *^r-\-s  ist.  Es  kann  dies  aus  dem  selbstverständ- 
liehen  Satze  gefolgert  werden:  Wenn  Bwei  gleiche  Strecken  räunUich  auf 
einander  senhredU  stehen  und  parallele  Projektionen  besiUen,  so  ist  der  Ab- 
standsunterschied der  Endpunkte  der  einen  Strecke  von  der  Proj€ktionsd>ene 
^gleich  der  Ptojektion  der  anderen  Stredce.  Im  Grundriß  sind  nämlich  in  den 
Seitenflächen  die  Diagonalen' ^'0/  (ÜA'-B/)  und  A^'B^'  Q^B^'C^) 
beide  JL  A^'A^\  und  weil  letzte  in  P^,  sind  auch  im  Räume  A^C^ 
und  A^B^  J.  -4» -^6-  Daher  sind  allgemein  von  den  sechs  Diago- 
nalen voii  Seitenflächen,  welche  von  einer  Ecke  des  Zwölfflachs  aus* 
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gehen,  je  sswei  auf  einander  senkrecht;  welche  dureh  eine  solche 
getrennt  sind,  daher  ist  anch  räumlich  A^C^  ±  ^s-^s«  ^^  außerdem 
beide  Strecken  gleich  Bind  iind  zusammeofallende  Projektionen  be- 
sitzcS,  80  ist  nach  dem  angeführten  Satze  der  Höhenunterschied  von^, 
und  J?3  =  Ä  «  X^'O/  =  r,  und  der  von  A^  und  C^  —  *'  —  A^'Bz^  r, 
urfd  daher  ä'  —  Ä  «»  0  «*  dem  Höhenunterschiede  von  B  und  C.  Die 
Reihe  der  H5henpunhte  ist  mit  der  Reihe  C^A^D^B^  kongruent 

160,  Das  ZuHmeigflach  Man  verzeichne  in  F|  aus  der  ge- 
gebenen Kante  das  Orunddreieck  A^A^A^  tnit  dem  Mittelpunkte  yig.T€. 
M'.  Die  f&ttf  in  einer  Ecke  zusammen- 
stoßenden Dreiecke  bilden  eine  Py- 
ramide, deren  Grundfigar  ein  aui8 
kanten  des  Zwansigflachs  gebildetes 
regelmäßiges  Fünfeck  ist  (156,  3). 
Man  denke  sich  ein  solches  auf  jede 
Kante  des  Dreiecks  A^A^A^  aufge- 
setzt derart  daß  die  von  jeder  Ecke 
aasgehenden  beiden  Kanten  bezw.  in 
ii|C^,  Aj^^^  A^G^  zusammenfallen; 
die  den  Qrundb'nien  gegenüber  liegen- 
den Eckpunkte  sind  die  27,  welche 
im  Baum  gleiche  Abstände  von  P| 
und  im  Grundriß  gleiche  von  M' 
haben,  auf  den  (terlängerten)  Höhen- 
linien von  A^A^A^  liegen,  und  daher 
ein  mit  dem  Orunddreieck  köncentri- 
sdies  und  verschrft^tes  regelmäßiges 
Dreieck  bilden  müssen.  Außerdem  igt 
es  mit  dem  Oninddreieck  kongruent; 
denn  denkt  man  sich  über  jedem  jener 
Fünfecke  die  genannte  fünfseitige  Py^ 
ramide  errichtet,  so  sind  an  den  Ecken  A  die  fünf  vorhandenen 
Dreiecke  angelegt,  in  B  deren  erst  vier,  so  daß  die  Lücken  je  durch 
ein  fünftes  Dreieck  ausgefüllt  werden,  deren  den  Punkten  B  gegeöt 
Über  liegenden  Seiten  dann  das  Schlußdreieck  D^D^J)^  bilden.  Die 
Punkte  X  und  Bt  sind  daher  die  Eckpunkte  eines  regelmäßigen 
Sechsecks.  Die  Eckpunkte  0'  bilden  ein  mit  dem  Grunddreieck 
koncentrisches  und  paralleles  Dreieck,  dessen  Seiten  gleich  der  Dia- 
gonale des  Diagonalfünfeck»  sindr  Die  Spitzen  B  jener  drei  Pyra- 
miden bilden  je  mit  zwei  Punkten  D  und  eiuem  A  ebenfalls  Dia- 
gonalfünfecke wie  J)^B^B^AyB^\  daher  hängen  die  Punkte  B  ebenso 
mit  den  D,  wie  die  G  mit  den  A  zusammen.    Es  bilden  demnach 
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die  Punkte  Ä  und  2X;  sowie  die  "B  und  D"  zwei  koncentrische 
parallele  regelmäßige  Sechsecke^  deren  Seiten  und  deren  Halbmesser 
der  umschriebenen  Kreise  sich  wie  die  Seite  zur  Diagonale  eines 
r^elmäßigen  Fünfecks  verhalten.  Man  erhält  daher  wieder  (159) 
aus  dem  Halbmesser  M'Ä^  »»  r  denjenigen  M*C^  <»  r\  wenn  man 
AyCi  B»  der  Seite  z  des  dem  kleinen  Kreise  eingeschriebenen  regel- 
mäßigen Zehnecks  macht;  d.  i.  r  »>  r  -f*  ^« 

Die  Höhen  lassen  sich  wieder  aus  den  ersten  Projektionen  und 
wahren  Längen  der  Kanten  oder  der  Höhen  der  Seitenflächen  be- 
stimmen; zweckmäßiger  ist  der  Satz^  daß  der  Höhenunterschied  der 
A  und  B  '^^h'^r,  derjenige  der  Ä  und  C  ^^  h'  '=»  /,  wie  beim 
Zwölfflach;  ist,  so  daß  die  zwölf  Eckpunkte  des  Zwanzigflachs  und 
die  zwanzig  des  Zwölfflachs  auf  denselben  vier  Kreisen  ein  und  der- 
selben Kugel  liegen,  wenn  von  beiden  Vielfiachen  die  Vielecke  der 
Grundflächen  in  denselben  Kreis  eingeschrieben  sind.  Man  bemerkt 
nämlich,  daß  im  Grundriß  und  räumlich  auf  der  Kante  Ä^A^  die 
B^D^  senkrecht  steht,  und  allgemein  auf  jeder  Kante  des  Zwanzig- 
flachs eine  andere,  derart,  daß  wenn  man  durch  die  erstere  eine 
Seitenfläche  leg^  die  andere  Ton  der  gegenüberliegenden  Ecke  dieser 
Fläche  ausgeht  und  ihr  gegenüber  liegt  Solche  auf  einander  senk- 
rechte Kanten  sind  auch  Ä^C^  und  B^C^,  und  da  außerdem  ihre  ersten 
Projektionen  parallel  laufen,  so  ist  wieder  der  Höhenunterschied 
der  Endpunkte  der  einen  gleich  der  Projektion  der  anderen, 
oder  Höhenunterschied  von  J.  und  C  —  A'  «=  B^'C^'  —  M'C^  —  r,^ 
und  Höhenunterschied  von  B  und  C  »  j4/  0/  <«  gy  woraus  h^^K 
^  jer  ea  f,  was  zu  beweisen  war. 

161.  Aufy.  Die  fünf  regdmäßigen  Vidflache  erster  Art  am  der 
gegebenen  Kantenlänge  m  vertseichnen^  wenn  die  VerhindungsUnie  einer 
Ecke  mit  dem  Mittelpmkte  des  Vidflachs  senkrecht  auf  P^  stdU. 

Zunächst  bemerkt  man  aus  den  bisherigen  Darstellongen,  daß 
eine  solche  Verbindungslinie,  außer  bei  dem  Vierflach,  noch  eine 
zweite,  ebenso  weit  vom  Mittelpunkte  entfernte  Ecke  enthält  Eine 
solche  Linie  heißt  eine  Edcenaxe,  jene  beiden  Ecken  Oegenedcen;  die 
von  ihnen  ausgehenden  Kanten  sind  paarweise  parallel  und  ent- 
gegengesetzt gerichtet  In  der  verlangten  ersten  Projektion  fallen 
zwei  Gegenecken  zusammen  und  die  zweiten  Endpunkte  der  von 
ihnen  ausgehenden  Kanten  bilden  zwei  mit  F,  parallele  kongruente 
regelmäßige  Vielecke,  deren  erste  Projektionen  konzentrisch  und 
verschränkt  sind.  —  Für  das  VierflacJ^  ist  die  Stellung  dieselbe  oder 
die  umgekehrte,  wie  in  Fig.  73. 
¥if,  T7.  162.  Das  Sechsflach.  Stellen  A'  und  D'  die  zusammenfallenden 
Ecken  dar,  so  bilden  die  Ecken  B'  und  die  C  jene  verschränkten  Drei- 
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ecke  B^B^B^  und  G^C^C^^  und  der  Umriß,  der  diese  Ecken  ab- 


wechselnd verbindet,  ist  ein  regelmäßiges 
Sechseck.  Aus  der  gegebenen  Eantenlange 
AB  bestimmt  man  die  Diagonale  der  qua- 
dratischen Seite,  welche  gleich  der  Seite 
B^B^^^C^C^  der  verschränkten  Dreiecke 
ist  Die  Höhe  ^JD  —  Ä'  U'  ist  eine 
Diagonale  des  Würfels  und  gleich  der  Hypo- 
tenuse eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen 
Katheten  AB  —  Ä'B  und  Blf  —  B^B^ 
sind.  Die  Höhenunterschiede  der  Punkte  A 
und  By  B  und  C,  C  und  D  sind  einander 
gleich, also  jeder  «=  ^ -4D,  weil  AB^^B^C^ 
-^C^D  ist  •—  In  der  Figur  wurde  von  der 
Wfirfeldiagonale  Ä'Bf'  aus  gegangen,  dar- 
über als  Durchmesser  der  größte  Kreis  der 
umschriebenen  Kugel  gezeichnet,  dessen 
Ordinate  B^'B  £Br  Ä'Bl'  —  \  Ä/B'  den 
Halbmesser  des  um  das  Umrißsechse9k 
des  Grundrisses  umschriebenen  Kreises 
angibt 

163.  Bas  Achtflach.  Jene  ver- 
schränkten Vierecke  oder  Quadrate 
fallen  zugleich  zusammen.  Die  ganze 
Höhe  ist  gleich  einer  Diagonale  des 
Quadrats. 

164.  Das  Ztcölffladi.  Die  bei- 
den in  der  ersten  Projektion  zu- 
sammenfallenden Ecken  sind  Ä  und 
F,  jene  beiden  verschränkten  Drei- 
ecke sind  die  der  Punkte  B'  und  der 
E\  welche  zur  Seite  die  Diagonale 
der  wahren  Gestalt  des  SeitenfQnf- 
ecks  haben,  und  deren  Ecken  ein 
regelmäßiges  Sechseck  bilden.  Zu 
ihrer  Bestimmung  hat  man  die  Yer- 
seichnong  des  regelmäßigen  Fünf- 
ecks nötig,  welches  hier  aus  der 
Fig.  75  entnommen  wird.  Von  dem 
unteren  Eckpunkte  A  gehen  drei 
Fünfecke,  wie  AB^C^CfB^,  aus, 
von    dem    oberen    F   drei,    wie 


Fig.  77. 


»f.  78. 


Digitized  by 


Google 


134 


IV,  164--166.   Ebenfiacbige  Gebilde. 


FEfD^D^E^,  welche  zusammen  schon  alle  zwanzig  Eckpunkte 
enthalten;  dieselben  werden  noch  durch  sechs  Fünfecke  oder  sechs 
Kanten  CD  verbunden.  Nun  ist  offenbar  der  Abstand  des  Punktes 
C^'  Yon  der  Diagonale  Ä  E^  «»  ^  Kante  des  Fünfecks  und  Ton  der 
Diagonale  ÄJB^  '^^  Diagonale  des  Fünfecks  -^^JP^jB,',  so  daß 
65'  und  ebenso  D/  auf  der  Verlängerung  der  zu  Ä  B^'  paral> 
lelen  E^  B^  liegen.  Dadurch  ist  C^  bestimmt,  und  ebenso  die 
fünf  übrigen  C  und  die  sechs  D,  die  dazu  alle  zwölf  auf  demselben 
Kreise  aus  Ä  liegen.    Die  erste  Projektion  ist  somit  Tollendei 

Für  die  Bestimmung  der  Höhenunterschiede  beachte  man,  daß 
nach  Figur  75  auf  der  Kante  Ä^  A^  des  Zwölfflachs  die  Kanten 
AiB^  und  Cy^Dx  senkreckt  stehen,  und  daß  im  allgemeinen  zwei 
Kanten  des  20 Flachs  auf  einander  senkrecht  stehen  in  dem  Falle, 
daß  wenn  man  die  eine  als  eine  Seite  eines  Seitenfünfecks  ansieht, 
die  andere  von  der  gegenüberliegenden  Ecke  desselben  ausgeht, 
aber  nicht  demselben  Fünfecke  angehört.  Daher  sind  auch  AB^ 
und  C^B^  (Fig.  78)   auf  einander  senkrecht;  und  da  zugleich  ihre 

ersten  Projektionen  unter  einander 
parallel  sind,  so  folgt  wieder,  daß 
^  der  Höhenunterschied  von  A  und  B 
j«  —  Ce' 1^3' ««  a,  nnd  derjenige  von  0 
und  D  =«  j4'  jBj'  -«  r  ist  Da  ferner 
die  Diagonalen  B^  G^  und  B^  D^  räura- 
lich  auf  einander  senkrecht  stehen 
(150),  und  da  ihre  ersten  Projektionen 
in  einer  Geraden  liegen,  so  ist  der 
Höhenunterschied  von  B  und  C7»« 
B^'  D^'^^b,  derfenige  von  B  nnd  jD«- 

^<K  79  166»  Das  Zwati^igflach.  Die  bei- 

den in  der  ersten  Projektion  zusammen- 
fallenden Ecken  sind  A\  D^  jene 
beiden  Verschränkten  regelmäßigen 
Vielecke  sind  die  Fünfecke  der  Punkte 
B"  und  der  CT,  welche  zu  Seiten  die 
gegebene  Kantenlänge  haben,  und 
deren  Ecken  ein  regelmäßiges  Zehn- 
eck, den  umriß  rdes  Vielflachs,  bilden. 
Hiermit  ist  die  erste  Projektion  be- 
stimmt. 
Die  Höhenunterschiede  ergeben  $ich  für  A  und  B  «=»  B^'  G^ ««  jp, 
fiir  B  und  C^^  A  B^  «=  r.    Denn  es  sind  wieder  die  Kanten  B^  C5 
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ttnd  AB^  rhxwlich  aufeinaiider  eenkreoht  (160),  in  der  Projektioh 
•ber  paraUeL 

166.  ÜbimgsaufgäbefL 

1)  Die  fünf  regelmäßigen  Yielilache  erster  Art  aus  der  ge- 
gebenen Eanteniange  in  beiden  Projektionen  za  Terzeichnen;  wenn 
eine  Kante  in  P|  liegt,  und  die  beiden  ihr  anliegenden  Seiten  gleiche 
erste  Qrundneigongen  besitzen. 

2j  Die  fünf  regelmäßigen  Yielflache  erster  Art  in  eine  gegebene 
Kugel  einzubeschreiben.  Beschreibt  man  Über  dem  Durchmesser 
AB^ead  der  Kugel  einen  Halbkreis,  aeht  in  ihm  die  Sehne  AC^ 
so  ist  dieselbe  die  Kante  des  gesuchten  Vier-,  Sechs-  oder  Achf- 
fiafihs,  je  nachdem  ihre  Projektion  auf  d  gleich  \dj  }df,  oder  \d 
ist  (s.  Fig.  77).  Beim  12-  und  20  Flach  ist  d  die  Hypotenuse 
eine«  rechtwinkligen  Dreiecks  {A^l)i  D^  der  Figuren  76  und  76), 
dessen  Katheten  2r  und  2r  -{-  i?  oder  2/  und  r  «f-  ^'  siiid.  Man 
nehme  z.  B.  nach  der  ärsten  Anschauung  einen  Durchmesser  2r, 
willktlrUch  an,  bestimme  dazu  j9j,  so  ist  mit  dem  rechtwinUigen 
Dreiecke  ^r^^  Sr^  +  ^u  ^  das  obige  ähnlich,  wodurch  %r  aus  d 
bestimmt  wird.  —  Oder  auch,  da  sich  f&nf  Wütfei  legen  lassen, 
wie  wir  bald  sehen  werden,  deren  Ecken  in  Ecken  des  ZwöIfAachs 
fallen,  und  deren  Kanten  Diagonalen  der  fünfeckigen  Seitenflächen 
des  Zw5lfBachs  sidd,  so  ist  aus,  dem  Durchmesser  der  umschrie- 
benen Kugel  die  letztere  Diagonale  und  dann  die  Seite  des  Fünfecks 
leicht  zu  ermitteln.  --  Aus  dieser  Anschauung  folgt  6u<ih  noch,  daß 
(Fig.  78)  a  -f.  6  —  r  — 1(?  ist. 

VI|.  Die  regelmälMgen  VIelflaohe  hSherer  Art. 
(BegelmSfidge  Sternvieliiaohe.)*) 

167.  Zu  ihrer  Ableitung  ist  ein  Hilfssatz  notwendig: 

Dk  Eckpunkte  eines  regelmäßigen  Vidflachs  höherer  Art  fallen 
mit  den  EckpHnkten,  und  eme  Seitenflächen  mit  den  Seitenflächen  eines 
regelmässigen  Vielftaehs  erster  Art  0usanwten. 

Wenn  man  auf  den  Ecken  eines  regelmäßigen  Vielflaehs  ▼ 
höherer  Art  (die  auf  einer  Kugel  liegen)  eine  Ebene  gleichsam  ab* 
rollen  läßt,  derart^  daß  in  jeder  festen  Lage  derselben  wenigstens 
drei  Eckpunkte  des  V  in  ilir,  alle  anderen  aber  auf  derselben  Seite 
Ton  ihr  liegen,  so  leuchtet  ein,  daß  dann  alle  diese  festen  Ebenen 


^  Außer  der  angeführten  Abhsndlnng  des  Verfasflers  „Über  Vielecke  ond 
Yielflache**  Tergleiche  J^.  ließ:  Ober  zwei  Crweiterongeo  des  Begriffs  der 
regelmäßigen  Körper^*  in  den  Sitzongebericbten  d.  Ges.  z.  Bef.  der  ges.  Natur- 
wiaeensch.  in  Marburg,  1875,  8. 1—20;  und  „Über  die  zugleich  gleicheckigen 
und  gleichflächigen  Polyeder^,  Cassel  1876. 
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ein  Vielflach  erster  Art  W  bilden,  dessen  Eckpunkte  auch  Eck- 
punkte des  y  sind.  Es  mdssen  dies  aber  alle  Ecken  des  V  sein; 
denn  ein  weiterer  Eckpunkt  E  des  V  kann  nicht  im  Inneren  des  W 
oder  einer  Seitenfläche  des  W  getrennt  von  einer  Ecke  des  W  liegen, 
weil  er  dann  nicht  auf  der  umschriebenen  Kugel  läge;  er  kann  auch 
nicht  außerhalb  W  liegen,  weil  er  sich  dann  mit  anderen  Ecken 
des  V  auf  entgegengesetzter  Seite  von  derjenigen  Seitenfläche  des  W 
befände,  'welche  von  dem  durch  E  gehenden  Durchmesser  der  Kugel 
zunächst  (lern  E  getroffen  wird,  während  noch  ein  zweiter  ent- 
fernterer Schnittpunkt  mit  W  vorhanden  ist  —  Es  gibt  offenbar  nur 
ein  einziges  derartiges  Vielflach  W. 

Denkt  man  sich  nun  einipiit  V  kongruentes  Vielflach  V'  und 
das  ihm  umschriebene  Vielflt^  erster  Art  W',  nnd  bringt  eine 
Seitenfläche  des  V'  mit  einer  der  V  unter  Übereinstimmung  der 
Außen-  und  Innenseite  zur  Deckung,  so  gelangen  auch  V'  und  V 
mit  allen  ihren  Ecken,  daher  auch  W'  und  W  zu  Deckung.  Von  einer 
Ecke  E  des  V  gehen  wenigstens  drei  Seitenflächen  fif^f^ . .  des  V 
aus,  welche  der  Reihe  nach  von  denen  fifif^  ..  des  V'  gedeckt 
werden.  Dreht  man  nun  V'  um  E,  bis  /*/  mit  f^  zur  Deckung  ge- 
langt, so  gelangen  mit  jenen  Flächen  der  V  der  Reihe  nach  die 
'fxftfi  '  zur  Deckung,  und  bei  einer  weiteren  Drehung  diejenigen 
.  'fiUfi*  Dabei  deckt  eine  von  E  ausgehende  Fläche  gl  des  W' 
der  Reihe  nach  Flächen  g^g^g^  . .  des  W,  so  daß  von  E  wenigstens 
ebenso  viele  Flächen  des  W,  wie  solche  des  V,  ausgehen,  und  die 
Flächen  des  W  werden  in  der  ersten  Lage  der  Reihe  nach  von 
denen  glgigi . .  des  W^  gedeckt.  Da  nun  die  einzelnen  Drehungen 
gleich  sind,  indem  durch  die  gleiche  Drehung  eine  f  des  V 
von  ^  nach  ^,  dann  von  f^  nach  f^  u.  s.  w.  gebracht  wird,  so 
wird  durch  dieselbe  Drehung  auch  eine  g  des  W'  zuerst  von  g^ 
nach  g^^  dann  von  g^  nach  g^  u.  s.  w.  gebracht,  oder  es  kommen  mit 
9i9i99''  ^^^  R^h^  »*ch  zur  Deckung  die  gig^g^..,  die  .g^g^g^.  u.s.w. 
Außer  diesen  g  können  aber  keine  Flächen  des  W  von  E  ausgehen. 
Denn  läge  eine  solehe  h^  zwischen  g^  und  g^^  so  würde  sie  von  einer 
a  des  W^  gedeckt,  hl  müßte  dann  nach  einer  Drehung  von  W' 
eine  zwischen  g^  and  g^  liegende  h^  decken  u.  s.  w.  Es  müßten  da- 
her noch  ebenso  viele  &,  wie  g^  von  E  ausgehen,  also  im  ganzen 
wenigstens  sechs  Flachen  des  W,  was  unmöglich,  da  zufolge  der 
Euler'schen  Sätze  bei  einem  Vielflache  der  ersten  Art^  welches,  wie 
W,  an  jeder  Ecke  gleich  viele  Flächen  besitzt,  diese  Zahl  höchstens 
fQnf  sein  kann.  Daher  bestehen  nur  die  Flächen  jf,  und  man  kann 
jede  Fläche  des  Vt  bei  jener  Drehung  der  Reihe  nach  mit  jeder 
von  E  ausgehenden  Fläche  des  W,  und  daher  bei  einer  beliebigen 
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Bewegung  mit  jeder  beliebigen  Flache  des  W  zur  Deckung  bringen. 
Es  kann  daher  ein  und  dieselbe  Kante,  ein  und  derselbe  Kanten- 
Winkel  oder  Flächenwinkel  des  Vt  der  Reihe  nach  mit  jedem  gleich- 
artigen Gebilde  des  W  zur  Deckung  gebracht  werden,  daher  ist  W 
ein  regelmäßiges  Vielflach,  was  zu  beweisen  war. 

Der  zweite  Teil  des  Satzes  wird  entsprechend  mittelst  des 
Kernes  bewiesen,  d.  h.  desjenigen  von  den  Flächen  des  V  gebildeten 
Vielflachs,  welches  den  möglichst  kleinen  Baum  einschließt,  der  also 
Yon  keiner  der  Flächen  mehr  durchschnitten  wird,  und  mittelst  der 
eingeschriebenen  Kugel.  Dieser  Kern  ist  ebenfalls  regelmäßig  und 
Ton  der  ersten  Art;  aus  ihm  entstellt  V  durch  Verlängerung  der 
Seiten.  Bei  der  Konstruktion  werden  wir  das  Vielflach  erster  .Art 
W  mit  den  gemeinschaftlichen  Eckbn  benutzen^ 

168.   Es  gibt  nur  mer  regelmäßige  Vielflache  höherer  Art 
Cm  dieselben  zu  finden,  lege  man  gemäß  der  vorhergehenden 
Nr.  Ton  einer  Ecke  eines  der  regelmäßigen  Vielflache  erster  Art 
Geraden  nach  gleichweit  jentfernten  Ecken.    Dieselben  sind  Karten 


Fig.  SO. 


eines  regelmäßigen  Vielflachs,  1) 
wenn  durch  zwei  derselben  eine 
Ebene  geht,  in  welcher  die  in  ihr 
enthaltenen  Ecken  des  Vielflachs 
zugleich  die  Ecken  eines  regel- 
mäßigen Vielecks  bilden;  von  die- 
sem sind  dann  die  erst  gezogeneu 
Geraden  als  Seiten  anzunehmen; 
2)  wenn  man  durch  jede  Kante 
zwei  derartige  Ebenen  mit  kou* 
grnenten  Vielecken  legen  kann. 
Die  Vergleichung  hat  dann  zu  zei- 
gen, ob  das  Vielflach  ein  neues  ist 

Mau  findet  leicht,  daß  das  Vier- 
flach  und  Ächtflach  nichts  Neues 
liefern  und  daß  das  Sechsflach  zwei 
Vierflache  bestimmt. 

Im  Zwölfflache  kommen,  abge- 
sehen vom  Durchmesser,  die  vierer- 
lei Eckenabstände  FE,  FD,  FC, 
FB  vor.  1)  Die  drei  FE  liefern 
das  ;Zwolfflach  selbst.  2)  Von 
den  sechs  Geraden  FD  bestimmen 
zwei  benachbarte  entweder  ein  regelmäßiges  Fünfeck  zweiter  Art 
oder  ein  regelmäßiges  Dreieck;  durch  jede  Gerade  ist  aber  nur  eine 


Pig.  80. 
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solche  Figur  möglich.  Zwei  Gerade;  welche  durch  eine  solche  ge- 
trennt sind;  wie  FD^^  FD.^  liefern  ein  Quadrat,  der^n  twei  durch 
jede  Gerade  und  sechs  durch  jede  Ecke  gehen,  wdche  aber  iEwei 
getrennte  dreiflächige  körperliche  Ecken  bilden.  Diese  bestimmen 
zwei  Würfel ,  deren  2  .  20  :  8  »»  5  in  das  ZwolfBäch  eingeschrieben 
werden  können.  Zwei  Gerade  mit  zwei  zwisohenliegend«n  liefern  ein 
regelmäßiges  Fünfeck,  aber  nur  eines  für  jede  Gerade.  3)  Aus  den 
sechs  Geraden  FC  katm  auf  zweierlei  Weise  die  Ecke  eines  Vier- 
fluchs gebildet  werden,  deren  zehn  in  das  Zwölfflach  einbeschrieben 
werden  können.  4)  Von  den  drei  Geraden  FB  bestimmen  je  zwei 
ein  regelmäßiges  Fünfeck  zweiter  Art,  deren  zwei  durch  jede  Ge- 
rade gehen.  Es  wird  dadurch  ein  neues  Vielflach,  das  muHmBige^kige 
Stemssmlfflach  erhalten. 
7t«.  81.  ij.-^  A^  Im  Zwcmtfigflach  kommen^  abge- 

sehen Yom  Durchmesser,  zweierlei 
Eckenabjtände,  DC  und  DB,  vor. 
1)  Von  den  fünf  DC  bestimmen  zwei 
benachbarte  das  gegebene  Zwanzig- 
flach.  Zwei  getrennte  Gerade  be- 
};%  stimmen  ein  regelmäßiges  FQnfeck 
erster  Art,  deren  zwei  durch  jede 
Gerade  gehen  und  welche  eine 
fünfflächige  Ecke  zweiter  Art,  und 
somit  ein  neues  Vielflach,  das  stem- 
ßckige  Zwölffladiy  bilden.  2)  Von  ieh 
Tünf  Geraden  DB  bestimmen  zwei 
benachbarte  ein  regelmäßiges  Fünfeck 
zweiter  Art,  dessen  Ecken  mit  denen 
des  eben  erhaltenen  Fünfecks  erster 
Art  übereinstimmen.  Durch  jede  Ge- 
rade gehen  deren  zwei  und  bilden 
eine  fünfflächige  Ecke  erster  Art 
und  ein  neues  Vielflach,  das  ztvölf- 
eckige  Ste^-nziöölfflaclu  Zwei  nicht 
benachbarte  Gerade  bestimmen  ein 
regelmäßiges  Dreieck,  deren  zwei 
durch  jede  Gerade  gehen  und  welche  eine  fünfflächige  Ecke  zweiter 
Art  und  ein  neues  Vielflach,  das  fftemeckige  Zwavzigflach  bilden. 

Von  diesen  vier  reaelmäßigen  Stemvielfhchm  sind  zwei  (die  bei- 
den Stemz wölfflache)  von  Kepler  in  seiner  harmouia  mundi  il619) 
mitgeteilt  und  als  regelmäßig  nachgewiesen  worden,  zwei  rühren 
von  Poinsot  her  (1809).  der  sie  mit  den  andern  in  seinem  Memoire 
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sur  Üb  polygones  et  les  poly^res  (Joarn.  de  F^cole  pol.,  10.  cah., 
p.  16,  1810)  veröffentlicht  hat. 

1 69.  Äufg.  Die  vi&  regelmäßigen  Stemvielflaehe,  die  mit  wenigstens 
dm  Ecken  aufV^  aufgestellt  sind,  in  beiden  Projektionen  zu  ver0cu^nen. 


Fig.  8*2. 


Bas zwmizigechige Sierruiwolfpach.  r>_  o**  Kg.». 

Man  verzeichne  nach  Nr.  159  und 
Fig.  75  die  Eckpunkte  des  regelmäßi- 
gen ZwÖiffiachs  erster  Art  und  ziehe 
die  Kanten  des  neuen  Vielflachs  von 
jedem  Eckpunkte  nach  denjenigen 
dreien,  welche  der  Gegenecke  zunächst 
liegen.  Bei  einer  regelmäßigen  Bezeich- 
nung kann  man  sich  leicht  ein  sicheres 
mechanisches  Verfahren  hierzu  bilden. 
Eine  der  Seiten  ist  das  zu  P,  parallele 
Stemfünfeck  C^C^C^C^C^  (^  Fig.  75). 
Auf  das  gegenseitige  Vefd^ken  ist 
sorgfältig  zu  achten  und  deswegen  mit 
den  oberen  oder  vorderen  Ecken  das 
Ausziehen  zu  beginnen. 

Das  Vielflach  besitzt  3.20:5«:  12 
Seiten^  weiche  Fünfecke  zweiter  Art 
sind,  zwanzig  dreiflächige  Ecken  erster 
Art  und  3  '  20  :  2  »-  30  Kanten.  Man 
kann  das  Karton-Modell  bilden,  in- 
dem man  bei  dem  Zwanzigflach  erster 
Art  auf  jede  Seite  eine  gerade  Pyra- 
mide (ohne  Boden)  aufsetzt,  deren  Seitenflächen  Diagonalebenen  des 
Zwanzigflacbs  sind.  Um  die  Art  A  des  Vielflacbs  zu  bestimmen, 
ziehe  man  aus  seinem  Mittelpunkte  M  einseitig  einen  Strahl  (156, 4); 
derselbe  geht  durch  eine  Fläche  jenes  Zwanzigflacbs  erster  Art,  und 
trifft  die  auf  derselben  aufgesetzte  Pyramide  in  einem  Punkte,  ferner 
(näher  bei  M)  die  drei  Seitenfläcfaen,  welche  durch  die  drei  Kanten 
joner  Fläche  des  Zwaazigfiachs  erster  Art  gehen,  aber  jene  Pyra- 
mide nicht  bilden,  in  drei  Punkten,  deren  jeder  dem  Kerne  eines 
Sternfiinfecks  angehört,  also  ein  doppelter  Punkt  der  Fläche  ist 
(164,  6);  daher  das  Vielflach  in  1  +  2 •  3  =  7  Punkten,  so  daß  A^l 
ist  Poinsot,  der  den  Kern  der  Fünfecke  nur  einfach  rechnete,  er- 
hielt nur  J.  ««=  4,  was  aber,  wie  wir  sehen  werden,  dem  Gesetze  der 
Reeiprocität  widerspricht. 

170.   Das  z^völftckige  Sternewblfflach.  Mau  verzeichne  seine  Eck- ««. «. 
punkte  übereinstimmend  mit  denen  des  regelmäßigen  Zwanzigflachs 
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erster  Art  nach  Nr.  160  und  Fig.  76  und  ziehe  dann  von  jedem  dieser 
Punkte  die  ftinf  Kanten  nach  den  der  Gegenecke  zunächst  liegenden 
Punkten.  Eine  der  Seiten  ist  das  StemfÖnfeck  A^D^B^B^D^  (s.  Fig.  76). 
Das  Vielflach  besitzt  5  •  12 : 5  -»  12  Seiten,  welche  Fflnfecke 
zweiter  Art  sind,  zwölf  fünfflächige  Ecken  erster  Art  und  5*  12: 2  »=30 
Kanten.    Man  kann  das  Modell  bilden,  indem  man  bei  dem  regel- 

Fig.  S8.  Flg.  84. 


F!g.  84. 


mäßigen  ZwolfSacb,  erster  Art,  dem  Kern  des  Stemyielflachs,  auf 
jede  Seite  eine  gerade  Pyramide  (ohne  Boden)  aufsetzt,  deren  Seiten- 
flächen Verlängerungen  der  anstoßenden  Seiten  des  Zwölfflachs  sind. 

Ein  Strahl  aus  dem  Mittelpunkte  M  trifft  eine  Seite  des  Kern- 
zwölfflachs  und  eine  Seitenfläche  d(^r  aufgesetzten  Pyramide;  und  da  der 
erstere  Punkt  im  Kern  eines  Sternf&nfecks  unseres  Vielflachs  liegt,  so 
ist  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  ^•»14'2*1«>«3  (Poinsot  zählte  2). 

171.  Das  stemedcige  Ztcamigfladi  besitzt  dieselben  Ecken  und 
Kanten  wie  das  vorhergehende  Vielflach.  Von  den  fünf  Kanten  einer 
Ecke  bestimmen  je  zwei  nicht  auf  einander  folgende  die  dreieckige 
Seite  des  Vielflachs  {z.B£^GiG^  der  Fig.  76),  welche  fünfflächige  Ecken 
zweiter  Art  bilden.  Diese  Dreiecke  schneiden  sich  noch  innerhalb  ihrer 
Begrenzung  in  Geraden,  die  keine  Kanten  des  Vielflachs  und  deswegen 
feiner  ausgezogen  sind.    Je  drei  Kanten  haben,  abgesehen  von  den 
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Fig.  86. 


Ecken  y  einen  gemeinschaftlichen  Pnnkt;  Fig.  85. 

solche  Punkte  haben  sich  schon  bei  dem 
vorhergehenden  Vielflache  ergeben^  und 

werden    in    der    wahren   Grestalt    eines  \       ^X^      /  Fig.  w. 

Seitendreiecks  vermittelst  eines  regel- 
mäßigen SternfQnfecks  gefunden^  das 
man  über  derselben  Kante  verzeichnet 
Jede  Kante  besitzt  zwei  solche  (mittlere) 
Schnittpunkte.  Die  (15  nicht  alle  verzeich- 
neten) inneren  Schnittlinien  der  Fläche 
eines  Dreiecks  mit  den  Flächen  der  an- 
deren sind  die  Verbindungslinien  eines 
Eckpunktes  mit  den  mittleren  Punkten 
der  Gegenseite  und  alle  möglichen  Ver- 
bindungslinien mittlerer  Punkte  unter  ein- 
ander mit  Ausnahme  der  küraesten  möglichen.  Der  von  Außen  sicht- 
bare Teil  einer  Seite  ist  di^^  Schraffirung  hervorgehoben. 

Das  Vielflach  besitzt  ^  iS  :  3  «=  20  Seiten,  welche  regelmäßig 
Dreiecke  sind^  zwölf  fünfflächige  Ecken 
zweiter  Art  und  5  •  12 : 2  —  30  Kanten. 
Das  Modell  kann  man  herstellen  ^  in- 
dem man  ein  regelmäßiges  ZwölfBach 
erster  Art  bildet^  in  welchem  jede  Seite 
durch  eine  nach  Innen  gerichtete  Pyra- 
mide ersetzt  ist^  deren  fünf  Seitenflächen 
gleichseitige  Dreiecke  sind  (die  in  Fig.  85 
über  dem  mittleren  Teile  einer  Kante 
zu  bildenden),  und  indem  man  in  jede 
solche  hohle  Pyramide  eine  körperliche 
Ecke  zweiter  Art  einfügt,  deren  zehn 
äußerliche  Seitenflächen  von  der  Gestalt 
der  schraffirten  ungleichseitigen  Drei- 
ecke der  Fig.  85  sind,  welche  Ecke  man 
durch  ein  eingeleimtes  regelmäßiges 
Stemf&nfeck  versteift  hat.  Ein  von  If 
aus  einseitig  gezogener  Strahl  schneidet 
die  f&nf  verlängerten  Seitenflächen  der 
genannten  nach  Innen  gekehrten  Pyra- 
mide und  außerdem  zwei  Flächen  der 
aufgesetzten  Ecke  zweiter  Art.  Daher 
ist  ^  «=  5  -f  2  =  7. 

172.   Das  stemeckige  Zivolfflach    besitzt   dieselben   Ecken   und  Fig.  sc 
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KanteD  wie  da&t  regelmäßige  Zwanzigflach  erster  Art  Da  ab^r 
die  Ecken  von  der  zweiten  Art  sind;  so  entstehen  noch  Durch- 
schnitte der  Seiten  innerhalb  ihrer  Begrenzung.  Es  sind  dies  die-' 
selben  Linien,  welche  die  Kant^^n  der  beiden  vorhergehenden  Viel«- 
flache  bildeten. 

Das  Vielflach  besitzt  5  •  12 :  5  =  12  Seiten,  welche  Fünfecke 
erster  Art  sind,  zwölf  fünfflächige  Ecken  zweiter  Art  und  5-12:2  =30 
Kanten.  Das  Modell  kann  man  herstellen,  indem  man  ein  regel- 
mäßiges Zwanzigflach  erster  Art  bildet^  in  welchem  jede  Seite  durch 
eine  nach  Inneii  gekehrte  Pyramide  ersetzt  ist,  deren  drei  Seiten- 
flächen gleichschenklige  Dreiecke  sind,  welche  durch  die  Diagoüalen 
des  Seitenfönfecks  Aber  jeder  Kante  abgeschnitten  werden.  Ein. 
Strahl  aus  M  schneidet  die  drei  Seitenflächen  einer  solchen  Pytsi- 
mide,  daher  ist  ii  *=  3. 

178.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Zahlen  f'ür  die  regel- 
mäßigen Vielflache  zusammengestellt,  Worin  bedeuteji  I\  E,  K  bezw. 
die  Anzahl  der  Flächen,  Ecken,  Eant^n^n,  v  bezw.  die  Anzahl  der 
Ecken  in  einer  Fläche  und  der  Flfichen  an  einer  Ecke,  ö,  «,  A 
bezw.  die  Art  ^iner  Fläche,  einer  Ecke  und  des  Vielflachs. 


Das  Tielflach 

F 

E 

k 

n 

* 

a 

A 

Vierflach 

4 

4 

6 

3 

3 

1 

/  Secfuflacfa 

6 

a 

8 
6 

12 
12 

4      8 

1 
1 

— 

1  Achtflach 

3 

4 

Zwöliflach 

12 

20 

20 
12 

80 
SO 

5 
S 

8 
6 

1 
1 

— 

■- 

Zwanzigflacb 

<  Zwaozigeckiges  SternzwölfQach 
l  Sterjieckiges  Zwanzigflach 

12 
20 

^0 

n 

SO 
SO 

5 

B 

3 

2!  1 

1      2 

.^- 

Zv^öUeckigCd  ßternzwülfflacb 

12 

12 

30 
SO 

5 

.5 

2  1  1 

1 

- 

StemeckigCB  Zwölfflach 

12 

Il2 

Ö 

5 

1 

2 

Man  bemerkt  eine  nahe  Beziehung  der  Zahlen  bei  den  paar- 
weise zusammengestellten,  z.  B.  dem  Seohs«»  und  Achtflach;  F  und 
n  des  einen  sind  bezw.  gleich  dem  E  und  v  des  andern,  beide  K 
sind  einander  gleich.  Man  nennt  diese  Beziehui^g  Reciprocität  uiid 
ihr  Wesen  erklärt  sich  in  folgender  Weise. 

Beschreibt  man  um  ein  regelmäßiges  V'^ielflach  V  eine  Kugel 
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und  nennt  zu  einer  Ecke  des  Vielflachs  diejenige  Ebene  reciprok, 
■  welche  in  dieser  Ecke  die  Kugel  berührt/  zu  einer  Kante  des  V^ 
welche  zwei  Ecken  yerbindet,  die  Schnittlinie  der  beiden  diesen 
Ecken  reciproken  Ebenen  ^  und  zu  einer  Seite  des  V,  deren  Ecken 
auf  einem  Kreise  liegen  ^  den  gemeinsamen  Punkt  der  Ebenen^  welche 
diesen  Ecken  reciprok  sind;  so  nennt  man  dem  Yielflach  V  das* 
jenige  V  reciprok,  dessen  Seiten,  Kanten,  Ecken  den  Ecken,  Kanten, 
Seiten  des  V  reciprok  sind.  Daraus  folgt,  daß  F  und  E  des  einen 
bezw.  dem  E  und  F  des  andern  gleich,  sind,  und  daß  die  K  der 
beiden  Qbereinstimmen. 

Weiter  ergibt  sich,  daß  V'  regelmäßig  ist.  Weil  nämlich  die 
Kanten  von  V  einander  gleich  sind,  bilden  die  zu  je  zweien  Endpunkten 
einer  Kante  reciproken  Ebenen  gleiche  Flachenwinkel;  weil  die 
Flächenwinkel  von  V  einander  gleich  sind,  uud  der  Kugelinittelpunkt 
in  ihrei^  Halbirungsebene  liegt,  haben  die  zu  je  zweien  in  einer  Kaute 
aneinander  grenzenden  Flächen  reciproken  Ecken  unveränderliche 
Abstalide,  und  weil  in  V  die  Kantenwinkel '  bei  gleicher  Länge  der 
Kanten  einander  gleich  sind,  bilden  jedesmal  in  der  zu  ihrem  Scheitel 
reciproken  Ebene  die  Schnittlinien  der  beiden  zu  den  zweiten  Kanten- 
enden reciproken  Ebenen  ebenfalls  gleiche  Winkel,  die  Kanten winkel 
des  y';  daher  ist  V  regelmäßig.  Zugleich  ist  zu  einer  i/üächigen 
£cke  a^  Art  in  Y  eine  v  eckige  Fläche  a^  Art  in.  V  feciprok  and 
tn  einer  ti  eckigen  F^he  a^'  Art  in  V  eine  n  flächige  Ecke  a^  Art 
in  V^^  weil  die  Kanten  in  V'  sich  in  derselben  Fplge  aneinander- 
reihen wie  ihre  reciproken  in  V. 

Endlich  ist  die  Art  Ä  von  V  und  V'  dieselbe.  Denn  nimmt 
man  yon  einer  Seitenflache  F  des  V  ein  Dreieck,  dessen  einer  Eck- 
{)unkt  E  ein  aolcher  von  7  (und  V)  ist,  dessen  zweiter  der  Mittel- 
punkt K  einer  von  E  in  F  (und  V)  ausgehenden  Kante,  und  dessen 
dritter  der  Mittelpunkt  F  von  V  (MF  JL  F),  und  bestimmt  ein  ent- 
sprechendes Dreieck  von  V^  in  der  reciproken  Ebene  E  von  E, 
dessen  einer  Eckpunkt  £,  dessen  zweiter  der  reciproke  Eckpunkt 
F'  zu  F  ist,  also  in  E  und  in  der  Geraden  MF  liegt,  dessen  dritter 
der  Mittelpunkt  K'  der  zu  EK  reciproken  Kante  des  V'  ist,  also 
in  E  und  in  der  Geraden  MK  liegt,  so  projiciren  sich  beide  Drei- 
ecke EFK  und  EFK  aus  M  auf  einander,  und  jedem  A  EFK 
auf  V  entspricht  ein  A  EF'K'  auf  V'.  Deswegen  schneidet  jeder 
aus  M  einseitig  gezogener  Strahl  V  und  V  in  gleich  viel  Punkten, 
und  beide  Yiolfiache  sind  von  derselben  Art.'*') 


•)  Vergl.  des  Vert  ^BemerkniigeB  Aber  die  regelmäßigen  Sternvielflacfae^, 
Zeitsobr.  f.  Matb.  u.  Pbye.   18.  Jabrg ,  1S67,  S.  17i. 
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So  ist  das  Yierflach  mit  sich  selbst,  das  Sechsflacli  mit  dem 
Achtflach,  das  ZwolfSach  mit  dem  Zwaiizigflach,  das  zwanzigeckige 
Sternzwolfflach  mit  dem  sternzwölfeckigen  Zwanzigflach,  oder  kürzer 
und  hinreichend  dem  sterneckigen  Zwanzigflach,  das  zwölfeckige 
Siernzwölfflach  mit  dem  sternzwölfeckigen  Zwölfflach  oder  kürzer, 
dem  stemeckigen  Zwölfflach  rcciprok. 

174.  übungsaufg.  Die  vier  regelmäßigen  Sternvielflache  in 
beiden  Projektionen  zu  verzeichnen,  wenn  sie  a)  mit  einer  Ecke, 
b)  mit  einer  kürzesten  zwischen  zwei  Ecken  verlaufenden  Linie  auf 
die  Pi  gerade  aufgestellt  sind. 

Vin.  Ebene  Schnitte  der  Vielflaohe. 

176.  Die  Schnittfigur  eines  Yielflachs  V  mit  einer  Ebeoe  B 
findet  man  entweder  nach  dem  Kanten-  oder  nach  dem  Flächenver- 
fahren.  Nach  dem  ersteren  bringt  man  die  Kanten  von  V  mit  B 
zum  Schnitt,  und  verbindet  je  zwei  solche  Schnittpunkte,  welche 
in  Kanten  derselben  Fläche  von  V  liegen,  als  Seiten  der  Schnitt- 
figur. Nach  dem  Flächenverfahren  bringt  man  die  Flächen  von  V 
mit  E  zum  Schnitt,  und  stoßt  zwei  Schnittlinien,  die  in  Flächen 
der  V  liegen,  welche  durch  dieselbe  Kante  gehen,  in  einem  Punkte 
dieser  Kante,  als  einem  Eckpunkte  der  Schnittfigur  zusammen.  Im 
ersteren  Falle  wendet  man  entweder  eine  auf  E  senkrechte  Projek- 
tionsebene an  oder  man  legt  durch  die  Kanten  Hilfsebenen*,  im  zweiten 
benutzt  man ''oft  zweckmäßig  die  zwei  parallelen  Spurebenen  der 
Nr.  112  ff. 

176.  Äufg.  Ein  dureh  seine  beiden  Projektionen  gegebcfies  VuHr 
flach  mit  einer  durch  seine  Spuren  gegebenen  Ebene  B  zu  schneiden. 
Fig.  87.  Aufl.  Das  Vielflach  sei  ein  auf  eine  Seite  gestelltes  regelmäßiges 
Zwölfflach  erster  Art  (159).  1)  Man  wende  eine  auf  die  Spur  e^ 
von  E  senkrecht  gestellte  Profilebene  an,  bilde  die  dritte  Projek- 
tion des  Zwölfflachs,  soweit  sie  notwendig  ist,  und  die  dritte  Spur 
e^  von  B,  so  ergeben  sich  daraus  sogleich  die  Schnittpunkte  der  E 
mit  den  Kanten,  die  man  in  die  andern  Projektionen  überträgt. 
Oder  2)  man  wende  als  erste  Spur-  und  Projektionsebene  die  P^  und 
als  zweite  Spurebene  die  Ebene  der  zuP,  parallelen  Seite  des  Zwölfflachs 
an.  Die  Spuren  von  B  projiciren  sich  in  die  Parallelen  ^,  e^,  diejenigen 
von  jeder  geneigten  Seite  des  Zwölfflachs  in  zwei  Parallele,  deren  innere 
je  eine  Seite  des  unteren  oder  oberen  Grundfünfecks  darstellen,  und  deren 
äußere  denselben  aus  J(f  gezogenen  Kreis  berühren.  Man  erhält  die  Pro- 
jektion einer  solchen  äußeren  Spur,  indem  man  die  nach  M  laufende 
Kante  AB  nach  außen  um  BG^=^MA  verlängert  und  durch  C  eine  Pa- 
rallel ZM  AD  zieht.  Denn  die  Seite  AB  des  Fünfecks  ist  parallel  zu 
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seiner  Diagonale  DE,  and  die  Yerlängerong  BCt^DE,  weil  beide 
gleiche  H&hen  durchsteigen;  daher  ist  auch  Bf/'^  MA  »  r  (159). 
Man  erh&lt  so  Ton  jeder  Seüe  der  Schnittfigur  zwei  Punkte. 

l'ig.  87. 


Daa  erste  Verfahren  ist  bei  ▼erwickelten,  wenig  geregelten 
Yielflachen  zweckmäßig;  in  den  anderen  Fällen  ist  das  zweite  ktlrzer 
and  genauer. 

177.  Eine  prismalische  Fläche  wird  darch  eine  (unbegrenzte) 
Gerade  erzeugt,  welche  parallel  mit  einer  festen  Geraden ,  der  Richt- 
linie,  auf  einem  ebenen  oder  unebenen,  geschlosseneu  oder  offenen 
Vieleckszage  (einer  gerad-gebrochenen  Linie)  hingleitet  Der  Vielecks- 
zug  heißt  die  LeitUniCy  die  bewegliche  Gerade  in  irgend  einer  Lage  eine 
Seite f  wenn  sie  durch  einen  Eckpunkt  der  Leitlinie  geht,  eine  Kante 
der  prismatischen  Fläche.  Zwei  parallele  Ebenen  schneiden  die 
prismatische  Flache  in  kongruenten  und  parallelen  Vieleckszügen, 
die  geschlossen,  iilso  Vielecke  sind,  wenn  die  Fläche  geschlossen  ist 

Der  Ton  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzte  Teil  einer  geschlossenen 
priematisehen  Fläche  und  die  beiden  Schnittfiguren  jener  Ebfineu 
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bilden  ein  Vielflach,  das  Prisnia  heißt,  und  das  gerade  oder  schief 
genannt  wird,  je  nachdem  die  Schnittebenen  senkrecht  oder  schief 
gegen  die  Kanten  stehen.  Die  beiden  Schnittfigoren  (parallele  und 
kongruente  Vielecke)  heißen  die  Grundflächen^  ihr  Abstand  die  HShe^ 
die  anderen  Flächen  (Parallelc^amme)  die  Seitenflächen  des  Prismas. 
Ein  Prisma  heißt  regelmäßig^  wenn  es  gerade  ist,  und  seine  Grund« 
flächen  regelmäßige  Vielecke  sind. 
vig,  tis.  178,  Äufg.  Ein  schiefes  Prisma  sei  durch  seine  in  F^  liegende 
Gr^mdflädhe  Ä'B'CD',  die  erste  F^cjdctian  ÄA;  einer  Kante  und 

Fig.  SS. 


seine  Höhe  A^  A^*  gegeben;  es  soü  van  seiner  Schnittflgur  mit  einer 
0u  den  Eanlen  senhrecJiten  Ebene  die  erste  Prajdction  und  die  UHxhre 
Gestalt^  sowie  das  Netz  des  JMsmas  Jconstruirt  werden. 

Aufl.  Die  zu  Ä  A^  senkrechte  Gerade  e^  sei  die  erste  Spur 
der  senkrechten  Schnittebene  B;  legt  man  die  erste  projicirende 
Ebene  der  £ante  Ä A^  als  P,  in  P^  um,  so  ergibt  sich  ÄA^' 
{A^A^'  ±A^Ä  und  «  Höhe)  xmA  e^^FA^' {±ÄA{).  Daraus 
folgt  der  Schnittpunkt  A^  der  Kante  AÄ^  mit  E  als  A^  {A'A^'\  FA^') 
und  daraus  -4/.  Die  erste  Projektion  der  Schnittfigur  A^B^C^Bi 
kann  als  affine  Figur  zu  ÄTlCDf  vervoUstSndiirt  werden  (140). 
Dabei  sind  die  Kanten  des  Prismas  die  Strahlen  und  e^  die  Axe  der 
Affinität,  indem  ofiPenbar  zwei  entsprechende  Seiten  A^B^  und  A'J^ 
sich  auf  e^  tre£Fen  müssen,  da  die  erste  Spur  der  Schnittlinie  A^B^ 
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der  Schniitponkt  der  Sparen  Ä'B  üod  e^  ist.  Die  wahre  Gestali 
ArBC'Ci"J)i*'  de»  »Schnitteß  wird  durch  ünüegung  um  e^  erhaHeuj 
dabei  kommt  A^  nach  AC  auf  ÄA;,  wenn  F^i"  —  VAC  ge- 
macht wird;  vollendet  wird  die  Figur  durch  Affinitat  su  den  beiden 
▼orfaergehenden  Figuren  mit  denselben  Strahlen  und  derselben  Axe. 

Reiht  man  bei  der  Bildung  des  Netzes  die  Seiten  der  prismati- 
Bchen  Fläche,  welche  Parallelogramme  sind^  an  einander,  so  werden 
alle  Kanten  unter  einander  parallel  und  die  Seiten  des  senkrechten 
Schnittes  werden  su  einer  auf  den  Kanten  senkrechten  Geraden. 
Daher  föge  man  die  Seiten  der  wahren  Gestalt  A"' Bl"  C^' HC  ^ 
der  Geraden  A^B^C^D^A^  zusammen,  ziehe  zu  ihr  durch  die  Gren^- 
ponkte  Senkrechte  und  trage  darauf  die  wahren  Langen  der  Eanten- 
stocke  auf.  Diejenigen  fttr  A^  sind  <=  AI' Ä  und  A^'A^.  Die 
Qbrigen  k&nnen  auf  gleiche  Weise  erhalten  oder  auch  mit  dem  Zirkel 
im  rechtwinkligen  Dreiecke  Ä  A^  A^'  bestimmt  und  abgegriffen 
werden.  Die  beiden  Grundflächen  (oder  die  Schnittiigur,  wenn  man 
den  einen  Stumpf  erhalten  will)  füge  man  hinzu. 

179.  Eine  pyramidale  Fläche  wird  durch  eine  (unbegrenzte) 
Gerade  erzeugt,  welche  stets  durch  einen  festen  Punkt  gehend,  auf 
einem  ebenen  oder  unebenen  Yieleckszuge  hingleitet.  Der  feste  Punkt 
heiBt  der  Mittelpmkt  oder  die  Späte,  der  Yieleckszug  die  LeiÜmie, 
die  Gerade  in  irgend  einer  Lage  eine  Seite,  wenn  sie  durch  einen 
Eckpunkt  geht^  eine  Kante  der  pyramidalen  Fläche;  diese  wird 
durch  die  Spitze  in  ewei  Flächenäste  geteilt  Eine  Ebene  schneidet 
eine  geschlossene  pyramidale  Fläche  in  einem  oder  in  mehreren  (a) 
getrennten  Yieleckssügen,  je  nachdem  eine  mit  ihr  parallel  durch 
die  Spitze  gelegte  Ebene  keine  oder  mehrere  (a)  Seiten  euthäli 
Zwei  parallele  Ebenea  schneiden  die  pyramidale  Fläche  in  zwei 
ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Yieleckszftgen,  deren  ÄhnUchkeits- 
Terhaltnis  (das  Yerhältnis  entsprechender  Seiten)  gleich  dem  Yer- 
häitniase  der  Abstände  ihrer  Ebenen  von  der  Spitze  ist.  Ihre  Li^n 
sind  gleich  oder  entgegengesetzt  (Terschränkt),  je  nachdem  ihre  Ebenen 
auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  det  Spitze  liegen» 

Eine  ebene  geschlossene  Schnittfigur  einer  pyramidalen  Fläche, 
sammt  demjenigen  Teil  der  letzteren,  welcher  Ton  der  Schnittfigur 
und  der  Spitze  begrenzt  wird,  bildet  ein  Yielftach,  das  Pyramide 
heifii  Die  Schnittfignr  ist  seine  GrundflScke,  die  Ton  der  Spitze 
auf  die  Grundfläche  gei^llte  Senkrechte  die  JJaftü,  die  anderen  (drei- 
eckigen) Flächen  sind  die  SeUenftäthen.  Eine  Pyramide  heißt  ngd^ 
mäßig,  wenn  die  Grundfläche  ein  regelmäßiges  Yieleck  ist  und  die 
H5he  durch  dessen  Mittelpunkt  geht. 

180«   Aufg.  Eine  Pyramide  sei  dtireh  ihre  in  P^  liegci\de  Orund-me*  ^ 
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fläche  AB  CVS',  durch  die  eräe  Prqjdctim  S'  der  Spute  und  ihre 
Hohe  S'S'  g^eben;  es  soU  v<m  ihrer  Schnittfigur  Ay^B^ . .  mit  einer 
Ebene  B,  welche  durdi  ihre  erste  Spur  e^  und  durch  einen  Punkt  Aj 
der  Kanie  AS  gegeben  ist,  die  erste  Projektion  und  die  wahre  Oestalt, 
swcie  das  Netz  der  Pyramide  hmstruirt  werden. 


Aufl.  Die  Schnittlinie  A^B^  tob  X  mit  der  Seite  ABS  hat 
ihre  erste  Spur  m  F^^e^^  ÄP(j  ebenso  treffen  sich  auf  e^  die 
Linien  B/Ci'  und  PfC,  O/D/  und  CK  u.  s.  w.,  wodurch  die 
Schnittfigur  aus  AI  roUendet  werden  kann.  Ist  ein  solcher  Schnitt- 
punkt auf  €|  unerreichbar,  so  benutze  man  eine  Diagonalebene;  es 
treffen  sich  entsprechende  Diagonalen ,  wie  A^Dl  und  ÄV^  auf  e^. 
—  Das  Netz  kann  man  durch  Umlegen  der  Seitenflächen  in  die 
Orundflache  bilden ^  wobei  S  jedesmal  nach  einem  Punkte  S^^  ge* 
langt,  der  vermittelst  der  bekannten  Höhe  S'S!'  konstruirt  wird. 
Ax  kommt  dabei  nach  A^^^  A^^B^^  und  A^B^  ml]8sen  sich  auf 
ÄS  also  m  dem  Punkte  F  der  ^  treffen.  Die  benachbarten  ÄS^^ 
und  ÄA^^  der  beiden  umgelegten  benachbarten  Seitenflächen  sind 
bezw.  einander  gleich.  —  Die  wahre  Gestalt  il/"B/"...  bestimme 
man^  wie  bisher^  als  afiine  Figur  zu  A^B^ ...^  wobei  e^  die  Axe  ist 
und  die. Strahlen  ±,e^  sind.    Zur  Bestimmung  des  ersten  Punktes 
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AI"  kann  dienen ,  daß  FA^"  and  FA^^^  als  wahre  Langen  von 
FJ|  einander  gleich  sind. 

181.  Die  beiden  Figuren  ABO...  nnd  AiBiCi.,,  nennt  man 
am  einander  |)€r.9ie^'u-Ä;oStnetiry  ebenso  ihre  Projektionen  A!B'C\., 
und  A^BiCi,,.]  sie  haben  die  Eigenschaft^  daß  die  Verbindangs- 
linien  entsprechender  Punkte  A^A^]  B^B^y,  .*  durch  einen  Punkt  S 
(im  zweiten  Falle  S'X  den  KoUineaUansmitkJptmkty  gehen  ;•  und  daß 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  AB,  A^Bi, .. .  auf  einer 
Geraden  e^,  der  KoUmeaÜonsaxey  liegen.  Man  bemerkt^  daß  die  Affi- 
nität (140)  ein  besonderer  Fall  der  Eollineation  ist.  Wir  werden 
bald  auf  diese  Beziehungen  zurückkommen. 

182,  Übufigsaufgaben. 

1)  Ein  gegebenes  Prisma  durch  eine  Ebene  zu  schneiden,  welche 
durch  ihre  Schnittpunkte  mit  drei  Kanten  gegeben  ist 

2)  Eine  gegebene  vierseitige  Pyramide  in  einem  Paralleltra- 
pese  zu  schneiden,  von  dessen  parallelen'  Seiten  die  eine  in  der 
Grundfläche,  die  andere  in  einer  bestimmten  Seitenfläche  liegt,  und 
deren  Langen  gegeben  sind. 

3)  Die  Seitenflächen  einer  gegebenen  vierseitigen  Pyramide  in 
einem  Paralleltrapeze  zu  schneiden,  dessen  parallele  Seiten  in  be- 
stimmten gegenüberliegenden  Seitenflächen  liegen,  und  durch  je 
einen  gegebenen  Punkt  derselben  gehen. 

4)  Eine  vierseitige  Pyramide  in  einem  Parallelogramme  von 
gegebenem  Flächeninhalte  zu  schneiden. 

5)  Einen  Würfel  in  einem  Dreiecke  zu  schneiden,  das  einem 
gegebenen  spitzwinkligen  Dreiecke  kongruent  ist  (153). 

6)  Ein  dreiseitiges  Prisma  durch  eine  Ebene  in  einem  Drei- 
ecke zu  schneiden,  das  einem  gegebenen  Dreiecke  ähnlich  ist  und 
durch  einen  gegebenen  Punkt  des  Prismas  geht.  —  Ist  das  Prisma 
gerade,  so  verfahre  man  nach  Nr.  143,  ein  schiefes  verwandle  man 
zuerst  durch  einen  senkrechten  Schnitt  in  ein  gerade^.  Da  der 
Scheitel  eines  jeden  Winkels  des  gegebenen  Dreiecks  In  jede  Kante 
des  Prismas  fallen  kann,  so  sind  zwölf  Auflösuugen  möglich. 

7)  Ein  Prisma,  dessen  Grundfläche  ein  Parallelogramm  ist, 
durch  eine  Ebene  in  einer  zu  einem  gegebenen  Parallelogramme 
ähnlichen  Figur  zu  schneiden,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt 
des  Prismas  geht    (Acht  Auflösungen.) 

DC.  DorohBOhnitt  zweier  Vielflache. 
188.   um  die  Durchschnittsfigur  zweier  Vielflache  zu  verzeich- 
nen, konstruire  man  entweder  die  Schnittpunkte  der  unverlängerten 
Kanten  eines  jeden  mit  den  unverlängerten  Seiten  des  andern  (85) 
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und  verbinde  je  zwei  solche  Schnittpunkte  durch  Gerade  —  die 
Seiten  der  Schnittfigur  —j  welche  sowohl  m  derselben  Seitenfläche 
des  einen  wie  des  andern  Yielflachs  liegen  (J^antenvcrfahreny^  oder 
man  iicfaneide  die  Seiten  des  einen  mit  denen  des  andern  Yielflachs 
und  beüalte  von  den  Schnittlinien  die  auf  den  unvertiUlgerten  Seiten 
der  Yielflache  liegenden  Stücke  bei  —  als  Seiten  der  Schnittfigur  — 
(Fläehenvcrfaltrm). 

Die  Schnittfigur  besteht  aus  einem  zusammenhängenden  oder 
ans  mehreren  getrennten  ebenen  oder  unebenen  Yielecken«  Im  ersteren 
Falle  sagt  man,  jedes  Prisma  schneidet  oder  reißt  aus  dem  andern 
aus;  im  anderen,  das  eine  Prisma  durduHngt  das  andere,  und  nennt 
bd  zwei  Schnittfiguren  die  eine  EintriUs-,  die  andre  Austrittsfigur. 
vig.  M.  184.  Aufg.  Die  SchniHfigur  einer  dreiseitigen  Pyramide  ABGD 
mit  einem  dreiseitigen  Prisma  von  der  Grundfläche  EFQ  und  dm 
Kanten  e,  f^  g  jsh  bestimmen^  ivenn  keine  Flädie  eines  Viciflachs  mit 
einer  Projektionsebene  paraUel  isL 

Fig.  90. 
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Aufl.  Man  wendet  hier  am  zweckmSßigßien  dae  ^ntenrer- 
fahren  an.  Die  erste  projicirende  Ebene  der  Kante  f  schneidet  die 
Pyramide  in  dem  Dreiecke  HJK,  das  von  f  in  den  Eckpunkten 
F,,  JPs  der  gesuchten  Schnittfigmr  getrofien  wird.  Die  erste  pro- 
jicirende Ebene  von  e  schneidet  die  Pyramide  in  unserem  Falle  in 
einem  mit  SJK  ähnlichen  und  parallelen  Dreiecke ,  von  welchem 
dt^her  nur  ein  Eckpunkt  L  unmittelbar  bestimmt  werden  muß.  Ent- 
sprechend yerföhrt  man  mit  g.  Durch  die  Kante  CD  der  Pyramide 
legt  man  am  zweckmäßigsten  die  zweite  projicirende  Ebene,  welche 
das  Prisma  in  dem  Dreiecke  MNO  schneidet,  das  yon  CD  in  C^ 
und  Dl  getroffen  wird.  Hat  man.  so  alle  Kanten  des  einen  Viel- 
flachs  mit  dem  anderen  geschnitten  oder  se^'n  Nichtschneiden  durch 
die  Anschauung  oder  durch  einen  Versuch  erkannt,  so  verbindet 
man  je  zwei  Schnittpunkte^  welche  auf  derselben  Fläche  sowohl  des 
einen  als  des  andern  Yielflachs  liegen,  was  in  unserem  Falle  durch 
die  Anschauung  leicht  zu  entscheiden  isi  So  erhält  man  in  der 
Figur  als  Ein-  und  Austrittsfigur  F^BiEiÄ^Q^  und  F^E^C^G^D^. 
Jede  ist  ein  Dreieck  mit  umgebogener  Spitze;  beim  ersten  schneiden 
sich  die  Seiten  F^B^  und  G^A^  in  dem  Punkte  E^  der  e^  indem 
F^E^G^  der  Durchschnitt  des  Prismas  mit  der  verlängerten  Fläche 
ABD  der  Pyramide  ist 

Erkennt  man  aber  nicht  leicht  durch  Anschauung,  welche  Eck- 
punkte zu  verbinden  sind,  so  bildet  man  eine  Tabelle,  worin  man 
einem  jeden  konstruirten  Eckpunkte  die  Seitenflächen  beider  Viel- 
flache  beischreibt,  auf  weldien  sie  sich  befinden;  so  erhält  man: 


Bckpunkie. 

Prümenll&chei). 

PTramideiiflftcheii, 

A 

«A  «9 

ABC 

^1 

tftfg 

ABB 

ö. 

egyfg 

ABB 

A 

«9 

ABC,  ABB 

B, 

ef 

ABC,  ABB 

Daraus  ergibt  sich  dio  erste  Schnittfigur  FiBxEiAiG^F^^  in- 
dem j^er  Buchstabe  mit  jedem  der  beiden  benachbarten  gemein- 
schaftliche Flächen  beider  Yielflache  aufweist. 

186.  Aufg.  Die  ßchnütfigur  eines  regelmüßigen  AcMflaehs  mit 
einem  dreiseitigen  Frisma  0u  bestimmen. 

Aufl.   Eine  Diagonale  D/ des  Achtflachs  stehe  senkrecht  auf  Fig.  m, 
Pii   ein  Kantenquadrat  EFOH  ist  daher  ||  P^,   das  Grunddreieck 
ABC  de$  Prismas  liege  in  P|.    Wir  wenden  das  Ver&bren  der 
parallelen  Spurebenen  an   (112),   und  benutzen   hier  zweckmäßig 
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drei  solche  Ebenen^  welche  zwei  Paare  bilden;  oämlich  eine  durch 
J)  (Pj,  eine  durch  J  gehende  und  die  Ebene  des  Quadrates 
EFOH..   Die  Flachen  des  s^chtflachs  schneiden  die  mittlere  dieser 

Fig.  91. 


Li 

Ebenen  in  den  Seiten  jenes  Quadrates^  die  obere  und  untere 
Ebene  in  Parallelen  zu  diesen  Seiten,  welche  durch  D  und  J  gehen, 
deren  erste  Projektionen  paarweise  in  m  und  n  zusammenfallen. 
Das  Prisma  wird  von  jenen  drei  Ebenen  in  den  kongruenten  und 
parallelen  Dreiecken  ABC,  A^B^C^j  A^B^C^  geschnitten.  —  Den 
Schnitt  der  Flachen  DEF  und  CBB^  erhält  man,  indem  man  ihre 
unteren  Spuren  rn  und  B'O'  in  K\  ihre  mittleren  Spuren  E'F' 
und  B/ö/  in  L'  zum  Schnitt  bringt  und  JTL',  soweit  als  es  in 
jeder  der  beiden  begrenzten  Seitenflachen  liegt,  als  1.  2  auszieht. 
Aus  dem  Grundriß  überträgt  man  K  und  L  in  den  Aufriß  und 
zieht  K"L''  1.  2,  Der  Grenzpunkt  2  liegt  auf  der  Kante  DF,  in 
welcher  die  Fläche  DFG  der  Pyramide  anstoßt,  während  2  noch 
im  Inneren  der  Fläche  BCB^  des  Prismas  bleibt.  Von  diesen  bei* 
den  Flilchen  treffen  sich  die  unteren  Spuren  W  und  B^  C  m  M\ 
die  mittleren  F'G'  und  B^C^  in  3,  der  Schnitt  ist  daher  3f '  3, 
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welcher  dnrcli  2  gehen  muß  und  in  2  und  3  begrenzt  ist;  im  Aut- 
riß erhalt  man  M"  2.  3.  Auf  diese  Weise  vollendet  man  die  Fignr, 
welche  in  unserem  Falle  ein  susammenhangendes  Sechszefaneck  bildet: 
es  findet  also  ein  Ausreißen  statt 

Wollte  man  das  in  der  yorigen  Nr.  angewendete  Kantenver- 
fahren  benutzen,  so  wflrde  man  fBr  das  Prisma  die  projicirenden 
Ebenen  zweier  Eantei^  f&r  das  Achtflach  die  drei  Ebenen  der  Qua- 
drate gebrauchen  und  yor  dem  Verzeichnen  der  Schnittfigur  45  Ope- 
rationen nötig  haben*  Bei  unserem  Verfahren  sind  die  Verzeich- 
nung der  Dreiecke  A^B^G^^  A^B^G^  und  der  Linien  W,  n',  also  zehn 
Operationen  nötig,  und  zur  Bestimmung  der  Eckpunkte  im  Anfriß 
aus  dem  Grundrisse  noch  16,  oder  wenn  man  statt  der  Eckpunkte 
der  Schnittfigur  die  längeren  Linien,  wie  K"L'\  bestimmen  will,  noch 
26  Operationen,  also  im  Ganzen  26,  bezw.  36.  Dies  Verfahren  ist 
also  in  jedem  Falle  kürzer,  dazu  genauer;  auch  erfordert  es  nicht, 
wie  oft  das  andere  Verfahren,  eine  Tabelle,  da  es  die  Seiten  der 
Schnittfigur  unmittelbar  an  einander  reiht. 


Fig.  9Z. 


186.  Aufg.  DU 
Seknittfigur  ztceier  Pris- 
men 0u  hestimnienf  deren 
QmndflächeninV^  liegen. 
Aufl.  1.  Nach  dem 
Kantenyerfahren  legt 
man  Hilfsebenen  durch 
die  Kanten  des  einen 
Prismas,  am  besten  pa- 
rallel mit  denjenigen 
des  anderen,  so  daß  alle 
Hilfsebenen  mit  den 
Kanten  beider  Prismen 
und  unter  einander  pa- 
rallel sind  und  jedes 
Prisma  in  Seiten  schnei- 
den, yon  denen  daher  je 
nur  ein  Punkt  bestimmt 
zu  werden  braucht 
Seien  ilJBCJaund  EFO 
die  in  P|  liegenden 
Grundfiguren,  bezw.  des 
yier-  und  des  dreiseitigen  Prismas,  so  lege  man  durch  einen  Punkt 
H  der  yon  A  ausgehenden  Kante  a  eine  Parallele  HJ  zu  den 
Kanten  des  andern  Prismas,  deren  erste  Spur  cT  sei,  so  ist  ÄJ' 
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die  erste  Spur  einer  der  bezeichneten  Hilfsebenen  ^  womit  die 
ersten  Spuren  aller  Bilfsebenen  parallel  sind.  ÄJ'  schneidet  die 
Grundfigür  E'F^G'  des  dreiseitigen  Prismas  in  zwei  Punkten  K' 
und  L%  also  das  Prisma  in  den  durch  K  und  L  gehenden  Seiten, 
die  man  in  beiden  Projektionen  zeichnet,  und  welche  die  Kante  a 
in  den  Punkten  3  und  1  treffen.  In  gleicher  Weise  erhält  man 
auf  allen  Kanten  die  Schnittpunkte,  so  auf  f  die  Punkte  7  und  10. 
—  Die  Reihcffifolge  der  zu  Tcrbindenden  Eckpunkte  bestimmt  man 
am  besten,  indem  man  beide  Grnndfiguren  umfahrt,  derart  daß  die 
in  ihnen  gleichzeitig  erreichten  Punkte  stets  in  derselben  Hilfseboie 
liegen,  wobei  der  Schnittpunkt  der  von  zwei  solchen  Paukten  aus- 
gehenden. Seiten  die  Schnittfigur  beschreibt.  In  dem  Beispiele  findet 
ein  Ausreißen  statt,  da  Ton  jedem  der  geschlossenen  Prismen  eine 
Kante  (e  tmd  (Z)  nicht  schneidet 

Aufl,  2.  Man  könnte  wieder  mittelst  zweier  parallelen  Ebenen 
zweckmäßig  das  Flächen^erfahren  benutzen.  Noch  Yorteilhafter  ist 
ein  gemisddes  Verfahren,  nach  weichem  man  f&r  eine  oder  besser 
iilt  z^ei  Kanten  nach  der  ersten  Auflösung  die  Schnittpunkte  sucht, 
z.  B.  1  und  3  auf  a,  10  nnd  7  auf  /*,  und  dann  die  Schnitte  der 
Flächen  mittelst  dereti  ersten  Spuren  Tollendet  und  aneinander  fügt. 
So  läuft  Ton  1  der  Schnitt  1.  S  der  Flächen  ad  und  fg  nach  dem 
Schnittpunkte  M  der  ersten  Fläehenspuren  Ä'D'  und  FCr.  Den 
Ausgangspunkt,  wie  1,  wählt  man  zweckmäßig  recht  weit  entfernt 
von  Px>  u°^  bestimmt  noch  einen  weit  abstehenden  wie  7  auf  f, 
nach  dem  Kanten ver&hren,  damit  eine  Berichtigung  wegen  der  sich 
fortpflanzenden  Fehler  eintreten  kann. 

187«  Äufg.  Die  Schnittfigur  jsweier  Fyrainiden  zu  lesOmmen, 
deren  Orundflädien  nicht  in  derselben  Ebene  liegen. 

Aufl.  Man  lege  nach  dem  Kantenyerfahren  und  entsprechend 
der  ersten  Auflösung  der  Torigen  Aufgabe  die  üilfsebenen  durch 
die  Kanten  der  einen  und  zugleich  durch  die  Spitze  der  andern 
Pyramide,  so  daß  sie  zugleich  durch  die  Spitzen  beider  gehen;  sie 
schneiden  daher  die  Pyramiden  in  Seiten,  von  denen  je  nur  noch 
ein  Punkt  zu  bestimmen  notwendig  isi 

Seien  die  Spitze  und  Grundfläche  der  dreiseitigen  Pyramide 
Fi«.98.S,  ABCy  der  vierseitigen  T,  DEFG  -  ABC  liege  in  P^,  DEFG 
habe  eine  allgemeine  Lage;  und  wenn,  wie  hier,  das  Viereck  eben 
sein  soll,  kann  es  nur  in  einer  Projektion  als  TfEtFG'  willkfir* 
lieh  angenommen  werden,  während  in  der  anderen  nur  drei  der 
Punkte,  wie  D",  J5",  F\  willkürliche  Abstände  von  a?  besitzen  (139), 
der  von  G"  aber  bedingt  ist.  Man  ermittelt  ihn,  in  Beachtung  der 
sonst  noch  notwendigen  Linien,  dadurch   daß  man  durch  (nicht  aus- 
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gezogene)  LinienTerlaDgerangen  die  erste  Spur  s  jenes  YiereckS;  d.  i. 
ancb  die  Schnittlinie  beider  Grundflachen  bestimmt.  Schneidet  man 
dann  P  Gf  mit  $^  projicirt  den  Schnittpunkt  auf  x^  so  lauft  nach 
diesem  Punkte  die  F"&\  auf  der  sich  dann  G"  ei^bi  Nun  schneide 

Kg.  9S. 


tnan  die  Verbindungslinie  ST  beider  Spitzen  mit  beiden  Grund* 
dfichen  in  H  und  J.  J  kann  durch  eine  erste  projicirende  Ebene 
Ton  ST  gewonnen  werden  (85, 1),  wie  in  der  Figur  ersichtlich  ist 
Eine  Hilfsebene  durch  die  Kante  TG  gelegt,  schneidet  die  Grund- 
flache der  Pyramide  T  in  JGK^  welche  Gerade  die  5  in  JE"  trifft 
und  die  Grundfläche  Pj  der  Pyramide  8  in  KH.  Die  KH  trifft  die 
Grundfigur  ABO  der  Pyramide  8  in  den  Punkten  if^,  K^y  daher  die 
Pyramide  in  den  Seiten  JC^S,  K^Sj  welche  auf  der  Blähte  GT  die 
gesuchten  Punkte  Gf^,  G,  einschneiden.  Auf  diese  Weise  bestimmt 
man  alle  Eckpunkte  der  Schnittfigur  entweder  unmittelbar  in  jeder 
Projektion,  oder  in  einer,  und  zwar  in  derjenigen,  in  welcher  sie 
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am  sichersten  bestimmt  werden;  so  die  Punkte  der  ET  in  der 
zweiten  Projektion.  Die  Schnittfigur  besteht  auB  zwei  getrennten 
Vielecken;  die  Pyramide  T  durchdringt  diejenige  B. 

Bei  Anwendung  des  gemischten  Verfahrens  {186,  2)  benutse  man 
als  Hilfsebenc,  mit  welcher  man  alle  Seitenflächen  beider  Pyrami- 
den schneidet;  die  zweite  projicirende  Ebene  der  Geraden  ST,  da 
Fl  diesmal  ungeeignet  ist  Jene  Hilfsebene  wird  von  den  Seiten- 
flächen der  Pyramiden  in  Strahlenbtbcbeln  iS  und  T  getroffen,  welche^ 
zunächst  in  der  ersten  Projektion,  je  einen  Punkt  der  Seiten  der 
Schnittfigur  liefern. 

188.  Ülnmffsaufyaben. 

1)  Den  Durchschnitt  der  beiden  regelmäßigen  Vierflache  zu 
verzeichnen;  deren  Ecken  mit  solchen  eines  gegebeneu  Würfels  zu- 
sammenfallen. 

2)  Die  Durchdringung  der  fünf  Würfel  darzustellen,  welche  mit 
ihren  Ecken  in  die  Ecken  eines  regelmäßigen  Zwölfflachs  einge- 
schrieben werden  können  (168). 

3)  Die  Schnittfigur  eines  Prismas^  dessen  Grundfläche  in  F^ 
liegt,  mit  einer  Pyramide,  deren  Grundfläche  senkrecht  steht  auf  F|, 
aber  nicht  zugleich  auf  Fg,  zu  bestimmen.  (Zweckmäßig  nach  dem 
Kantenverfahren  mittelst  Hilfsebenen  durch  die  Spitze  der  Pyramide 
und  parallel  zu  den  Kanten  des  Prismas.) 
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V.  Abschnitt 

Die  Kurven  ün  allgeoieiiten  und  die  Kegelschnitte  ü»  Bren«- 
pnnktsknrven  im  besonderen. 

L   Begriff»  Stetigkeit  nnd  Tangente  der  Kurven« 
D«8  Unendliohkleine. 

189^  Eine  krumme  Linie  oder  Kurve  kann  als  der  Weg  eines 
sieh  bewegenden  Punktes  angesehen  werden.  Liegen  alle  Funkte 
der  Kurve  in  einer  Ebene,  so  heißt  dieselbe  eben  oder  einfach  g^ 
hrOmmtf  andernfalls  uneben^  doppelt  gekrümmt^  gewunden  oder  eine 
Baunikurve.  Eine  Kurve  ist  gesebsmäßig,  wenn  die  Lage  eines  jeden 
ihrer  Punkte  einem  und  demselben  Gesetze  entspricht  Durch  das 
gegebene  Qesets  wird  es  möglich  gemacht,  beliebig  viele  Punkte 
der  Kurve  und  durch  diese  die  Kurve  selbst  zu  verzeichnen.  In  der 
Analysis  wird  das  Gesetz  bei  ebenen  Kurven  durch  eine  Gleichung 
zwischen  den  zwei  verinderlichen  Koordinaten  eines  Punktes  der 
Kurve  gegeben,  bei  unebenen  Kurven  durch  zwei  Gleichungen 
zwischen  den  drei  Koordinaten. 

190.  Ein  Stück  einer  Kurve  heißt  mmschen  seinen  leiden  End- 
punkten stetig  j  wenn  man  vom  einen  Endpunkte  ohne  Unterbrechung 
zum  andern  Endpunkte  gelangen  kann^  derart  daß  alle  Punkte  des 
Kurvenstückes  durchschritten  werden.  Eine  Kurve  heißt  in  einem 
ihrer  Funkte  stetig,  wenn  der  Punkt  ein  innerer  Punkt  (im  Gegen- 
satz zum  Grenzpunkt)  eines  oder  nur  innerer  Punkt  mehrerer  stetigen 
Stücke  der  Kurve  ist,  wenn  also  jedes  dieser  Stücke  zu  ihm  zwei  Zu- 
gange bildei  Unstetig  ist  dagegen  eine  Kurve  in  einer  freien  Endi- 
gung. Allgemein  und  zur  Unterscheidung  von  anderen  Stetigkeiten 
wollen  wir  sagen,  eine  Kurve  lesUzt  in  einem  ihrer  Funkte  die  Stetigkeit 
erster  Ordnungy  wenn  die  Anmhl  der  eu  diesem  Funkte  hinführenden 
Kurvenwege  eine  gerade  ist,  eine  Unstetigkeity  wenn  eine  ungerade.  Eine 
Kurve  ist  daher  in  einem  isölirten  Funkte,  der  ihr  zugehört,  stetig. 

Besteht  die  Kurve  aus  getrennten  Teilen,  ihren  Ästen,  so  ist 
sie  dennoch  überall  stetig,  wenn  die  endlichen  Äste  geschlossen 
sind  und  wenn  die  unendlichen  Äste  derart  ins  Unendliche  laufen, 
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daß  nach  demselben  unendlich  fernen  Ponkt^  zwei  oder  eine  andere 
gerade  Anzahl  von  Teilen  desselben  Astes  (Kurvengweige)  oder  Yer- 
sehiedener  Äste  hingerichtet  sind,  wie  dies  bei  der  Geraden,  der 
Pitfabel  und  der  Hyperbel  der  Fall  ist  Da  wir  der  Geraden  nur 
einen  einzigen  unendlich  fernen  Pankt  zugeschrieben  haben,  wird 
die  Stetigkeit  eine  projektive  Eigenschaft^  die  sieh  also  durch  Central- 
Projektion  nicht  ändert.  Projicirt  sich  nämlich  ein  Punkt  einer  in 
allen  ihren  Punkten  stetigen  Kunre  ins  Unendliche ,  so  ist  auch  die 
Projektion  der  Kurve  in  allen  ihren  Punkten  stetig ,  da  aus  jenem 
Punkte  nur  ein  unendlich  ferner  Punkt  geworden  ist,  sie  wäre  un* 
stetig,  wenn  zwei  daraus  geworden  wären.  Die  Thatsache,  daß  eine 
stetige  Kurve  sich  in  eine  Kurve  mit  freier  Endigung  projiciren 
kann,  wie  ein  Kreis  in  eine  begrenzte  Gerade,  widerspricht  der 
Projektivitat  der  Stetigkeit  nicht,  da  man  diese  Strecke  als  doppelte 
Linie  ansehen  muß.  Die  Projektion  einer  stetigen  Kurve  in  eine 
solche  mit  freier  Endigung  wird  sich  später  auch  durch  die  Be« 
trachtung  der  konjugirten  Kurven  als  ohne  Widersprach  gegen  die 
Eigenschaft  der  Erhaltung  der  Stetigkeit  durch  Projektion  heraus- 
stellen. 

Während  älgAraische  Kurveny  das  sind  solche,  deren  Gleichungen 
in  rechtwinkligen  Koordinaten  auf  eine  endliche  Form  mit  bestan- 
digen ganzen  Exponenten  znrückgef&hrt  werden  können,  keine  ün- 
stetiiarkeiten  zeigen,  treten  solche  bei  den  anderen,  den  s«  g.  tr€m&' 
cendetUen  Kurven,  auf.  Eine  ünstetigkeit  der  ersten  Ordnung  findet 
man  bei  der  logarithnnsehen  Linie  oder  der  Linie  der  Exponential- 
funktion von  der  Gleichung 

X'^hj  oder  y  =■  6*, 

worin  {  den  natür- 
lichen Logarithmus 
(mit  der  Basis  e  «■ 
2,7 18.,.)  ausdrückt. 
Diese  Kurve  ist  in 
Fig.  94  durch  die 
ausgezogene  Linie  I 
dargestellt;  sie  be- 
sitzt zwei  freie  En- 
-^^ digungen  im  Unend- 
lichen, nämlich  die 
Punkte  -4  (a;«- — oo, 
y  ssrO)  und  jB(a;— oo, 
y  =  oo,  y  :  o;  ==  oo). 
Durch     Centralpro- 
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jekiion  kann  man  die  Kurve  l  ins  Endliche  nach  X  Übertragen  (so  in 
Fig.  95),  wobei  0  ale  Mittelponkt,  ^  als  Axe  der  EoHineation  und  ÄIB^  Si^.  »5. 
(•{^JS)  als  Entspre- 
chende   depr  unend- 
lich fernen  Geraden 
angenommen  wurde. 
Die  Endigungen  A^ 
B    projiciren     sich 
dann  nach  Ä,  B".  — 
Ersetzt  man  x  durch 
seinen  reciproken 
Wert^  so  erhält  man 
die  Gleichung 

■— =»Zy  oder  e*«=-y, 

welche  die  gestrichelte  Linie  m  mit  Yersehden  UnstetigkeitspunktenFi«.  m. 
ausdrückt  Ihre  freien  Endigungen  liegen  in  0  (o?  »»  0,  y  >»  0)  und 
in  B{x'*=^Q,  y  >»  +  oo).    Durch  dieselbe  EoHineation  wird  m  zu  »g.  95. 
m\  die  freien  Endigungen  erscheinen  in  0  und  B^,  beide  im  End- 
liehen^  während  m'  einen  unendlich  fernen  Punkt  enthäli 

Eine  Kurve  nennt  man  in  einem  Punkte,  in  dem  sie  stetig  ist, 
einfad^  oder  md^rfadi^  je  nachdem  zwei  oder  eine  höhere  gerade 
Anzahl  von  Kurvenwegen  zu  diesem  Punkte  führen,  n  fach,  wenn  2». 

191.  Verbindet  man  einen  Punkt  P  einer  Kurve  mit  einem 
Punkte  Q  derselben  durch  eine  Gerade,  so  heißt         _.     _  Fig.M. 

diese  eine  Sdcante  und  die  Strecke  PQ  eine  Sehne 
der  Kurve.    Läßt  man  Q  auf  der  Kurve  bin  sich 
dem  P  nahem,  so  bleibt  die  Sekante  bestimmt^  so 
lange  Q  noch  von  P  getrennt  ist;  sie  wird  aber 
unbestimmt,  sobald  Q  in  P  angelangt  isi   Nähert 
sich   dabei  die  bewegliche  Sekante  von  einer  ge- 
wissen Lage  an,  für  welche  PQ  endlich  ist,  einer 
bestimmten  durch  P  gehenden  Gertrden  ^  um  so  mehr,  je  näher  Q 
dem  P  kommt,  und  wird  dabei  ihr  Winkelabstand  von  t  kleiner 
als  jeder  noch  so  kleine,  angebbare  Winkel,  so  nennt  man  jene  be^ 
stimmte  Gerade  t  die  Grenelage  der  Sekante  oder,  die  Tangenk  der 
Kurve  im  Punkte  P,  und  P  ihren  Berührungspunkt. 

Dieser  Begriff  der  Tangente  bietet  zu  ihrer  Bestimmung  nur 
ein  Annäherungsverfahren,  welches  geometrisch  nicht  genügt^  schon 
weil  zwei  nahe  liegende  Punkte  eine  Gerade  nur  unsicher  bestimmen. 
Nun  können  wir  aber  stets  zur  Bestimmung  der  Sekante  PQ  noch 
ein  anderes  Gesetz  angeben,  welches  für  PQ  «»  0  nicht  unbestimmt 
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wird^  80  daß  durch  68  auch  die  Tangente  ermittelt  ist  Wir  werden 
dies  später  in  allgemeiner  Weise  thun.  Bei  dem  Kreise  geschieht 
es  dadurch y  daß  man  aus  seinem  Mittelpunkte  M  die  Halbmesser 
MFy  MQ  zieht;  sie  bilden  den  Winkel  PMQ  <»  g),  woraus  sich 
der  Winkel  QPM  der  Sekante  mit  dem  Halbmesser  in  P  (oder 
in  ^)— 90^  — ^9  ergibt.  Für  P^ —  0  wird  y  —  0,  QPM^9(y\ 
oder  die  Tangente  des  Kreises  steht  senkrecht  auf  dem  Halbmesser  des 
Berührungspunktes. 

Dabei  bemerken  wir,  daß  es  nicht  notwendig  ist^  jenes  -zweite 
für  PQ  «^  0  nicht  versagende  Gesetz  in  seinem  ganzen  Verlaufe  zu 
kennen,  sondern  daß  es  genügt,  zu  ermitteln,  was  es  für  PQesO 
feststellt*)  —  Die  durch  ein  solches,  in  der  Grenze  nicht  ver- 
sagendes Gesetz  bestimmte  Sd:afite  nähert  sich  aber  nicht  nur  ihrer 
Grenzlage,  der  TangefUe,  sondern  sie  erreicht  und  überschreitet  sie 
auch,  wenn  Q  den  Punkt  P  erreicht  und  über  ihn  hinausschreitet 


*)  Gans  entsprechend  kann  man  in  der  Differentialrechnong  verfiüuren. 
Nimmt  in 

y  -  n^) 

X  am  dx  %xXf  nnd  kann  man  die  entsprechende  Zunahme  Jy  von  y  dorch 
die  Beihe 

Jy  —  Fdx  +  Qdx^  +  EJx*  H 

ausdrücken,  worin  P,  Q,  JS . . .  Fonktionen  von  x  sind,  eo  erh&lt  man 

Jx       Jx  ^  ' 

Läßt  man  auf  der  rechten  Seite  den  Faktor  Jx .  Jx  weg,  so  entsteht  eine 
andere  Funktion,  die  wir  mit  {dy  :  dx)  bezeichnen  wollen,  n&mlieh 


{^^-^P+Qdx  +  BJx^^ 


Beide  Funktionen  Jy  i  dx  und  {dy  t  Jx)  stimmen  für  jeden  endlichen  Wert 
von  Jx  flberein,  für  dx  »■  0  dagegen  cehmen  sie  verschiedene  Werte  an, 
n&mlich 

•— ^  ■■  -x"  oder  unbestimmt,  (-r^)  ■«  P. 
dx       0  '  W«/ 

Außerdem  besitzt  aber  die  vei&iderliche  Größe  Jy  :  Jx  einen  Grenzwert  zu 
Jx  «-  0,  aa  welchen  sie  sich  beliebig  annähert,  während  sich  Jx  der  Null 
nähert.  Wegen  der  Übereinstimmung  beider  GrCßen  für  jeden  endlichen 
Wert  von  Jx  stimmt  der  bezeichnete  Grenzwert  von  Jy '.  Jx  mit  dem  be- 
stimmten Werte  von  {Jy  i  Jx)  für  Jx  «  0  überein,  ist  also  P.  um  ans^ 
zudrücken,  daß  von  Jy  i  Jx  für  Jx  *»  0  nicht  der  unbestimmte,  sondern  der 
Grenzwert  genommen  werden  soll,  nennt  man  die  dabei  zu  Null  gewordenen 
Werte  von  Jy  und  Jx  „unendlich  klein*^  und  bezeichnet  sie  mit  dy  nnd  dx, 
60  daß  man  erhält 

(ix 
Dieser  Grenzwert  bestimmt  die  Tangente  det  durch  y^fi^  dargestellten  Kurve. 
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Es  soll  zur  Vollständigkeit  noch  erwähnt  werden,  daß  für  die 
Sekantfe  PQ  auch  dann  eine  Grenzlage  ^  fBLr  P^  =  0  besteht,  wenn 
von  einer  gewissen  Lage  von  Q  an  die  Gerade  PQ  sich  einer  Ge- 
raden t  nicht  bestandig  nähert,  sondern  gegen  dieselbe  hin-  und 
herschw^ankt,  wenn  aber  der  dabei  auftretende  größte  Abstand  be- 
ständig abnimmt  und  unter  jede  angebbare  Große  sinkt.  Aach  in 
diesem  Falle  ist  t  die  Tangente  der  Kurve  in  P,  Besteh^  aber 
keine  Grenzlage  ron  PQj  so  hat  die  Kurve  keine  Tangente  in  Pf 
wie  es  z.  B.  bei  der  Weierstraß'schen  Kurve  der  Fall  ist,  welche  in 
einem  beliebig  kleinen  Räume  unendlich  viele  Schwankungen  macht, 
bei  deren  jeder  PQ  einen  Winkel  beschreibt,  der  Null,  aber  auch 
a&wei  Bechte  seiu  kann.*) 

192.  Da  bei  dem  Zusammenfallen  der  Punkte  P  und  Q  die  Lage 
der  Sekante  PQ  =^  s  sowohl  als  unbestimmt,  als  auch  als  Grenzlage  t 
angesehen  werden  kann,  so  unterscheidet  man  in  beiden  Fällen 
denselben  zu  Null  gewordenen  Abstand  PQ  durch  zweierlei  Be- 
nennungen; man  nennt  ihn  im  ersten  Fall  „NidV  oder  „absolut 
NuU*^^  im  zweiten  ^jGrenznuW^  oder  f,imendlicfi  Jclein^*  Andererseits 
nennt  man  auch  den  för  PQ  *«  0  erreichten  Grenzwert  des  Win- 
kels is,  welcher  ebenfalls  ^^^  0  ist,  unendlich  klein,  und  drückt 
dadurch  aus,  daß  er  eine  Grenzgröße  ist,  neben  welcher  auch  ein 
unbestimmter  Wert  besteht  Man  sagt  daher:  eine  0U  NüU  gewor- 
dene unabhäiigig  veränderlidie  Größe  nennt  man  „unendlich  Jdein^^ 
Ufenn  bei  einer  von  ihr  abhängigen  Größe  der  tnigehSrige  Grenzwert 
und  nicht  der  ebenfalls  mögliche  unbestimmte  Wert  genommen  werden 
soll;  und  eine  zu  Null  gewordene  abhängige  veränderliche  Größe  nennt 
man  ^.une^uUich  klein^^,  tvenn  diese  Null  ein  Grenzwert  ist,  neben  dem 
audi  ein  unbestimmter  Wert  besteht 

Man  bemerkt  also,  daß  eine  Größe,  welche  «»  0  ist,  nicht 
schon  dann  „unendlich  klein '^  genannt  wird,  wenn  sie  durch  Ab- 
nehmen einer  endlichen  Größe  Null  geworden  ist»  sondern  erst  dann, 
wenn  entweder  eine  von  der  abnehmenden  Größe  abhängige  Größe 
oder  wenn  sie  selbst  als  abhängige  Größe  in  der  Grenze  sowohl 
unbestimmt  wird  als  einen  Grenzwert  «»  0  annimmt,  und  man  den 
unbestimmten  Wert  ausschließen  will. 

Was  insbesondere  die  Tangente  betrifft,  so  hat  diese  zwei  unr 
endlich  nahe  Punkte  mit  der  Kurve  gemein^  die  man  auch  benach- 
borte  oder  tmf  einander  folgende  nennt^  während  man  PQ  als  Ele- 
ment der  Kurve  bezeichnet 


*)  Siebe  die  Abb.  des  Verf.  über  die  Wcientraß'scbe  Fonktion,  Jonm.  f. 
ICath.,  ISöO,  B.  CO,  S.  221. 

Wiener,  liebrbaoh  der  darstellenden  Oeometii«.  U  ^^  ,-^ r^ r-^J ,^ 
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Um  die  gegenseitige  Beziehung  yerschiedeüer  geometrischer 
unendlich  kleiner  GrSßen  zu  yeranschauUchen.  zeichnet  man  die 
abnehmenden  Größen  im  Zustande  ihrer  Endlichkeit;  dadurch  aber, 
daß  man  diese  in  tineigenÜicher  Weise  unendlich  klein  nennty 
schreibt  man  ihnen  die  Grenzeigenschaft  zu,  die  sie  in  dem  Augen- 
blicke erreichen,  in  dem  sie  wahrhaft  unendlich  klein  werden.  Be* 
steht  eine  Figur  aus  Seiten,  die  alle  oder  zum  Teil  unendlich  klein 
werden,  so  wird  sie  in  der  Grenze  im  ersten  Falle  zu  einem  Punkte, 
im  zweiten  verliert  die  ganze  Figur  oder  ein  Teil  derselben  eine 
ihrer  Ausdehnungen,  und  wird  zu  einem  Linienzuge;  in  beiden  Fall^ 
sind  die  Grenzeigenschaften  der  Figur  die  Grenzverhältnisse  ihrer 
Seiten  und  die  Grenzwerte  ihrer  Winkel,  die  beide  im  allgemeinen 
nicht  Null  sind. 

Wenn  ewei  Oänläe  einen  unencUüh  kleinen  Abstand  besUgen^  so 
fällen  sie  0t*$ammen.  Denn  es  ist  durch  die  Bezeichnung  des  Ab- 
stände» als  unendlich  klein  ausgedrückt,  daß  derselbe  abnehmend 
unter  jede  angebbare  Grdße  sinkt,  und  daß  sein  Grenzwert,  welcher 
Null  ist,  genommen  werden  sol}> 

198.  Wenn  ein  Punkt  einer  Kurve  ein  einfachef  ist,  d.  L  wenn 
ZXi  ihm  nur  zwei  Wege  auf  der  Kurve  führen,  Jcann  sie  in  ihm  eine 
oder  mehrere  Tangenten  besitzen.  Sie  besitzt  in  ihm  eine  eineige 
Tangente  i  wenn  man  ditoelbe  Grenzlage  der  Sekante  erhalt,  mag 
sich  der  Punkt  Q  dem  fragliehen  Punkte  P  auf  dem  einen  oder 
dem  andern  Wege  nähern^  zwei  Tangenten,  wenn  die  beiden  Grenz- 
lagen  verschieden  sind.  Man  findet  nun,  daß  bei  Ku/rven^  deren 
Gleichung  geschlossen  ist,  welche  wir  allein  betrachten,  in  einem 
einfachen  Punkte  im  oilgemeinen  wwr  eine  und  nur  in  besonderen 
Fällen  zwei  verschiedene  Tangenten  bestehen.  In  letzterem  Falle  be* 
sitzt  die  Kurve  eine  Ecke  in  jenem  Punkte.  Ein  Beispiel  hierzu 
bildet  die  Kurve  von  der  Gleichung 


t  +  «* 
Fif.97.Maii  kann  dieselbe  veraUBchanlichen,  wenn  man 

y,^x,    y^^-l  +  e',     y=-^ 

s^tzt  Die  erstere  Gleichung  stellt  eine  Gerade  n,  die  zweite  eine 
inverse  logarithmische  Linie  m  dar,  das  Verhältnis  der  beiderlei 
Ordinaten  bestimmt  die  fragliche  Kurve  k,  Fdr  rr »»  0,  wof&r  auch 
y  asft  0,  erhalt  man  durch  bloße  Betrachtung  der  Figur,  ohne  Diffe* 
rentiation,  je  nachdem  man  sich  von  der  positiven  oder  von  der 
negativen  Seite  der  x  dem  Ursprünge  0  nähert,  einerseits  eine  mit 


Digitized  by 


Google 


Y,  MS— 194.  BegriffySielagkeita.  Tangente  d.  Karvea.  Das  üiieiidUieltkieuia.  163^ 

Fig.,  97. 


der  «Axe  zasammenfallende  (dy;d^-»0)  und  andererseits  eine 
den  Winkel  der  —  x  und  der  —  y  Axe  halbirende  Tangente 
{dy :  da; «»  1).  Maiti  sieht  sogleiclii  daß  dieser  Spnmg  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  von  dem  Sprunge  in  der  Ordinate  der  inversen 
logarithmischen  Linie  horrührt 

194.  Wir  hftben  bisher  bei  der  Bestimmung  det  Tangente  aus 
der  Sekante  PQ  den  einen  P  der  beiden  Punkte  fest  angenommen, 
man  nennt  aber  auch  ^^Tangente  einer  Kurve  in  einem  Punkte  0 
derselben^'  die  Grenzlage  der  Sekante  FQ^  welche  erreicht  wird; 
wenn  jeder  der  beiden  Punkte  P  und  Q  bewef^ch  ist  und  in  0 
hereinrQcktw  Verfolgen  wir  diese  Begrifberweiterung  erst  fiir  den 
Fall,  in  welchem  0  eine  Ecke  der  Kurve  bildet,  und  P  und  Q  sich 
auf  verschiedenen  Ästen  dem  0  nähern.  Dann  Imehtet  ein,  daß 
jede  aus  0  innerhalb  des  Nebenwinkels  der  gewöhnlichen  Tangenten 
OP  und  OQ  gesogene  Gerade  als  eine  Tangente  anzusehen  ist,  in 
der  Figur  also  jede  Gerade  innerhalb  des  Winkels  von  45^  zwischen 
«  und  X.  Eine  Kurve  hat  also  in  einem  Eckpunkte  uinmäOAiA  vide 
emen  Winkel  trßUende  Gerade  0u  Tangenten^  unter  denen  die  Grenzen 
imsgezeichnete  sind. 

Ist  dagegen  auf  einer  Kurve  Tc  mn  Punkt  0  ein  solcher  mit 
emer  einzigen  Tangente,  und  erstrecken  sich  die  beiden  von  0  aus- 
gehenden Kurvenzweige  nach  entgegengesetztem  Sinne,  bestehen 
ferner  diese  Eigenschaften  in  allen  Punkten  der  sich  nach  beiden 
Seiten  von  0  erstreckenden  Kurvenstücke  OF^  und  OQ^^  und  läßt 
man  zwei  Punkte  P  und  Q  auf  dem  Kurvenstücke  J?^  Q^  sich  dem 
0  nahem  und  in  ihm  zusammentreiSen,  so  ist  die  Grenzlage  der 
Sekante  PQ  dieselbe,  wie  die  von  OP  und  OQ,  Denn  kommen  P 
nnd'Q  von  entgegengesetzten  Seiten,  so  ist  im  Dreiecke  OPQ  der 
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Grenzwert  des  Winkels  0  *=»  180*^,  daher  cferjenige  der  Winkel  P 
und  Q  «=>  0;  kommen  P  und  Q  von  derselben  Seite,  und  ist  P  der 
mittlere  Punkt,  so  ist  der  Grenzwert  des  Winkels  P=180**,  und 
derjenige  von  0  und  Q  «»  0,  so  daß  in  jeden;  Falle  in  der  Grenze 
PQ  mit  OP  und  O'Q  zusammenfallt.  Man  erhält  also  bei  einem 
solchen  gewöhnlichen  Punkte  0  einer  Kurve  dieselbe  Tangente  durch 
zwei  bewegliche  Punkte,  wie  durch  einen  festen  und  einen  beweg- 
lichen. '-  Haben  dagegen  die  beiden  in  0  zusammentreffenden  Eur- 
venzweige  eine  gemeinschaftliche  Tangente  in  0,  erstrecken  sich 
aber  in  demselben  Sinne,  d.  h.  ist  0  eine  Spitze,  so  muß  jede  in 
der  Ebene  OPQ  durch  0  gezogene  Gerade  zufolge  des  ersten  Teiles 
dieser  Nummer  als  Tangente  angesehen  v^erden. 

195.  Läßt  man  in  einem  mehrfachen  Punkte  einer  Kurve  den 
Punkt  P  ruhen,  und  den  Punkt  Q  sich  ihm  auf  einem  der  Kurven- 
zugänge nähorny  so  erhält  man.  so  viele  Tangenten  in  P  als  Za«- 
gänge  vorhanden  sind.  Man  findet  aber,  daß  in  der  Regel  je  awei 
dieser  Tangenten  zusammenfallen,  so  daß  bei  einer  Kurve  von  der 
Stetigkeit  erster  Ordnung,  also  mit  einer  geraden  Anzahl  {2n)  ron 
Zugängen,  nur  n  solcher  Tangenten  in  P  bestehen,  so  daß  man 
zwei  solche  Zugänge  oder  Kurventeile  als  zusammengehörig,  oder 
einem  und  demselben  Zweige  angehörig  ansehen  kann.  Man  nennt 
einen  Punkt  einer  Kurve  mit  2n  solchen  paarweise  zusammen- 
gehörigen Kurvenzugängen  einen  n  fachen,  eines  mit  vieren  einen 
DoppdpunkL 

Treffen  in  einem  mehrfachen  Punkte  0  einer  ebenen  oder  xm* 
ebenen  Kurve  wenigstens  drei  Kurvenzugänge  zusammen,  wovon 
zwei  eine  gemeinschaftliche  Tangente  t  und  der  dritte  eine  Tangente 
s  in  0  besitzt,  so  bestimmen  t  und  s  eine  Ebene  ts.  Läßt  man 
den  beweglichen  Punkt  P  auf  einem  der  ersten  Zugänge,  und  Q 
auf  dem  dritten  sich  dem  0  nähern  und  beide  in  0  zusammentreffen, 
so  kann  jede  in  der  Ebene  ts  durch  0  gelegte  Gerade  die  Gretizlage 
von  PQ  sein,  und  bildet  daher  eine  Tangente  der  Kurve.  Ist  0  ein 
n  f acher  Funkt  der  Kurve,  so  hat  jede  im  Baume  durch  0  gesogene 
Gerade  n  zusammenfallende  Punkte  mit  der  Kurve  gemein,  jede  zu- 
gleich in  einer  Ebene  ts  liegende  Gerade  ist  zugleich  Tangente  der 
Kurve,  und  jede  Tangente  an  einen  der  Kurvenzweige  in  0  hat  mit 
diesem  zwei,  mit  der  ganzen  Kurve  daher  n  -|-  1  zusammenfallende 
Punkte  gemein. 

196.  Man  nennt  eine  Kurve  in  einem  ihrer  Punkte  P  stetig  t» 
Beeng  auf  die  ToAigenie  oder  stetig  von  der  zweiten  Ordnung ,  wenn  sie 
eine  gerade  Anzahl  von  Zugängen  zu  P  bildet,  welche  paarweise 
dieselbe  Tangente  in  P  besitzen.    Im  andern  Falle  ist  die  Kurve 
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utietetig  und  besitzt  im  allgemeineii  in  P  eine  Ecke.  Wir  sahen 
in  Nr.  193,  daß  bei  Kurven  mit  geschlossener  Gleichung  eine 
wAche  Unstetigkeit  durch  die  logarithmische  Linie  herbeigefiihrt 
werden  kann. 

Wir  wollen  eine  Kurve  stetig  von  der  1*«*,  2*%  3*«*,  ...  n^  Ord- 
nung nennen,  je  nachdem  sie  stetig  in  Bezug  auf  einen  Punkt 
(Nr,  190),  in  Bezug  auf  zwei  zusammenfallende  Punkte  oder  die 
Tangente,  in  Bezug  auf  drei  zusammenfallende  Punkte  oder  den  durch 
sie  bestimmten  Kreis,  den  s.  g.  Krümmungskreis,  oder  in  Bezug  auf 
vier ...»  zusammenfallende  Punkte  ist.  Wir  wollen  ,  eine  Kurve 
schleckttceg  steiig  nennen,  wenn  sie  die  Stetigkeiten  aller  Ordnungen 
besitzt.  Man  findet  dann  auch,  daß  jedes  aus  ihr  nach  einem  Ge- 
setze, das  selbst  keine  Unstetigkeit  in  sich  birgt,  abgeleitete  Kaum- 
gebilde (z.  B.  Kurve)  ebenfalls  alle  Stetigkeiten  besitzt. 

197.  Die  Stetigkeit  einer  Kurve  macht  es  möglich,  sie  aus 
einer  nicht  großen  Anzahl  konstruirter  Punkte  auf  der  ebenen  oder 
krummen  Oberfläche  eines  materiellen  Körpers,  z.  B.  auf  der  Fläche 
des  Zeichenpapiers,  zu  verzeichnen.  Die  Auswahl  ausgezeichneter 
Punkte,  eine  Anzahl  konstruirter  Tangenten  und,  wo  möglich,  von 
Krümmungskreisen  (besonders  in  Scheiteln),  erweist  sich  dabei  als 
sehr  vorteilhaft.  Durch  häufige  Verzeichnung  konstruirter  stetiger 
Kurven  wird  das  Auge  stets  empfindlicher  für  die  Stetigkeit,  so 
daß  man  sich  später  mit  wenigen  Punkten  begnügen  kann.  Zu 
viele  Punkte  sind  ermittelt,  wenn  ihre  unvermeidlichen  Fehler  nicht 
mehr  klein  gegen  den  Abstand  auf  einander  folgende^  Punkte  und 
gegen  den  größten  Abstand  des  Bogens  und  der  Sehne  dieser  Punkte 
sind.  Durch  zu  viele  Punkte  nimmt  ihre  Verbindungslinie  gewöhn- 
lich eine  fehlerhafte  Wellenform  an,  und  es  müßte  die  Kurve  mit 
Hilfe  des  Sinnes  fiir  Stetigkeit  zwischen  den  konstruirten  Punkten 
durchgezogen  werden.  Erst  wenn  die  aus  freier  Hand  mit  Bleistifb 
gezeichnete  Linie  das  Auge  befriedigt,  darf  nach  dieser  Linie,  und 
nicht  allein  nach  den  konstruirten  Punkten,  das  Scharfzeichnen  mit- 
telst eines  Kurvenlineals  vorgenommen  werden.  Beim  Anpassen  des 
Kurvenlineals  muß  zunächst  die  Richtung  der  Abnahme  der  Krüm- 
mung  bei  ihm  und  bei  der  Kurve  in  Übereinstimmung  gebracht 
werden. 

n.  Ebene  Eurven« 
Tangente,  Normale. 
198.  Die  Kmistruldion  der  Tangente  einer  Kurve.,  deren  Ent- 
stehungsgesetz gegeben  ist,  werden  wir  aUibald  in  allgemeiner  Weise 
aus  diesem  ableiten;  ist  es  aber  unbekannt  oder  seine  Benutzung 
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umBtaodlicliy  so  kann   man  die  Aufgabe  auf  Grundlage  der  Yer- 
«eiclmung  der  Kurve  lösen. 

Äufg.  An  eine  durch  Verzeichnung  gegebene  stetige  Kurve  h  aus 

einem  außerhalb  derselben  gegfienm  PunMe  T  eine  Tangente  zu  ziehen 

und  den.  BerührungspurM  P  zu  bezHmmen, 

#if.  M.         Aufl.  1.     Die  Tangente  wird  mit  einer  Genauigkeit,  welche 

derjenigen  der  Kurve  entspricht,  durch  einfaches  Anlegen  des  Lineals 

als  Linie  TP  erhalten.  Der  Be* 
rührungspunkt  ist  aber  unsicher 
und  zwar  um  so  mehr,  je  flacher 
die  Kurve  verläuft.  Man  ziehe 
nun  aus  T  einige  Strahlen,  wenig- 
stens deren  drei,  aber  auch  kaum 
mehr  als  drei,  welche  sich  von  der  Tangente  allmählich  entfernen 
und  den  berührten  Kurvenzweig  in  je  zwei  Punkten  Q  und  Jß,  Q^ 
und  iZi ...  schneiden,  man  bestimme  die  Mittelpunkte  S,  Si  ...  der 
Sehnen  Qu,  Qi^ .  •  •;  verbinde  dieselben  durch  eine  stetige  Kurve 
88i...y  so  schneidet  diese  die  Tangente  und  die  Kurve  im  ge- 
suchten Berührungspunkte  P;  denn  dieser  gehört  als  Mittelpunkt 
der  zu  Null  gewordenen  durch  P  gehenden  Sehne  zur  Kurve  S8^ . . . 
Es  ist  wegen  der  notwendigen  Verlängerung  der  88i  zweckmäßig, 
die  erste  Sehne  möglichst  nahe  zur  Tangente  zu  legen,  was  aber 
dadurch  beschränkt  ist,  daß  die  Schnittpunkte  Q  und  R  noch  hin- 
länglich sicher  sein  sollen;  die  notwendige  Verlängerung  kann  stets 
gering  gehalten  werden. 

Soll  man  die  Tangente  parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden 
ziehen,  so  liegt  T  im  Unenfliehen  und  das  Verfahren  bleibt  im 
wesentlichen  dasselbe.  Die  Sehnen  QB  können  aus  jedem  belie- 
bigen, auch  aus  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Tangente  ge- 
zogen werden, 
n«.  99.  .  199.  Aufl.  2.  Nachdem  man  die  Tan- 

*     *  gente  TP  gezogen,  zeichne  man  einige, 

/j '  4wei  bis  drei,  zu  ihr  parallele,  den  be- 

/  ^  rührten  Kurvenzweig  in  den  Punktepaaren 

/  /  I  Q  imd  By  Qi   und  jR| . . .    schneidende 

/  /     }p  T     Sehnen,    lege    durch    die    Schnittpunkte 

^>i^|rj^J^5t>s~^     unter   einander   parallele   Geraden,    und 

^              I  /     ''  \   '^^^  ^^^  ^^  ^^  ^^^  einen  Seite  von  P 

j^y    /  liegenden  Punkten  Q  im  einen  Sinne,  von 

I  y  denen  B  im  entgegengesetzten,  trage  auf 

:  j  /  diesen  die  anstoßenden  Sehnen  auf,  QU^^ 

^  QH.BV^BQ...,  verbinde  alle  Punkte 
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V  and  V  durch  eine  stetige  Kurve  .  U^UW^ .,  so  eathSlt  diese 
den  gesuchten  Punkt  P,  weil  derselbe  nach  dem  Entstehungs* 
gesetse  zu  dieser  Kurve  gehört  Damit  die  beiden  Kurven  sich 
möglichst  bestimmt,  also  nahezu  rechtwinklig  schneiden^  mache  man 
den  Winkel  B^U—  ^JBFnahezu  — 60<>,  da  der  Schnitt  bei  60® 
rechtwinklig  wird. 

Dieses  Verfahren  hat  gegen  das  vorige  den  Vorteil^  daß  der 
gesuchte  Punkt  P  innerhalb  der  konstruirten  Punkte  liegt^  während 
dort  auf  der  Verlängerung  der  Kurve;  aber  den  Nachteil,  daß  die 
benachbarten  Punkte  U  und  V  von  P  weit  entfernt  liegen,  während 
8  dem  P  nahe  ist.  Durch  Proben  bei  dem  Kreise  fand  ich  das 
erste  Verfahren  genauer;  zudem  ist  es  kürzer.*) 

200.  Die  Kurve  J7i  UVV^  der  Fig.  99  nennt  man  eine  JRsWöt- 
htrtfe  oder  fMerzeigende  Kurve.  Man  kann  als  Fehler  in  der  Tan- 
gente die  Länge  der  Sehne  QB  bezeichnen,  also  auch  die  Abstände 
QU=^RV  der  Fehlerkurve  von  der  gegebenen,  gemessen  in  der 
Richtung  QU.  Dieser  Fehler  wird  im  Schnittpunkte  P  zu  Null. 
Ebenso  ist  auch  in  Fig,  98  8Si  eine  Fehlerkurve,  indem  SP  —  8Q 
den  Fehler  angibt,  der  im  Schnittpunkte  P  Null  wird.  Das  Ver^ 
fahren  der  Fehlerkurve  ist  sehr  fruchtbar,  und  bei  allen  Aufgaben 
als  Auflösungsverfahren  anzuwenden,  bei  denen  ein  unmittelbares 
Verfahren  nicht  bekannt  isi  Man  nimmt  dann  einige  nach  dem 
Augenmaße  angenäherte  Lösungen  an,  bestimmt  ftbr  jede  nach  dem- 
selben Maße  eine  Größe,  die  als  Fehler  angesehen  werden  kann, 
konstruirt  aus  diesen,  anschließend  an  die  Lagen  jener  Lösungen, 
eine  Kurve,  welche  dann  auch  ftür  die  übrigen  Lagen  die  Fehler 
anzeigt  und  ebenso  diejenige  Lage  bestimmt,  f&r  welche  der  Fehler 
NuU  ist. 

Man  kann  durch  dies  Verfahren  auch  zu  unmittelbaren  Lösungen 
gelangen.  Soll  z.  B.  aus  einem  außerhalb  eines  Kreises  gegebenen 
Punkte  T  die  Tangente  an  diesen  gelegt  werden,  so  bestimme  man  die 
Fehlerkurve,  welche  durch  die  Mittelpunkte  der  durch  T  gehenden 
Sehnen  läuft  Man  erhält  einen  solchen  Punkt  8  als  Fußpunkt 
der  aus  dem  Mittelpunkte  M  auf  die  Sehne  gefällten  Senkrechten, 
woraus  folgt,  daß  die  Fehlerkurve  den  über  TM  als  Durchmesser 
gezogenen  Kreis  bildet.  Dadurch  ist  die  bekannte  Auflösung  ge* 
funden. 


*)  Hat  die  Kurve  in  dem  Berfihnmgapuxikte  P  einen  Wendepunkt,  d.  i. 
geht  sie  von  der  einen  auf  die  andere  Seite  der  Tangente  aber,  so  versagen 
beide  Verfahren,  Man  macht  eie  benntsbar,  indem  man  in  Betng  auf  die  Tan- 
gente die  Sehnen  auf  beiden  Seiten  S3munetrjsch  und  parallel  sieht  und  die 
Eonrenpunkte  der  einen  Seite  ijmmetriBch  auf  die  andere  fibertrftgt 
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201.  Aafg.  An  eine  durch  Vermchnung  gegebene  stetige  Kurve  l 
in  dnem  geg^enen  Punkte  P  derselben  eine  Tangente  zu  eiehen. 

mg.  100.        Aufl,   Man  nehme  in  der  Nähe  von  P  auf  h  einige  Punkte 

Fig.  100.  <2,  öl  ^....  an, ziehe 

^  die    Sekanten    FQ, 

P^i-.und  schneide 
sie  mit    einem  aus 

P  beschriebenen 
Kreise,  und  zwar  alle 
auf  derselben  Seite 
von  P  in  J^  jBi,  Äo ..., 
frage    auf   den   Se- 
kanten  die    Sehnen 
in  ihrem  Sinne  von 
den  Punkten  R  an  auf,  nämlich  JBS«=  PQ,  B^S^  «=  PQ^ ...,  ver- 
binde die  Punkte  S,  Sj  .  • .  durch  eine  stetige  Kurve,   so  ist  deren 
Schnittpunkt  T  mit  dem  Kreise  ein  Punkt  der  gesuchten  Tangente 
PT.  Denn  die  Kurve  der  8  ist  eine  Fehlerkurve,  die  Strecken  BS 
messen  die  Fehler,  und  dieser  wird  in  T  zu  Null. 

Ist  ^2  ^^^  ^^^  Punkten  B  gegenüberliegende  Schnittpunkt  des 
Hilfskreises  mit  %,  so  fallt  5,  in  P;  die  Fehlerkurve  geht  daher 
durch  P  und  Q^P  ist  ihre  Tangente  in  P,  weil  in  ihr  die  Sehne 
P82  Null  geworden  ist.  Es  ist  daher  vortcihaft,  nur  zwei  Punkte, 
Q  und  Q] ,  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  P  in  kleinen  Abatanden 
aber  doch  so  zu  wählen,  daß  die  Schnittpunkte  der  Sekanten  PS^ 
PSi  mit  Je  nicht  unsicher  sind,  dem  Hilfskreise  sodann  einen  Halb- 
messer etwa  =  2PQ  zu  geben  und  die  Tangente  PQ^  zu  ziehen.  Die 
Fehlerkurve  ist  dann  durch  drei  Punkte  und  die  Tangente  in  einem 
derselben  genügend  sicher  bestimmt 

202.  Eine  senkrecht  zu  einer  Tangente  einer  Kurve  durch  deren 
Berührungspunkt  P  gelegte  Gerade  heißt  eine  Namwk  der  Kur^ve, 
und  P  ihr  Fußpunkt^  Unter  den  unendlich  vielen  Normalen  mit 
demselben  Fußpunkte  ist  bei  ebenen  Kurven,  wenn  kein  Zusatz  ge^ 
macht  wird,  die  in  ihrer  Ebene  liegende  gemeint  Ist  der  Fu'ß- 
punkt  gegeben,  so  ergibt  sich  die  Normale  aus  der  konstruirten 
Tangente. 

Anfg,  An  eim  durch  Verzeichnung  gegebene  Kurve  k  aus  einetn 
außerhalb  derselben  gegebenen  Punkte  N  eine  Normale  NP  zu  kon- 
struiren. 

Aufl.  Man  ziehe  aus  N  als  Mittelpunkt  einen  die  k  berüh- 
renden und  einige,  wenigstens  drei,  sie  nahe  bei  deren  Berührungs- 
punkte in  den  Punktepaaren  Q  und  JR,  Q^  und  iZ^  . . .  schneidende 
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Kreise,  halbire  die  Bogen  QR,  Q^R^  ...  in  den  Punkten  5,  Sj^.. ., 
so  enthält  die  Fehlerkunre  SS^ , . .  den  Berührungspunkt  P  des  ersten 
Kreises  y  und  NP  ist  dann  eine  Normale  dieses  Kreises  und  dec 
*  in  P. 

Man  kann  auch  andere  Feblerkurven  bilden ,  z.  B.  vermittelst 
jener  Sehnen  QR,  Q^R^...  in  der  Weise  der  Nr.  199;  das  gegebene 
Verfahren,  das  demjenigen  in  Nr.  198  entspricht^  ist  aber,  wie  jenes, 
das  bessere. 

203.  Entfernt  sich  anf  einem  ins  unendliche  laufenden  Zweige 
einer  Kurve  der  Berührungspunkt  einer  beweglichen  Tangente  über 
jede  Grenze  hinaus,  so  kann  sich  die  Tangente  entweder  ebenfalls 
über  jede  Grenze  hinaus  entfernen,  oder  sie  kann  sich  einer  im 
Endlichen  liegenden  Grenzlage  auf  Abstände  nähern,  die  an  jedem 
ihrer  Punkte  kleiner  als  jede  angebbare  Strecke  werden.  Mit  der 
beweglichen  Tangente  nähert  sich  auch  der  auf  ihr  liegende  Be- 
rührungspunkt, also  die  Kurve,  jener  Grenzgeraden  mehr  als  aut  jeden 
angebbar  kleinen  Abstand.  Man  nennt  entsprechend,  wie  in  Nr.  73, 
den  der  Grenzlage  der  Tangente  zukommenden  Berührungspunkt 
unendlich  fern. 

Allgemeiner  nennt  man  eine  Gerade,  welche  sich  einer  ins  Un- 
endliche laufenden  Kurve  mehr  als  auf  jeden  angebbar  kleinen  Abstand 
nähert,  derart  daß  zu  jedem  solchen  Abstände  ein  Punkt  der  Kurve 
angegeben  werden  kann,  über  den  hinaus  kein  Punkt  derselben  mehr 
einen  ebenso  großen  Abstand  als  jenen  besitzt,  —  eine  Asymptote 
der  Kurve.  So  ist  auch  jene  Tangente  mit  unendlich  fernem  Be- 
rührungspunkte eine  Asymptote,  ohne  daß  jede  Asymptote  eine 
Tangente  der  Kurve  im  Unendlichen  sein  muß;  die  Kurve  kann  die 
Asymptote  auch  in  stets  engeren  Wellen  umlaufen. 

Die  berührende  Asymptote  läßt  sich  aus  dem  (unendlich  fernen) 
Berührungspunkte  unmittelbar  nicht  konstruireu.  Man  muß  ein  Be- 
stimmungsverfahren der  Tangente  aufsuchen,  welches  für  den  im 
Unendlichen  liegenden  Berührungspunkt  nicht  versagt 

Besitzt  in  dem  unendlich  fernen  Berührungspunkte  die  Kurve 
Stetigkeit  von  der  ersten  Ordnung  (196),  so  strebt  iioch  ein  zweit^er 
unendlicher  Zweig  der  Kurve  diesem  Punkte  zu  (190);  besitzt  sie 
auch  Stetigkeit  von  der  zweiten  Ordnung,  so  haben  beide  Zweige 
dieselbe  asymptotische  (&  B.  bei  der  Hyperbel)  oder  unendlich  ferne 
(Parabel)  Tangente.  Bei  d^r  logarithmischen  Linie  l  (Fig.  94) 
fanden  vidr  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  A  eine  ünstetigkeit 
erster  Ordnung;  und  würden  wir  die  Kurve  h  der  Figur  97  durch 
Centralprojektion  so  projiciren,  daß  die  Projektion  der  Ecke  0  in»? 
Unendliche  fiele,  so  würde  sich  in  diesem  Punkte  die  Ünstetigkeit 
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zweiter  Ordnang  ergeben,  indem  nach  demselben  unendlich  fernen 
Berflhrungspuukte  entweder  zwei  getrennte  und  parallele  Asympto- 
ten, oder  eine  Asymptote  und  eine  unendlich  ferne  Tangente  liefen. 
204.  Allgemeines  Verfahren  eu/r  BesUmmung  der  Tangente  einer 
aus  ihrem  gegebenen  Begriffe  hmstruirbaren  ebenen'  stetigen  Kurve. 
Indem  die  Konstruktion  jeden  Punkt  der  Kurve  h  als  Schnittpunkt 

zusammengehöriger  Lagen 
von  zwei  stetigen  Hilfskur- 
veu  l  und  m  liefert,  welche 
sich  in  stetigen,  von  einander 
abhängigen  Weisen  ändern, 
derart  dnfi  jeder  Lage  der 
einen  Hilfskurve  eine  be- 
stimmte Lage  der  andern  ent- 
spricht^ so  seien  die  Punkte 
JP  und  Q  der  k  bezw.  die 
Schnittpunkte  der  Lagen  2,  m 
und  2^;  m^.  Die  Lagen  l  und 
l^  der  einen  Kurve  fassen  von 
einer  andern  Kurve  r  ein 
StQck  PB  zwischen  sich;  m 
und  m^  von  einer  Kurve  s 
ein  Stück  P8.  Diese  Kurven  ly  m,  l^,  m^^,  r,  s  und  das  Verhältnis  der 
Sehnen  PB  und  PS  müssen  durch  den  Begriff  oder  das  Entstehungs- 
gesetz der  Kurve  h  unmittelbar  gegeben,  oder  aus  denselben  ableitbar 
sein.  Läßt  man  nun  PB  und  damit  die  davon  abhängigen  P8f  l^,  m^ 
sich  ändern,  so  erhält  man  verschiedene  Punkte  Q  der  k,  und  läßt 
man  PB  Null  werden,  so  wird  auch  P5.«>  0,  ^  und  m^  rücken 
stetig  in  /  und  m,  und  die  Grenzlage  der  Sekante  PQ  ist  die  ge- 
suchte Tangente  der  k  in  P.  Man  erhält  dieselbe  als  PT  aus  dem 
Vierecke  PUTVy  wenn  man  an  r  und  s  bezw.  die  Tangenten  PC,  PV 
zieht,  auf  ihnen  Strecken  PU,  PV  aufträgt,  von  denen  die  eine 
(PU)  eine  willkürliche  Länge  besitzt,  und  deren  Verhältnis  gleich 
dem  Grenzverhältnisse  der  Sehnen  PB  und  PS  ist  (PU:  PV  «^ 
Grenze  \PB:  PS]  för  P^  —  0),  an  i  und  m  in  P  die  Tangenten  m 
und't;  legt  und  ÜT^  u,  FTI  t;  zieht;  dann  ist  deren  Schnittpunkt 
T  ein  Punkt  der  Tangente  PT.  Denn  zeichnet  man  das  Viereck 
PR(^S'  ähnlich  zu  PBQ8  mit  dem  Ihnlichkeitspunkte  P,  so  aber 
daß  PB  ^Pü,  so  sind  PBB,  PQQ\  PSS'  gerade  Linien,  und 
PUTV  ist  die  Gren2sgestalt  von  PB  Q'S'  für  P^  —  0.  Die  Sekanten 
PBy  PS'  haben  nämlich  bezw.  die  Tangenten  PU^PV  zur  Grenze, 
der  Punkt  R  den  C wegen  PS  «=  PU,  S'  den  V  wegen  PüiPV--- 
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Qtente  (PMiPS)  -*  (Frenze  (PiTrPS');  die  Sehnen  IIQ  der  l, 
und  SQ  der  m^  haben  die  Tangenten  u  der  {  und  v  der  m  zur  Grenze/ 
ersteres  weil  filr  I^  unendlich  nahe  bei  l,  die  Sehne  BQ  der  2^  einen 
unendlich  kleinen  Winkel  mit  der  Tangente  der  J,  in  B,  diese  aber 
wegen  der  Stetigkeit  de?  Übergangs  auch  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  mit  der  Tangente  der  { in  P  oder  mit  u  bildet;  daher  haben 
auch  Rg^S'Qf  die  UT,  FT,  der  Punkt  Qf  den  T,  die  Sehne  PQQ^ 
die  PI*  ZOT  6renze,  oder  PT  ist  die  Tangente  der  h  in  P 

Sehr  häufig  wird  auch  die  Tangente  PT  einer  Kurve  dwch  ein 
Dreieck  PUT  bestimmt,  welches  mit  der  Qrenzgestalt  des  Dreiecks 
PBQ  ähnlich  mit  dem  Ahnlichkeitspunkte  P  ist^  und  welches  durch 
die  Grenzlage  und  G^nzwerte  dreier  bestimmenden  Elemente  her- 
gestellt wird,  z.  B.  durch  PI/  =  Tangente  von  r,  ^PUT^ 
Greme^  PBQ,  UT:  PU^  Grenze  {BQ:  PB). 

206.  Ein  bekanntes,  aber  in  seiner  zu  unbestimmten  Fassung 
unzuverlässiges  und  oft  irreführendes  geometrisches  Ver&hren  zur 
Bestimmung  der  Tangente  einer  Kurve  wurde  gegen  1640  an- 
g^eben  von  Personier  aus  Bdberväl  (1602—1675),  der  allgemein 
nach  seinem  Geburtsorte  benannt  wird.  Die  Bewegung  eines 
Punktes  P,  der  eine  Kurve  beschreibt,  kann  aus  zwei  Seitenbewe- 
gnngen  zusammengesetzt  gedacht  werden.  Tragt  man  nun  auf  den 
Richtungen  dieser  Seitenbewegungen  von  P  aus  deren  Geschwindig* 
keiten  nach  einem  beliebigen  Maßstäbe  auf  und  bildet  aus  ihnen 
als  Seiten  ein  Parallelogramm,  so  ist  dessen  von  P  ausgehende  Dia- 
gonale  die  resultirende  Geschwindigkeit  und  naeh  Boberval  die  Tan* 
gente  der  Bahn.  Das  Verfahren  ist  richtige  wenn  das  Parallelo- 
gramm der  Geschwindigkeiten  anwendbar  ist,  wenn  also  die  Ge- 
samtbewegung in  der  Zeiteinheit  in  zwei  von  einander  unabhängige 
Seitenbewegungen  zerlegt  wurde,  d.  h.  in  zwei  derartige,  daß  der 
Endpunkt  der  wahren  Bahn  auch  erreicht  wird,  wenn  man  den 
Punkt  erst  die  eine  Seitenbewegung  machen,  und  sodann  die  ganze 
dabei  beschriebene  Bahn  eine  Parallelbewegung  ausführen  läßt,  bei 
welcher  jeder  Punkt  derselben  eine  parallele  und  gleiche  Bahn  mit 
der  zweiten  Seitenbewegung  beschreibt  Es  findet  dies  z.  B.  bei  der 
Cykloide  statt,  die  durch  einen  fest  mit  einem  Kreise  verbundenen 
Punkt  beschrieb€Uii  wird,  wenn  der  Kreis  eine  Drehung  um  seinen 
Mittelpunkt  und  zugleich  eine  zu  dieser  Bewegung  proportionale 
Parallelverschiebuug  erleidet  Es  findet  stets  statt,  wenn  die  Seiten- 
bewegungen durch  die  Entfemungsveränderung  von  zwei  Geraden 
bestimmt  werden,  welche  auf  einander  senkrecht  stehen.  Es  findet 
aber  im  allgemeinen  nicht  statt,  wenn  jede  Seitenbewegung  als  das 
Entfernen  von  einem  Punkte  F  bezw.  F^   angegeben  wird.    Istniio«. 
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z.  B.  die  Geschwindigkeit  des  Entfernens  des  P  von  F^  n-,  z.  B. 
zweimal  so  groß  als  die  von  F,  so  müßte  man  auf  J\P  die  Pö,,  auf 
j,.       -^  FP  die  PG  auftragen,  derart  daß 

^„  '^*  P6?i  ^2PG  wäre  und  das  Parallelo- 

gramm POTG^  ziehen;  dann  wäre 
PT  die  Tangente,  unser  Verfahren 
liefert  dagegen  PT  als  Tangente,  wenn 
G^T±F^P,  GT±FP,  wobei  G^T 
und  GT  parallel  mit.  den  Tangenten 
der  Kreise  in  P,  die  aus  F^  und  F  durch 
P  gezogen  worden  sind.  Es  sind  aber 
PT  und  PT'  im  allgemeinen  ver- 
schieden, und  übereinstimmend  nur  für  n  =  1  oder  PG,  «»  PC?. 
In  diesem  letzteren  Falle  halbirt  nach  beiden  Konstruktionen  PT 
den  Winkel  von  PF  und  PPj.  Dieser  Fall  tritt  bei  der  Hyperbel 
ein,  auf  welche  Koberval  die  Anwendung  machte*  Man  sieht,  daß 
im  allgemeinen  die  Bewegung  von  P  nach  G  und  dann  die  Pa^ 
rallelverschiebung  der  PG  nach  G^  T  nicht  erlaubt  ist,  weil  durch  die 
letztere  der  Punkt  G  eine  nochmalige  Veränderung  seiner  Entfernung 
von  F  erfährt,  oder  weil  beide  Seitenbewegungen  nicht  unabhängig  von 
einander  sind.  In  der  Fig.  101  bemerkt  man,  daß  ein  Parallelogramm 
von  Geschwindigkeiten  gebildet  wird,  wenn  PUTV  ein  Parallelo- 
gramm wird,  wenn-  also  j;  mit  l  und  r  mit  m  dieselbe  Tangente  in 
P  besitzt,  insbesondere  dann,  wenn  d^  Verschiebung  einer  jeden  der 
beiden  bestimmenden  Kurven  l  und  m  auf  der  anderen  m  und  l 
gemessen  wird;  aber  auch  außerdem,  wenn  PU^^ PV und '^PUT=^ 
^P  FT  ißt. 

Roberval  hat  sein  Verfahren  auf  eine  Anzahl  von  Kurven,  so 
auf  die  Kegelschnitte,  die  Cykloide,  die  Konchoide,  die  Archime- 
dische Spirale  angewendet,  bei  denen  er  zulässige  Zerlegungen  auf* 
fand.  Er  hat  sein  Verfahren  aber  weder  bewiesen,  noch  viel  weniger 
die  Bedingungen  aufgestellt,  welche  die  Zerlegungsweiae  erfüllen  müsse, 
obgleich  er  auf  Fälle  stieß,  wo  es  versagte.*)  Am  sichersten  ist 
es,  das  Verfahren  zu  vermeiden,  weil  es  leicht  zu  Fehlern  führt. 

nL   Die  Eogelsohnitte  alB  Brennpirnkteknrven. 

306.  Nach  einem  aus  der  Analysis  herröhrenden  Einteilungs- 
grunde sagt  man  von  einer  Kurve,  sie  sei  von  dei'  n*'*  Ordnung,  wenn 
sie  von  jeder  Ebene,  die  nicht  die  ganze  Kurve  oder  einen  Ast  der- 
selben enthält,  in  n  (reellen  oder  imaginären)  Punkten  geschnitten 

'^}  Montucia,  histoire  des  matlidmatiqnes,  Paria,  an  VII  (1799),  B.  8,  S.  49. 
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wird.  Bei  ebenen  EurFeu  kann  die  schneidende  Ebene  durch  eine 
Gerade,  ihre  Schnittlinie  mit  der  Ebene  der  Kurve,  ersetzt  werden. 
Die  Sjurven  sfweilef  Ordnung  sind  stets  eben,  weil  durch  drei  Punkte 
einer  unebenen  Kurve  eine  schneidende  Ebene  gelegt  werden  kann, 
diese  Kurve  also  wenigstens  von  der  dritten  Ordnung  sein  muß.  Zu 
den  Kurven  zweiter  Ordnung  gehört  die  Ellipse  (mit  dem  Kreise), 
die  Hyperbel  und  die  Faräbd^  welche  man  unter  dem  Namen  „Kegel- 
schnitte^^ zusammenfaßt  Die  Analysis  zeigt,  daß  es  weiter  keine 
Kurven  zweiter  Ordnung  gibt. 

207.  Die  EUipse  ist  der  Ort  eines  Punktes^  für  welchen  die 
Summe  seiner  Abstände  von  zwei  festen  Punkten  einer  gegebenen 
Strecke  gleich  ist     Sind  F  p-^  ^^3  Fig.io8. 

und  F^  jene  festen  Punkt-e, 
2  a  die  Länge  der  gegebenen 
Strecke,  P  ein  Punkt  der 
Ellipse,  80  muß  FF+  F^F^ 
2  a  sein.  Man  nennt  F  und 
Fl  die  Brennpunkte  (füci)  und 
die  Strecken  FF  und  F^P 
LeüstraJüen,  Brennstrahlen, 
Fahrstrahlen  oder  Badien- 
Yectoren  der  EUipse.  Es  muß 
offenbar  2a>FFi   sein.  ^^ 

Trägt  man  auf  der  FF^  von  ihrer  Mitte  M  aus  nach  beiden  Seiten 
Mä  =3  MÄi  «=  a  auf,  so  daß  ÄÄ^  —  2  a,  so  ist  J.  ein  Punkt  der 
Ellipse,  weil  F^+ JF\^=^iFi+l'^i-ä  ~  2a;  das  gleiche  gilt  von  Ä^ 
Um  weitere  Punkte  der  EUipse  zu  erhalten,  teile  mau  ^j  J.  <===  2a  in 
einem  Punkte  E.  innerhalb  FF^  in  zwei  Teile,  beschreibe  mit  dem 
einen  Teile  Ä^E  als  Halbmesser  einen  Kreis  aus  JP,  mit  dem  andern 
EÄ  einen  solchen  aus  jP^,  so  sind  die  Durchschnittspunkte  P  und 
Pi  beider  Kreise  Punkte  der  Kurve.  Vertauscht  man  die  Brenn- 
punkte, so  erhält  man  mit  denselben  Halbmessern  noch  zwei  Punkte 
P,  und  P3.  Legt  man  E  in  M,  so  ergeben  sich  B  und  Bi  als 
Punkte  der  Kurve,  so  daß  FB  =  F^B  =  FJS,  =  F^B^^  —  a,  und 
daß  AÄi  und  BB^^  sich  senkrecht  in  M  halbiren.  Würde  man 
E  außerhalb  FF^  wählenr,  so  würden  sich  die  beiden  Kreise  nicht 
schneiden,  weil  der  Unterschied  ihrer  Halbmesser  größer  als  der 
Abstand  FF^  ihrer  Mittelpunkte  wäre.  Die  Ellipse  besitzii  daher 
keine  unendlich  fernen  Punkte. 

308.  Auf  Grundlage  dieser  Konstruktion  können  wir  aussprechen: 
1)  AAi  ist  eine  Symmetrielinie  der  Ellipse,  weil  sie  eine  solche 
für  die  beiden  Dreiecke  PP^P  und  FF^Pi  ist, 
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2)  Ebenso  ist  BBi  eine  Symmetrielinie^  weil  sie  es  für  die 
Dreiecke  FF^P  und  F^FP^  ist. 

3)  Man  nennt  ÄA^  und  BB^,  wie  feitets  die  Symmetrielinien 
einer  Kurre^  Äxen^  und  zwar  die  durch  die  Brennpunkte  gehende 
AA^  die  große  oder  Ha/ig^taxe^  die  andere.  BB^  die  Meine  oder 
Nebenaxe.  Den  Abstand  MF  =  Jf  JF\  «»  e  (<  a)  jedes  Brennpunktes 
vom  Mittelpunkte  nennt  man  die  ExcentricitcU.  Das  rechtwinklige 
Dreieck  FMB  ergibt 

woraus  h  <a  folgt  Die  vier  I^unkte  A,  A^y  B,  B^  heißen  die  Scheitel, 
wie  stets  diejeoigen  Schnittpunkte  einer  Kurve  mit  ihrer  Axe^  iu 
denen  ihre  Tangenten  senkrecht  auf  der  Axe  stehen.  Die  beiden 
Axen  oder  die  vier  Scheitel  teilen  die  Ellipse  in  vier  kongruente 
Teile,  ihre  Quadranten. 

4)  Da  PP^P^P^  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  durch  die  Axen 
halbirt  werden,  so  geht  PP^  durch  M  und  wird  in  ihm  halbirt 
Es  halbirt  also  der  Punkt  M  alle  durch  ihn  gehende  Sehnen;  er 
heißt  daher  der  Mittdpunkt  und  jede  durch  ihn  gehende  Sehne  ein 
Durchmesser  der  Ellipse.  Es  gilt  das  gleiche  für  jede  Figur,  welche 
zwei  Axen  besitzt;  hat  sie  nicht  mehr  als  zwei  (wie  die  Ellipse), 
so  müssen  diese  notwendig  auf  einander  senkrecht  stehoi. 

5)  Man  kann  die  Eüipse  mechamsdi  ergeugen^  indem  man  einen 
Faden  Ton  der  Lange  2  a  mit  seinen  Enden  in  den  Brennpunkten 
befestigt  und  mit  einem  Stifte,  der  ihn  in  der  Zeichenfläche  gespannt 
erhält,  eine  Kurve  beschreibt. 

6)  Will  man  auf  jedem  Quadranten  eine  Anzahl  Punkte  kon- 
struiren,  so  nehme  man  auf  MF^  ebenso  viele  Teilungsponkte  E 
aO)  deren  Abstände  aber  gegen  M  hin  wachsen  müssen,  wenn  die 
konstruirten  Pimkte  der  Ellipse  ungefähr  gl^he  Abstände  erhalten 
sollön* 

7)  Fallen  beide  Brennpunkte  zusammen,  so  geht  die  Ellipse  in 
einen  Kreis  vom  Halbmesser  a  über;  der  Sreis  ist  demnaA  eine 
EUy^e  von  der  Exceniricität  Nuü, 

209.  Zur  Bestimmung  der  Tangente  der  Ellipse  in  P  wenden 
wir  das  Verfahren  der  Nr.  204,  Fig.  101,  an.  Die  Kurven  I  xmd  ni, 
welche  durch  ihren  Schnitt  den  Punkt  P  bestimmen,  sind  Bjreise 
aus  F  und  F^,  di«  Kurven  r  und  s  sind  die  Leitstrahlen^  die  Ab- 
schnitte PBj  Pß,  welche  auf  ihnen  durch  die  folgenden  Kurven- 
lagen r^  und  ^  gebildet  werden,  sind  einander  gleich,  da  wegen  der 
ünveränderlichkoit  der  Summe  der  Leitstrahlen  der  eine  um  eben 
so  viel  zunehmen  muß,  wie  der  andere  abnimmi  Wir  tragen  daher 
Fig.io8.auf  d^m  einen  Leit^trahle  FP  Ton  F  weg  eine  willktlrliche  länge 
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PJR  und  auf  dem  anderen  gegen  F^  hin  die  gleiche  Länge  PS  »  PB 
aof^  ziehen  BT  A,  PR  (parallel  mit  der  Twgente  des  aus  i^darch 
P  gelegten  Kreises  in  P),  ebenso  8Tl  F^Pj  so  ist  PT  die  gesuchte 
Tangente.  Aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  PTB  und  PT8  folgt 
die  Gleichheit  ihrer  Winkel  bei  P  und  der  Satz:  die  Tangente  der 
Ellipse  JiaWirt  den  Winkd,  welchen  der  eine  Leitstrahl  de$  Beriäh 
rungspunktes  mit  der  Verlängerung  des  anderen  bildet. 
Aus  diesem  Satze  folgt: 

1)  Die  Normale  PN  halbirt  den  Winkel  der  beiden  Leitsfarahlen 
des  Fußpunktes. 

2)  Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  sind 
unter  einander  paraDe},  weil  es  die  Leitstrahlen  paarweise  sind. 

3)  Die  Tangente  in  einem  Scheitel  steht  senkrecht  auf  der 
durch  ihn  gehenden  Axe« 

210.  Äufg.  An  eine  Ellipse,  deren  Brennpunkte  gegd)en  md^  in 
einem  gegä^enen  Punkte  P  dersdben^  eine  Tangente  sm  legen. 


Fig.  104. 


Aufl.  £twas  IcOrzer 
wie  in  der  vorigen  Nr., 
tiebe  man  den  einen  Leit- 
«irahl  FPy  trage  auf  sei- 
ner Yerlängerung  die  P  U 
gleich  dem  andern  Leit- 
strahl  PFy^  auf/beschreibe 
aus  jPj  und  TJ  mit  glei- 
chen Halbmessern  Kreis- 
bogen, welche  sich  in  B 
schneiden,  so  ist  PB  die 
gesuchte  Tangente. 

211.  Aufg.  An  einje 
JSUipse,  von  mUsher  die 
JBrefwpunkteund  die  große 
Aae  gegAen  sind,  aus 
einem  außerhalb  gegebenen 
PunkL;  B  eine  Tangente  eu  legen. 

Aufl.  Da  die  Auflösung  der  yorhergehenden  Aufgabe  Fü  ^» 
FP+F^P'^^a  und  Bü ^  BF^  ergeben  hat,  so  kann  man  U 
aus  B  finden.  Man  beschreibe  einen  Kreis  aus  einem  der  beiden 
Brennpunkte,  etwa  aus  Fy  mit  2  a  als  Halbmesser,  einen  andern 
aus  B  durch  den  andern  Brennpunkt  jP|;  beide  schneiden  sich  in 
zwei  Punkten  17  und  TJ*.  Man  halbire  die  Winkel  F^BU  und 
FiBU*  durch  die  Geraden  BT  und  BP*,  so  sind  diese  die  ver- 
langten Tangenten.    Ihre  Berührungspunkte  P  und  P*  liegen  auf 


Fig.  104. 
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den  Geraden  fü  und  Fü*.     Man  bemerkt,  daß  die  Ellipse  nicht 
verzeiclmet  eu  sein  braucht. 

318.  Es  ergibt  sich:  1)  Je  nachdem  sich  die  aus  R  und  F 
gezogenen  Kreise  in  zwei  Punkten  (7,  F*  schneiden,  in  einem  be- 
rühren oder  keinen  Punkt  gemein  haben,  erhält  man  zwei,  eine 
oder  keine  Tangente,  und  sind,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Summe 
der  Abstand«  des  B  von  F  uiid  J\  >,  =»  oder  <2a.  Im  mitt- 
leren Falle  ist  daher  B  ein  Punkt  der  Kurve.  Im  letzteren  Falle 
muß  auf  jeder  durch  R  gi^eogenen  Geraden  auf  jeder  Seite  von  R 
ein  Punkt  bestehen,  für  welchen  die  Summe  seiner  Abstände  von 
P  und  j?\  •=  2  a  ist,  der  also  auf  der  Kurve  liegt,  während  dies 
im  erst^ren  Falle  nicht  fdr  jede  durch  R  gelegte  Gerade  gilt.  Man 
nennt  nun  R  einen  änfteren  Punkt  der  Kurve  im  ersteren  Falle,  wo 
aus  R  zwei  Tangenten  möglich  sind  und  nicht  jede  durch  R  ge- 
legte Gerade  die  Kurve  in  zwei  Punkten  schneidet;  man  nennt  R 
einen  inneren  Funkt  der  Kurve  im  dritten  Falle,  wo  aus  R  keine 
Tangente  möglich  ist  imd  jede  durch  R  gelegte  Gerade  die  Kurve 
in  zwei  Punkten  schneidet. 

2)  Man  kann  die  Berührungspunkte  auch  früher  als  die  Tan- 
genten erhalten,  wenn  man  die  Rollen  der  beiden  Brennpunkte  ver- 
tauscht, dadurch  noch  ein  Paar  von  Punkten  Ui  und  U^*  erhält 
und  dann  P  als  Durchschnitt  von  UF  und  U^F^  P*  von  U*F 
und  ü*Fi  bestimmt. 

3)  Die  Aufgabe,  an  eine  Ellipse  eine  Tangente  parallel  zu  einer 
gegebenen  Geraden  zu  legen,  wird  als  besonderer  Fall  unserer  Auf- 
gabe behandelt,  indem  man  R  ins  Unendliche  rücken  läßt. 

213.   Die  Hyperbel  ist  der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  der 

„.     .^^  Unterschied  seiner  Ab- 

Fig.  106.  . 

stände  von  zwei  festen 
Punkten  einer  gegebe- 
nen Strecke  gleich  ist 
Figioä.  \  S  ^^/\    \   __     Sind   F  und    F|   jene 

festen  Punkte,  ist  2  a 
die  Länge  der  gegebe- 
nen Strecke,  P  ein  Punkt 
der  Hyperbel,  so  muß 
F^P^FPo^^rFP^ 
Fj^P'=2a  und  dabei 
2a<FFi  sein.  Man 
nennt  wieder  F,  P\ 
die  Brennpunkte  und 
FP,  F^P  Leitstrahlen. 
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Tragt  man  auf  FF^  aus  seiner  Mitte  M  nach  beiden  Seiten  MA  —> 
MA^  «» a  auf,  so  sind  offenbar,  wie  bei  der  Ellipse,  A  und  A^ 
Punkte  der  Hyperbel,  und  liegen  auf  der  endliohen  Strecke  FF^. 
Um  weitere  Punkte  der  Kurve  zu  erhalten,  nehme  man  auf  der 
Verlängerung  von  AA^  einen  willkürlichen  Punkt  E  an,  wodurch 
A^E — AEm^ia  wird,  beschreibe  mit  AE  aus  F  und  mit  A^E 
aus  F^  Kreise,  so  sind  deren  Schnittpunkte  P  und  P^  Punkte  der 
Knrye.  Durch  Vertauschung  der  Brennpunkte  erhält  man  die  wei- 
teren Punkte  Pg  und  Pg.  Wählt  man  E  innerhalb  AF  oder  A^F^ 
so  schneiden  sich  die  Ejreise  nicht  mehr,  weil  die  Summe  ihrer 
Halbmesser  kleiner  als  der  Abstand  FFy^  ihrer  Mittelpunkte  wird. 
Dagegen  kann  E  in  einen  beliebig  großen  Abstand  rücken,  ohne 
daß  das  Schneiden  der  zugehörigen  Kreise  aufhört.  Daher  besitzt 
die  Hyperbel  Punkte  von  ebenso  großen  Abstanden,  d.  i.  unend- 
lich ferne  Punkte,  und  besteht  aus  zwei  ins  Unendliche  laufenden 
Asten. 

214.  Aus  der  Konstruktion  folgt,  wie  bei  der  Ellipse,  daß  die 
Gerade  AA^^  ebenso  wie  die  jBJ?i,  welche  AA^  senkrecht  halbirt^ 
Symmetrielinien  der  Hyperbel  sind.  Die  durch  die  Brennpunkte 
gehende  Gerade  AA^  heißt  die  reüle  oder  Hauptaxe,  und  die  beiden 
Punkte  A  und  A^  die  Scheitel  f,  die  Gerade  BB^  die  imaginäre  oder 
Nebenaxe.  Sie  heißt  imaginär,  weil  sie  keine  reellen  oder  ver- 
zeichenbare  Punkte  der  Hyperbel  enthält,  da  alle  ihre  reellen  Punklie 
gleich  weit  von  den  Brennpunkten  entfernt  sind.  Die  Kurve  be- 
steht daher  aus  zwei  getrennten  Ästen.  Der  Schnittpunkt  M  beider 
Azen  ist  der  MiUelpwM  der  Hyperbel,  alle  durch  ihn  gehende 
Sehnen  sind  Durchmesser.   MF  «»  MF^  «aä  e  heißt  die  ExcentriciUU, 

Man  kann  die  Hyperbel  mechanisch  erimyen,  indem  man  zwei 
Fäden,  deren  Längen  um  2  a  verschieden  sind,  mit  ihren  einen 
Enden  in  den  Brennpunkten  befestigt,  in  ihren  anderen  Enden  mit 
einander  verbindet,  und  dann  mit  einem  Stifte,  der  die  Fäden  ge- 
spannt und  Stücke,  von  ihren  verbundenen  Enden  an,  in  Deckung 
erhält,  eine  Kurve  beschreibt. 

216.  Die  Tangente  wird  entsprechend  wie  bei  der  Ellipse  be- 
stimmt, nur  daß  hier  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  der  Kurve 
beide  Leitstrahlen  um  gleich  viel  zu-  oder  abnehmen.  Daher  trägt 
man  auf  beiden  Leitstrahjen  die  Stücke  PJß  »»  PS  in  gleichem  Sinne 
gegen  die  Brennpunkte  auf  und  verfahrt  außerdem  wie  vorher.  Es 
ergibt  sich  dann:  Die  Tangente  der  Hyperbel  hdlbirt  dtn  Winkel  der 
beiden  Leitstraiklen  des  Berührungspunktes.  Die  Normale  PN  halbier 
demnach  deren  NebenwinkeL  Sodann  folgt  hieraus  ^  daß  die  Tan- 
genten in  A  und  A^  senkrecht  auf  AA^  stehen  und  daß  die  Tan- 

Wi«n«r,  Lebrbuoh  der  dust«Uenden  Oeometri«.  1:^ 
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sig.ioe. 


geuten  in  den  beiden  Endponkteu  eines  Dorchmeosers  unter  ein- 
ander parallel  sind. 

216.  Aufg.  An  eine  Hyperbel  j  von  der  die  Brennpunkte  und  die 
reeüe  Axe  gegeben  sind,  eine  Tangente  m  legen 

a)  durch  den  grgAenen  Berührungspunkt  P, 

b)  durch  einen  außerhalb  der  Kurve  gegebenen  Punkt  B. 
Die  Auflösungen  finden  ganz  entsprechend  wie  bei  der  Ellipse 

statt,  a)  Man  halbirt 
den  Winkel  FPJ\  der 
beiden  Leitstrahlen, 
etwadarchPI7— PP, 
FB^UB,  soistPB 
die  Tangente,  b)  Man 
legt  aus  B  einen  Kreis 
durch  den  einenBrenn- 
punkt  JP ;  aus  dem  an- 
dern P}  einen  solchen 
mit  dem  Halbmesser 
2a^  schneidet  beide  in 
U  nnd  Z7*,  so  sind 
die  Halbimngslinien 
JBP,  BP»  der  Winkel  FBU  bezw.  FBU^  die  gesuchten  Tan- 
genten und  ihre  Berührungspunkte  P  und  P*  liegen  auf  F^  TJ 
bezw.  P,IP. 

Zusätgei  1)  Ein  Punkt  jR  heißt  wieder  ein  (iußerer  oder  innerer 
^nkt  der  Hyperbel,  je  nachdem  die  Schnittpunkte  U,  U*  und  damit 
die  beiden  Tangenten  aus  ihm  reell  oder  imaginär  sind,  oder  je 
nachdem  nicht  jede  oder  jede  durch  B  gelegte  Gerade  die  Kurte 
schneidet. 

2)  Man  suche  entsprechend  der  Nr.  212^  2)  die  BerQh;rungs<» 
punkte  frfiher  als  die  Tangenten  zn  bestimmen. 

'8)  Man  konstruire  eine  Tangente  parallel  zu  .einer  gegebenen 
Geraden. 

217.  Aufg.  An  eine  durch  die  Brennpuiikte  und  die  reelle  Axe 
gegdnme  Hyperbel  die  Asymptoten  0h  konstruiren. 

Fiv.io6L  Aufl.  Bückt. der  Berührungspunkt  P  ins  Unendliche  nach  P',  so 
kann  aus  ihm  der  Sjreis  durch  F  nicht  unmittelbar  gezogen  werden. 
Da  aber  dann  die  Halbmesser  parallel  werden,  geht  der  Kreis  in  eine 
zu  ihnen  senkrechte  Gerade  über.  Das  Dreieck  FUF^  wird  daher 
geradlinig;  femer  wird  es  bei  U  rechtwinklig  und,  da  F^U^^^^a, 

Fig.io7.ganz  besiimmK     Die  Halbirungslinie  des  Winkels  FP'F^,  d.  i.  die 
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Tangente  in  P"  oder  die  Asynh  Fig.  107. 

ptote,  geht  durch  die  Mitte  L 
Yon  FU  nnd  ist  parallel  zu 
FP'j  geht  daher  auch  dorch  die 
Mitte  M  von  FFi.  Im  Dreiecke 
FLM  ist  daher  ^  i  —  90^ 
ML = a,  und  sein  Winkel  M  be- 
stimmt die  Lage  der  Asymptote. 
Legt  man  ML  m  MÄ,  den  rech- 
ten Winkel  L  in  MAC,  macht 
Jf<7— jrj"  so  ist  das  A  Jlf^Cc^ 
AMLF,  ihre  Winkel  bei  Jlf 
decken  sich  und  MC  ist  die 
Asymptote.  Man  erhalt  daher 
die  Asymptoten,  wenn  man  aus 
M  durch  F  einen  Kreit^  legt, 
denselben  durch  die  Scheitel- 
tangenten in  den  Tier  Punkten  C,  Cj  •  •  schneidet,  und  MCj  MCi .  • 
zieht.  Da  von  diesen  vier  Linien  je  zwei  zusammenfallen,  so  htU 
die  Hyperbd  gwei  Asymptoten,  und  dieselben  gehen  durch  den 
Mittelpunkt  der  Kurve.  Trägt  man  auf  der  imaginären  Axe  MB  <« 
MBj  "^  AC  auf,  so  nennt  man  JiB^  die  ideelle  Axe  und  bezeichnet 
MB  mit  h.    Das  rechtwinklige  Dreieck  MAC  liefert 

-  6«  +  6». 


h\  dann  stehen  die 


Fig.  108. 


MA^  ^ -- AC*  +  MC^    oder    «»- 

Die  Hyperbel  heißt  gleichseHig,  wenn  a  < 
Asymptoten  auf  einander  senkrecht. 

218«  Die  Parabd  ist  der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Abstände 
von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen  Geraden  unter  einander 
gleich  sind.  Ist  F  der  feste  Punkt,  d  die  feste  Gerade,  P  ein  PunktFig.ios. 
der  Parabel,  PU±d,  so  nuiß  -FP—  IIP 
sein.  Man  nennt  F  dea  BrennpufAty  d 
die  Leitlinie  (directrix),  FP  einen  L^i- 
strahl.  Ist  FC  ±  dy  ao  ist  der  Mittel- 
punkt A  von  FC  ein  Punkt  der  Kurve, 
um  weitere  Punkte  zu  erhalten,  wähle 
man  auf  FC  einen  Punkt  E,  ziehe  durch 
E  eine  Paralle  zu  d,  beschreibe  aus  F 
einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  CE, 
so  sind  die  Schnittpunkte  P,  Pj  der  Cre- 
raden  und  des  Kreises  Punkte  der  Kurve. 
Man  bemerkt,  daß  man  E  auf  der  Seite  von 
A  wählen  muß,  welche  mit  d  entgegen- 
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gesetzt  liegt,  um  reelle  Punkte  za  erhalten,  daß  man  aber  hier 
beliebig  weit  gehen  darf.  Die  Eurre  besteht  daher  ans  einem  ein- 
zigen Aste,  der  sich  von  Ä  aus  auf  der  dem  d  entgegengesetzten 
Seite  ins  Unendliche  erstreckt. 

OflFenbar  ist  FC  eine  Synimetrielinie  der  Parabel;  sie  heißt 
ihre  Axe^  A  ihr  Scheitel.  Wählt  man  E  in  F,  so  erhält  man  die 
Punkte  G  und  G^  der  Kurve,  für  welche  FO  —  FG^  -»  CF  ist. 
Man  nennt  die  durch  den  Brennpunkt  parallel  zur  Leitlinie  lau- 
fende Sehne  GG^  der  Parabel  ihren  Parameter  2p:  der  Abstand 
CF  des  Brennpunktes  Ton  der  Leitlinie  ist  daher  gleich  dem  halben 
Parameter  p,  und  CA  ««=  AF^=s  \p. 

Man  kann  die  Parabel  mechanisch  erzeugen,  indem  man  von 
einem  Faden  das  eine  Ende  in  F,  das  andere  am  einen  Schenkel 
eines  rechten  Winkels  befestigt,  dessen  anderer  Schenkel  in  einer 
Parallelen  zu  d  verschiebbar  ist.  Hält  man  während  der  Verschie- 
bung den  Faden  durch  einen  Stift,  welcher  an  dem  ersteren 
Sckenkel  angedrückt  bleibt,  stets  gespannt,  so  boschreibt  der  Stift 
eine  Parabel. 

219.  Um  die  Tangente  zu  konstmiren,  beachte  man,  daß  die 
den  Punkt  P  bestimmenden  Linien  ein  Kreis  aus  F  nnd  eine  Pa« 
rallele  zu  d  sind,  und  daß  FP  und  ÜP(,L  d)  gleich  viel  zu-  oder 
abnehmen.  Man  trage  daher  auf  beiden  gleiche  Stücke  in  gleichem 
Sinne  gegen  JP  und  17  auf,  z.B.  PF—PÜ,  ziehe  FT±FP, 
UT±  UP  (hier  rf),  so  ist  T  ein  Punkt  der  Tangente.  Daraus 
folgt:  Die  Tangente  der  Parabel  halbirt  den  Winkel  des  LeUstraMs 
i4nd  der  Senkrechten  mmr  LeitUnie,  toelche  fnan  aus  dem  BerÜhrungS' 
punkte  Bieht. 
Fig.  109.  _,  Man  erhält  daher  die,  Tangente 

fu/r  einen  gegebenen  Berührungspunkt 
P,  wenn  man  den  Winkel  FPU 
vermittelst  FE  —  UR  durch  PB 
halbirt.  —  Die  Scheiteltangente 
(in' J.)  steht  senkrecht  auf  der  Axe. 
Schneidet  die  Tangente  die  Axe 
in  r,  so  istjPT— JPP,  daher  FPUT 
ein  Bhomhus,  und  die  Diagonalen 
FUxmd  PT  halbiren  sich  senkrecht 
in  L,  Da  außerdem  A  in  der  Mitte 
von  CF,  so  muß  die  Gerade  LA  |  d 
und  ±AC  sein.  Fällt  man  P V senk- 
recht auf  die  Axe,  so  nennt  man 
FTdie  Subtangente,  und  aus  PL»»£  T 


Fig.  109. 
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folgt  dann  VÄ  '^  ATy  oder  die  Subtangenfe  wird  durch  den  Sdmtel 
halbirt  Daher  konstrairt  man  auch  die  Tangente  vermittelst 
^T—  VA. 

280.  Schneidet  man  die  Normale  PN{±PT)  mit  der  Axe 
in  Nj  80  ist  PN  1  UF,  und  dann  folgt  aus  der  Kongruenz  der  Drei- 
ecke PNV  und  UFCy  daß  die  Subnormale  VN  für  aUe  PufJcte  der 
Parabel  unveränderlich  mid  gleich  dem  hallen  Parameter  CF  ist. 

Nimmt  man  den  Scheitel  Ä  zum  Ursprung,  die  Axe  AN  und 
die  darauf  Senkrechte  AL  zur  Abscissen-  bezw.  Ordinatenaxe,  so 
ist  x  —  AV,  y  —  VP.  Das  rechtwinklige  Dreieck  TPN  liefert 
dann  VP^^TV.VN,  oder 

die  Scheitelgleichung  der  Parabel  Daraus  folgt,  daß  mit  x  auch 
y  ins  Unendliche  wächst;  der  Neigungswinkel  der  Tangente  gegen 
die  Axe  ^  PTV -=^  NPV  hat  daher  Null  zur  Grenze.  Die  Tan- 
gente im  unendlich-  fernen  Punkt  ist  dabei  selbst  unendlich  ferne. 

221.  Aufg.  An  eine  durch  den  Brennptmkt  F  und  die  LeitlinieTieAw. 
d  gegebene  Parabel  durch  einen  außerhalb  gegebenen  Punkt  B  eine 
Tangente  eu  legen. 

Aufl.  Aus  der  Konstruktion  bei  gegebenem  Berührungspunkte 
P  erhält  man  das  Verfahren:  Man  beschreibe  aus  R  einen  Kreis 
durch  Fy  schneide  ihn  mit  d  m  U  und  TJ*^  so  sind  die  Halbirungs- 
linien  BP,  BP*  der  Winkel  FBU,  FBU*  die  gesuchten  Tangenten, 
und  ihre  Berührungspunkte  P,  P*  liegen  auf  den  durch  Z7,  U* 
parallel  zur  Axe  gezogenen  Geraden. 

Zus.  Liegt  B  im  Unendlichen  oder  soll  die  Tangente  parallel 
zu  einer  gegebenen  Geraden  gezogen  werden  ^  so  rückt  der  eine  der 
Punkte  U  und  damit  der  eine  der  Berührungspunkte  P  und  die  eine 
der  beiden  Tangenten  ins  Unendliche,  woraus  folgt,  daß  die  Tan- 
gente der  Parabel  in  ihrem  unendlich  fernen  Punkte  als  parallel  zu 
jeder  Geraden  der  Ebene  angesehen  werden  kann,  was  mit  der  in 
Nr.  74  gefundenen  Eigenschaft  der  unendlich  fernen  Geraden  über- 
einstimmt,  daß  sie  als  parallel  mit  jeder  Geraden  ihrer  Ebene  an- 
zusehen ist. 

222.  Man  kann  die  EUipse,  die  Hyperbel  und  die  Parabel  als 
Kurven  derselben  Art  ansehen  und  sie  unter  dem  Begriffe  der  Ellipse 
oder  dem  der  Hyperbel  vereinigen,  wenn  man  unter  einer  Strecke 
AAi^^2a  sowohl  die  endliche  (AA^),  als  die  unendliche  versteht, 
welche  jene  zur  unbegrenzten  Geraden  ergänzt,  den  unendlich  fernen 
Punkt  enthält  und  mit  A .  A^  bezeichnet  werden  soll.     Gehen  wir 
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iritf.iio.von  der  Ellipse  AA^FF^  aus,  fBr  welche  2a  «=-4.-4,  ist  und  bei 
welcher  die  Leitstrahlen  FF^  und  F^F^  im  Inneren  der  Kurve  hegen, 
lassen  A  und  JPfest  bleiben,  dagegen  f\  und  damit  A^  sich  von  F  und 
A  entfernen,  so  werden,  wenn  Fi  im  Unendlichen  in  F^  ankommt, 
die  Leitstrahlen  zu  FF%  und  F^F^y  welche  letztere  mit  AF  parallele 


Fig.  110. 


Sitreal»,  wie  stets  die  Leitstrahlen,  im  Innerei  der  Kurve  liegt, 
ihre  Smxune,  wenn  man  FF^  naoh  F^  CT,  anträgt,  wird  F^F^  +  -P«  t^«  *» 
F^Ü^'^2a\  daher  liegen  «He  Punkte  V^  auf  dem  aus  i^^  ^^^  ^'^^ 
Halbmesser  2«  beschriebenen  Kreise,  d.  i.  auf  der  Greraden  OU^. 
Wegen  JFP,  «=  C7,Pj  wird  offenbar  die  Ellipse  zur  Fardbel,  deren 
Leitlinie  CU^  ist.  —  Kommt  dann  F^  auf  der  andern  Seite  zurück 
and  gelangt  nach  P3,  A^  nach  Jlg,  wohei  2  a  «:  ^ .  J5,  so  ist  die 
Summe  der  Leitstrahlen 

FP,  +  P, .  P,  - 1?;  .  P.  +  P,  ?7,  -  je;  .  17,  -  ^ .  J^  -  2  ci , 

oder,  wew  man  beide  Seiten  von  der  unbegrenzten  Geraden  ab- 
zShlt, 

F^F^  -  P3  Ü3  »  A,A  oder  P3P,-^  FF,  -  AA,, 
Die  Kurve  der  P3  ist  daher  eine  HyperM^  welche  als  Ellipse  er- 
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scheint,  wenn  man  die  im  Inneren  derselben  eingeschlossenen  Ab- 
stände JFPj  nnd  F^ .  P^  als  Leitstrahlen  ansieht.  —  Die  Parabel 
erscheint  demniu^h  als  Übergaugsgestalt  zwischen  der  Ellipse  und 
der  Hyperbel. 

Da  bei  der  Paräbd  mit  dem  einen  Brennpunkte  und  dem  be* 
nachbarten  Scheitel  auch  der  Mittelpunkt  auf  der  Axe  ins  Unend- 
liche rfickt;  so  nennt  man  den  unendlich  fernen  funkt  der  Axe  den 
uneigentlichen  Mittelpunkt  der  Parabd  und  jede  mit  der  Axe  parallele 
fiehne  einen  Durchmesser  derselben. 

233.  Die  Zusammengehörigkeit  der  aus  den  Brennpunkten  be- 
stimmten Kegelschnitte  kann  man  besonders  deutlich  übersehen^  wenn 
man  beachtet^  daß  sie  der  Ort  des  MitteHpunktcs  eines  Kreises  sind, 
wetdier  einen  festen  Kreis  k  berührt  und  durdi  einen  festen  Punkt  F 
geht^  daß  dabei  die  Ellipse  oder  die  Hyperbd  efUstcht,  je  noichdem  F 
im  Inneren  oder  im  Äußeren  von  h  liegt,  und  daß  als  GrenegestdU 
die  Doppelgerade  oder  die  Parabel  außritt,  je  nachdem  F  auf  h  liegt, 
oder  h  eu  einer  Geraden  geworden  ist. 

Sei  k^  mit  dem  Mittelpunkte  F^  jener  feste  Kreis,  in  dessen ifig.uo. 
Innerem  F  liegt,  so  wähle  man  willkürlich  auf  k^  den  Punkt  Ui 
als  Berührungspunkt  mit  dem  beweglichen  Freise;  man  erhält  dann 
desseb  Mittelpunkt  P^  als  Schnittpunkt  des  Halbmessers  P\  Ui  jenes 
Kreises  mit  der  Geraden  S^Pi,  welche  die  FUi  senkrecht  in  8^ 
halbirl.  Da  FP^  *=  P^  U^,  daher  FP^  +  F^P^  ^F^U^^  F^C  oder 
unveränderlich,  so  ist  der  Ort  von  P^  eine  Ellipse  p^,  deren  Brenn« 
punkte  F  nnd  jp\  und  deren  EUiuptaxe  gleich  dem  Halbmesser  F^C 
des  festen  Kreises  ist.  Die  Scheitel  A  und  A^^  der  großen  Axe 
erhält  man  in  den  Mitten  der  Stücken  FC  und  FC^  des  durch  F 
gehenden  Durchmessers  GC^  des  Kreises  \,  Sodann  ist  P|5|  eine 
Tangente  der  Ellipse,  weil  sie  den  Winkel  FP^  U^  halbirt.  Zugleich 
erkennt  man,  daß  die  Punkte  5^,  oder  die  Fußpunkte  der  Senkrechten, 
ufdche  man  von  einem  Brenn^nmkte  F  der  Ellipse  auf  aUe  ihre  Tan- 
genten fäUt,  auf  einem  Kreise  liegen,  dessen  Durchmesser  die  Haupt- 
axe  AAi  der  Ellipse  ist.  Denn  8^  ist  der  Mittelpunkt  des  Strahles 
FUi\  der  Ort  des  Punktes  8^  ist  daher  ähnlich  mit  dem  Orte  von 
Ui,  also,  da  letzterer  ein  Kreis,  ebenfalls  ein  Kreis,  mit  dem  Ahn- 
lichkeitspunkte  F  und  von  halb  so  großem  Halbmesser,  dessen 
Mittelpunkt  daher  in  der  Mitte  M  yon  FF^  und  dessen  Durchmesser 
-AA,-\CC\. 

Läßt  man  nun  F  an  seiner  Stelle,  JP|  dagegen  sich  auf  der 
Geraden  FP\  Ton  F  entfernen  und  dabei  den  Kreis  k^  stets  diurch 
den  Punkt  C  der  FF^  gehen,  bis  F^  ins  Unendliche  nach  F^  ge- 
langt, so  zerfallt  der  Kreis  k^  in  die  Gerade  kj^  nnd  die  unendlich 
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ferne  Gerade,  und  die  Kurve  ^  wird  der  Ort  des  Punktes,  der 
gleich  weit  von  einem  Punkte  F  und  von  einer  Geraden  Tc^  entfernt 
ist,  also  zu  einer  ParabeL  Jener  Ort  der  Fußpunkte  5,  wird  zur 
Scheiteltangente  AS^. 

Kehrt  dann  F^  aus  dem  Unendlichen  auf  der  andern  Seite  zu- 
rück und  gelangt  nach  F^^  so  daß  der  durch  G  gehende  Kreis  h^  wird, 
so  liegt  F  außerhalb  desselben.  Es  ergibt  sich  dann  nach  der 
angefahrten  Konstruktion  P,  als  ein  Funkt  der  Kurve  jp^,  so  daß 
FPi^^F^U^.  Die  Kurve  ist  dann  offenbar  eine  Hyperbel,  deren 
Brennpunkte  F  und  F^  und  deren  Hauptaxe  ÄA^  gleich  dem  Halb- 
messer jPj  U^  des  Kreises  k^ .  Auch  hd  der  Hyperbel  liegen  die  Fuft- 
putikte  S^  der  am  einem  Brennptmkte  auf  die  Tangenten  gefaUien 
Senkrechten  auf  einem  Kreise,  dessen  Durchmesser  die  Hauptaxe  ist 
Die  Asymptoten  erhält  man  offenbar  als  die  beiden  Senkrechten  (wie 
M^S^),  welche  man  aus  dem  Mittelpunkte  M^  der  Kurve  auf  die 
beiden  aus  F  an  i^  gelegten  Tangenten  (wie  FU^)  fällt 

Man  verfolge  die  Formänderung  von  p  weiter  und  lasse  Fy^  als 
F4  in  G,  als  F^  zwischen  C  und  A,  als  F^  in  A,  als  F^  in  F 
fallen,  so  wird  man  insbesondere  für  F^  die  Doppelgcrade  CF  als 
Übergang  von  der  Hyperbel  in  die  Ellipse  finden. 

224.  Aus  dem  Satze  der  vorigen  Nr.  ergibt  sich  noch  eine 
Auflösung  der  Aufgabe,  an  einen  durch  die  Brennpunkte  F,  Fi  und 
die  Hauptaxe  AA^  gegAenen  Kegelschnitt  durch  einen  außerhalb  ge- 
gebenen Punkt  B  eine  Tangente  m  legen.  Man  beschreibe  über  BF 
(oder  BFi)  als  Durchmesser  einen  Kreis,  schneide  ihn  mit  dem 
über  der  Hauptaxe  AA^  als  Durchmesser  gezogenen  Kreise  in  den 
Funkten  S  und  S^,  so  sind  BS  und  BS*  die  gesuchten  Tangen- 
t^i.  Der  Berührungspunkt  P  wird  durch  SU^^FS  und  durch 
UFi  geliefert 

Femer  ergibt  sich  der  Satz:  Oeht  von  einem  rechten  Winkd 
(FSP)  der  eine  Schetikd  stets  durch  einen  festen  l^wikt  (F),  wahrend 
der  Scheutet  (S)  einen  Kreis  beschreibt,  so  bcsclireibt  der  andere  Schenkel 
(SP)  die  Tangenten  eines  f^egdschnittes  (k). 

TV.  Sektiflkation  von  Kurven, 

nebst  zwei  Anhftiigen 

Aber  genaues  Konstruiren  und  das  UnendliohUeine. 

226«  Unter  der  Länge  eines  Kurvcnbogens  versteht  man  den 
Grenzwert  der  Länge  des  Umfangs  eines  in  den  Bogen  eingeschrie- 
benen oder  eines  ihm  umschriebenen  Vielecks,  welchem  man  sich 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  annähert,  wenn  man  die  Laugen  der 
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einselnen  Seiten  sich  der  Null  nähern  läßt  Daß  beide  Vielecke 
einen  Grenzwert  ihrer  Längen,  and  zwar  ein  nnd  denselben,  die 
Bogenlänge,  besitzen,  erkennt  man  so.  Man  tri^  auf  dem  Bogen 
von  der  unbekannten  Länge  b  gleiche  oder  angleiche  Sehnen  von 
geringer  Länge  ab,  dereo  Summe  $  sei,  und  ziehe  in  allen  Eck- 
punkten die  Tangenten  der  Kurve,  welche  das  umschriebene  Vieleck 
von  der  Länge  t  bilden,  so  ist  bekanntlich  s<ih  <t  Ist  nun  tp 
der  größte  Winkel,  den  eine  der  Tangenten  mit  einer  der  von  ihrem 
Berührungspunkte  ausgehenden  Sehnen  bildet,  so  ist  t  cos  <p  ^s, 
und  demnach  t  cos  ^  ^8  <,h  <  t  Da  man  durch  Verkleinem 
der  Sehnen  den  Winkel  9  beliebig  klein  machen  kann,  so  wird 
dadurch  auch  der  unterschied  von  cos  q>  und  1,  und  dadurch  der 
von  t,  b  und  8  beliebig  klein,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  haben  nun  noch  zu  zeigen,  daß  man  durch  jede  Einteilung 
des  Bogens  &,  wenn  sich  nur  alle  Teile  der  Grenze  Null  nähern, 
dieselbe  Umge  von  b  erhalt.  Zu  dem  Ende  haben  wir  nur  zu  be- 
weisen, daß  die  Längen  8  und  s'  zweier  in  b  eingeschriebenen  Viel- 
eckszüge einen  absoluten  unterschied  |  5  — -  5'  |  besitzen,  welcher  bei 
abnehmender  Seitenlänge  Null  zur  Grenze  hat.  Fällt  man  zu  dem 
Ende  von  jedem  Eckpunkte  eines  jeden  Zuges  eine  Senkrechte  auf 
die  nächste  Seite  des  anderen,  so  werden  dadurch  Teile  von  s  in 
der  Gesamtlänge  u  die  Projektionen  von  Teilen  des  s  in  der  Ge- 
samtlänge u,  dagegen  Teile  von  s'  in  der  Gesamtlänge  v  die  Pro- 
jektionen von  Teilen  des  s  in  der  Gesamtlänge  v  sein.  Es  gilt  nun 
8  —  /  =  (w  —  u)  '•\-  (v  —  v).  Ist  ferner  9  der  größte  Winkel  zweier 
Elemente,  die  sich  auf  einander  projiciren,  so  ergibt  sich 

-j—-  (1  —  cos  9)  >  w'  —  H  >  0,    17  (1  —  cos  9)  ^  t;  —  v'  >  0, 

und  da,  bei  abnehmender  Seitenlänge  in  den  Zügen,  q>  die  Null  zur 
Grenze  hat,  so  haben  w :  cos  9  -f- 1?  die  Länge  s,  (1  —  cos  9)  und 
\8  —  s'  \  die  Null  zur  Grenze. 

Um  nun  einen  verzeichneten  Eurvenbogen  m  rektificiren,  oder 
ausmstreckenj  trage  man  in  der  Kurve  kleine  Sehnen,  und  zwar 
zweckmäßig  solche  von  gleicher  Länge,  ab,  trage  dann  dieselbe 
Anaahl  dieser  Sehnen  auch  auf  einer  geraden  Linie  weiter  und  füge 
das  Beststück  zu.  Wiederholt  man  dieses  Verfahren  mit  einer 
kleiner»  Sehnenlänge,  so  erhält  man  bei  nicht  zu  kleinen  Sehnen 
eine  größere  rektificirte  Länge;  und  man  muß  mit  der  Verkleine- 
rung der  Sehnen  so  lange  fortfahren,  bis  die  fortschreitende  Ver- 
größenmg  des  Ergebnisses  nicht  mehr  merklich  ist    Von  da  an 
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erhält  man^  Tvegen  der  Unsicherheit  im  sehr  häufigen  Weitertragen 
sehr  kleiner  Längen  ^  ein  Schwanken  des  Ergebnisses. 

226.  Unter  den  Kurven^  deren  Länge  durch  Rechnung  bestimmt 
sind;  befindet  sich  zunächst  der  Kreis,  dessen  Umfang  u  %  mal  so 
groß  als  der  Durchmesser  d  («»  2  r)  ist,  oder 

urxB^nd^^  2«r,  wobei  angenähert  « «=  3^4159265. 
Daraus  folgt: 

1)  Der  Umfang  ist  angenähert  ^^^d.  Denn  es  ist  nahezu  3|  >« 
3^14286;  daher  ist  der  Fehlei*,  unter  dem  die  Korrektur  oder  das  dem 
fehlerhaften  Ergebnisse  Zuzufügende  verstanden  sei^  «»  —  0,0013  d\ 
dies  beträgt  für  d  =»  100  Millimeter  gegen  ^  mm,  etwa  das  Oeringste, 
was  durch  einen  Zirkel  noch  aufgetragen  werden  kann« 

2)  Ist  d  >  100  mm>  so  benutze  man  für  n  den  Annäherungs- 
wert -~5  —  3,14159292,   wodurch  der  Fehler  nur  —  0,00000027  d 

wird.    Esistaber?g-3^-3-,-:^=»3^.    Man  trage 

daher  von  dem  einen  Endpunkte  eines  Durchmessers  AB '=^  d  auf 
einer  unter  einem  passenden  Winkel  (etwa  60^)  anstoßenden  Q^ 
raden  AC  eine  passende  Einheit  e  (etwa  -^d)  16  mal  bis  D  weiter 
(AD  "»  16  e)j  und  sodann  in  demselben  Sinne  AE'^  7  •  AD  -^e, 
ziehe  DFg  EB^  schneide  DF  mit  AB  in  F,  so  ist  der  Um&ng 
—  3d+AF. 

3)  Der  Umfang  ist  nahezu  ^==»Sd -{-  ^  der  Seite  des  eingeschrie- 
benen Quadrates.  Dies  liefert  nahezu  3,14142  d,  da  |^  der  Quadrat- 
seite «*  -^  dy'2  =a  0,14142  d]  der  theoretische  Fehler  ist  daher  nur 
«»  -f-  0,00017  dj  der  aber  durch  die  Unsicherheit  der  Vierteilung 
des  Kreises  Tcrgrößert  wird. 

Die  größte  Sicherheit  liegt  in  der  Probe,  daß  das  zu  8  c?  Zu- 
zufügende beim  Weitertragen  mit  dem  Handzirkel  7^  mal  in  d  ent- 
halten ist. 

4)  Einen  KreiäH>gen  oder  einen  andern  Kurve^jhoge»  AB,  dessen 
Endtangenten  AT  und  BT  nur  einen  kleinen  Winkel  mit  einander 
bilden,  rektificirt  man,  wenn  T  der  Schnittpunkt  beider  Tangenten 
und  AB  die  Sehne  ist,  annähernd  nach  der  Formel 

h^^{AT+BT+2AB), 

die  fftr  den  Kreis  (AT'r:-BT) 

b^i{AT+AB) 

wird.  Für  die  Grenze  AB «» 0  liefert  die  Formel  offenW  den 
richtigen  Grenzwert;  für  einen  Kreis  gibt  sie  selbst  bei  einem  Winkel 
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der  beiden  Tangenten  von  60^  erat  einen  Fehler  von  etwa  —  j^^  r. 
Denn  dann  ist  ^T  die  halbe  Seite  des  umschriebenen  regelmäßigen 
Sechsecks  =  r :  l/3,  4jB  —  r,  so  daß  die  Formel  |r(l  iV^+  1)  — 
1,05157  r  gibt;  wahrend  die  wahre  Lange  nahezu  1,04720  r,  der 
Fehler  also  —  0,00437  r  —  —  0,0087  d  ist- 

Schaltet  man  bei  größeren  Bogen  Zwischenpnnkte  (7,  D . . . 
mit  ihren  Tangenten  ein  und  ist  t  die  Summ^  der  Tangenten  oder 
die  Lange  des  Tangentenzages  von  A  bis  JB,  s  die  Summe  der  Sehnen 
AC  +  CD  -\ —  •  von  A  bis  B,  so  erhält  man 

Die  letzte  Form  ist  bequem  zur  Konstruktion.  Nach  ihr  tn^e  man 
auf  einer  Geraden  in  demselben  Sinne  MT^^t,  MS  «=»  s  au^  teile 
jST  in  ^^  so,  daß  SN'^^  ST,  so  ist  MN  die  angenäherte  Bogen- 
länge. 

5)  Am  zweckmäßigsten  ist  das  in  der  folgenden  Nr.  zu  be- 
handelnde Abtragen  kleiner  Sehnen. 

227.  Rektificirt  man  einen  Kreisbogen  annähernd  durch  das 
WeUertroffcn  Meiner  gleicher  Sehnen,  so  begeht  man  einen  Fehler, 
der  von  dem  Unterschied  dieser  Sehnen  und  ihrer  Bogen  abhängt 
und  mit  der  Kleinheit  derselben  abnimmt,  und  einen  anderen  Fehler, 
der  von  der  Ungenauigkeit  des  Übertragens  abhängt  und  mit  der 
Anzahl  der  Teilchen  oder  mit  ihrer  Kleinheit  zunimmt  Es  wird 
daher  eine  bestimmte  Länge  der  Sehnen  oder  ihrer  Bogen  b  fOr  die 
Oenauigkeit  am  vorteilhaftesten  sein.  Der  Verfasser  hat  dieselbe 
in  einer  früheren  Arbeit*)  ermittelt,  ron  welcher  das  Wesentlichste 
hier  mitgeteilt  sein  möge. 

Sei  der  fragliche  Kreisbogen  Jfcmal  im  Umfang  enthalten  (welche 
Zahl  nur  annähernd  bekannt  zu  sein  braucht),  sei  d  sein  Durch- 
messer, b  die  Bogenlänge  zu  den  kleinen  Sehnen,  die  man  beim 
Rektificiren  n  mal  weiter  trägt,  wobei  das  Beststückchen  immer  zu- 
gefügt werden  muß,  so.  ist  w^fcdikb  und  jene  Sehne 

Ä  — dsinj,    angenähert  —d[|-^  1(1^)*], 
daher 

und  dnr  Fehler  durch  das  n  malige  Wciitertragon 


*)  Wiener^  „Über  die  mGgliehst  gianaae  Aectificatiou  eines  Verseichneten 
Enrreobogens,  bestimint  auf  der  Grundlage  dei  Wahrscbeinlichkeitsrechnung^, 
ZeUsohr.  f.  Math.  u.  Phja.  von  Sdüdmilch,  16.  Jahrg.,  1871,  S.  112. 
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Um  den  Fehler,  der  durch  das  Weiteriragen  einer  kleinen 
Lange  entsteht;  zu  bestimmen,  trug  Verfasser  eine  solche  zwischen 
1  und  15  Millimeter  liegende  Länge  nmal  auf  einer  Geraden  mit 
einem  Handzirkel  mit  gewöhnlichen  dreiseitigen  Spitzen  mittelst  ab- 
wechselnd entgegengerichteten  Umschlagens  weiter,  wiederholte  dies 
auf  verschiedenen  Geraden  mmal  und  betrachtete  die  Abweichung  v 
jedes  einzelnen  Ergebnisses  von  deren  Mittel  als  den  Fehler.  Nach 
Gauß  ist  dann  der  mittlere  Fehler  Vm  gleich  der  Quadratwurzel  axm 
dem  arithmetischen  Mittel  der  Quadrate  der  m  einzelnen  erhaltenen 
Fehler,  oder 


1/^- 


Der  mittlere  Fehler  f  für  jede  einzelne  derart  aufgetragene  Strecke 
b  ist  dann  nach  Gauß 

Aus  vielen  Versuchen  ergab  sich 

/•«BS  0,018  mm  =  ^  mm. 
Ein  Mikrometerzirkel  mit  runden  Spitzen  lieferte  /'•«0,015  mm; 
zugleich  ist  ofifenbar,  daß  diese  Größe  mit  der  Person  des  Zeich- 
ners wechselt.  Der  erhaltene  mittlere  Fehler  ist  von  dem  wahr- 
scheinlichen zu  unterscheiden,  welcher  für  den  ersten  Fall  nur 
0,012  mm  beträgt 

Der  mittlere  Fehler  f^y  der  aus  dem  fehlerhaften  Weitertragen 
bei  der  Rektifikation  entspringt,  wobei  b  nmal  auf  dem  Bogen, 
und  nmal  auf  der  Geraden,  also  im  Ganzen  2 Mmal  weitergetragen 
wird,  ist  dann 

Daraus  ergibt  sich  der  mittlere  Gesamtfehler  f  durch 

Um  b  so  zu  bestimmen,  daß  der  absolute  Wert  von  f  oder  sein 
Quadrat  ein  Minimum  wird,  setzt  man  den  Differentialquoticnteu 
des  Ausdruckes  von  f^  nach  b  gleich  Null,  und  erhält 

dh  86ifc*d«  *^  k       b*        "' 

woraus  folgt 

b  —  (-^Y'  f'^  *%  JV*  =-  1,42  ff^  Ä^/-  rf% . 

Dies  wird  für  /"—  0,018  mm 

6  =»  0,28  Ä;V*  d*/.  mm, 
wobei  d  in  Millimetern  gemessen  vorausgesetzt  ist 
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Führt  man  den  yorletzten  Ausdruck  von  b  in  den  von  f^  ein, 
so  erhält  man  den  mittleren  Fehler  der  ganzen  Rektifikation 

r -=  3,2  r'|'^  =  0,094^. 

Nach  diesen  Formeln  erhält  man  für  Ä; ««  1  oder  für  den  Vollkreis 


d 

5 

10 

20 

60 

100  1  200     800 

400     500 

tOOO  mm 

h 

0,7 

1,1 

IJ 

8,8 

4,5     6,8  1  8,7 

10,8    n,8 

17,9  mm 

Für  andere  Werte  Ton  k  müssen  die  hier  erhaltenen  Werte  von  b 
mit  k*^*  multiplicirt  werden,  wobei  folgende  Tabelle  nützlich  ist 


k 

1 

2 

4 

6 

8 

10   j    15       20      25 

80 

*v. 

1 

1,1 

1,8      1,4      1,5 

1,6      1,7      1,8  j  1,9 

2.0 

Hat  man  z.  B.  einen  Kreis  von  130  mm  Durchmesser  zu  rektificiren, 
so  nehme  man  nach  der  ersten  Tabelle  b  -«  5,2  mm;  ist  der  Bogen 
\  des  Umfangs,  also  X; »»  8,  so  nehme  man  mit  Hilfe  der  zweiten 
Tabelle  1^  »»  1,5  •  5,2  «»  7,8  mm.   Die  mittleren  Fehler  ergeben  sich 


für 

bei  k^ 
oder 

d— 10, 
.1,    /'-=0,15, 

—  0,015  d, 

100, 
0,24, 
0,0024  d, 

500  mm, 
0,32  mm, 
0,00064  d; 

bei  *  = 
oder 

.6,    r- 0,041, 

—  0,0041  d, 

0,082 
0,00082  d, 

0,109  mm, 
0,000218  d. 

um  die  Genauigkeiten  der  verschiedenen  Verfahren  zu  vergleichen, 
beachten  wir,  daß  der  ans  der  Formel  allein  entspringende  Fehler 
bei  dem  Verfahren  tc  «=  3^  (2,  »>  --  0,0013  d,  bei  dem  einfachem 
Tangentenverfahren  (226, 4))  für  ^  Umfang  =  —  0,0087  d  ist,  wozu 
noch  die  Fehler  der  Ausführung  kommen.  Es  geht  daraus  hervor, 
daß  das  soeben  betrachtete  Sehnenverfahren  vor  dem  der  Tangenten 
außer  der  größeren  Einfachheit  auch  den  Vorzug  der  größeren  Ge- 
nauigkeit besitzt.  Es  empfehlen  sich  daher  für  den  ganzen  Kreis- 
umfang  das  Verfahren  mit  Z\d,  welches,  wenn  nötig,  durch  die 
Verbesserung  der  Nr.  226,  2)  stets  die  hinreichende  Genauigkeit 
erhalten  kann,  für  Bogen  das  Verfahren  mittelst  der  Sehnen  als 
kürzestes  und  genauestes. 

Soll  ein  Bogen  einer  beliebigen  Kurve  rektificirt  tüerden,  so  mag 
man  b  zweckmäßig  nach  dem  Durchmesser  des  Kreises  nehmen, 
der  sich  der  Kurve  an  der  Stelle  ihrer  stärksten  Krümmung  am 
innigsten  anschließt,  welcher  durch  Probiren  mit  einem  Zirkel  ge- 
nügend genau  und  rasch  ermittelt  werden  kann,  und  nach  einem  Jb, 
welches  das  ungefähre  Verhältnis  der  Bogenlänge  zu  dem  Umfang 
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dieses  Kreises  ist  Beim  Übertragen  einer  Kurve  auf  eine  andere 
mag  die  Stelle  der  stärksten  Krümmung  in  beiden  maßgebend  ^ein, 
man  teilt  auch  vielleicht,  bei  starkem  Wechsel,  in  verschiedene 
Stücke.  Es  wäre  Zeitverschwendung^  wollte  man  in  jedem  Falle 
eine  ähnliche  ^  aber  viel  schwierigere  Untersuchung^  wie  die  obige, 
anstellen. 

Anhang  L  Binlge  Begeln  über  genaues  Konstmiren. 
228.  Die  in  der  vorhergehenden  Nr.  behandelte  Aufgabe  der 
gen&uesten  Rektifikation  ist  ein  Beispiel  der  Aufgabe  des  genauesten 
Kansfynirens,  welche  in  der  Weise  der  Aufgaben  der  höheren  Geo- 
däsie mittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  behandelt  werden 
müßten.  Einer  solchen  Behandlung  sind  aber  die  Aufgaben  des 
Eonstruirens  noch  nicht  unterzogen  worden,  und  ich  will  mich 
daher  mit  der  Anführung  einiger  mehr  oder  weniger  sicheren  Sätee 
begnügen,  welche  auf  Erfahrung.  Anschauung  und  Abschätzung 
gegründet  sind. 

1)  Eine  Gerade  ist  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  um  so  sicherer 
bestimmt;  je  weiter  die  zwei  Punkte  von  einander  entfernt  li^en, 
welche  sie  bestimmen. 

2)  Der  Schnittpunkt  zweier  Geraden  ist  um  so  sicherer  be- 
stimmt, je  näher  diejenigen  Punkte,  welche  jede  Gerade  bestimmen, 
bei  dem  Schnittpunkte  liegen  (wegen  der  Krümmung  der  Lineale). 

3)  Ein  als  Schnitt  zweier  Linien  bestimmter  Punkt  dient  um 
so  sicherer  zur  Bestimmung  beliebiger  Geraden,  je  mehr  sich  der 
Winkel,  unter  dem  sich  jene  Linien  schneiden,  einem  Rechten  nähert 

4)  Der  Schnittpunkt  zweier  sich  spitzwinklig  schneidenden  Ge- 
raden dient  dennoch  sicher  zur  Bestimmung  einer  dritten  Geraden, 
wenn  diese  einen  kleinen  Winkel  mit  einer  der  beiden  ersteren  Ge- 
raden bildet,  wenn  sie  z.  B.  im  Inneren  des  von  -diesen  gebildeten 
spitzen  Winkels,  nicht  aber,  wenn  sie  nahe  bei  der  Halbirungslinie 
des  stumpfen  Wickels  liegt. 

5)  Ein  E[rr}is  und  ein  mittelst  eines  Längenabstandes  bestimmter- 
Punkt  werden  bei  Benutzung  eines  gewöhnliehen  Zirkels  (im  Gegen- 
satz zum  Stangenzirkel)  unsicher,  wenn  die  Zirkelöffiiung  größer 
als  der  Schenkel  des  Zirkels  ist  (wegen  des  Federns  der  Schenkel). 

Auf  Grundlage  dieser  Satze  wollen  wir  einige  einfache  Auf- 
gaben lösen.  L  Zu  einer  gegebenen  Oeraden  g  in  einem  gegebenen 
Punkte  P  dersdbeti  eine  Senkrechte  nUiglid^  genau  tu  errichten.  Man 
trage  auf  g  die  Stracken  PA  «a  PB,  etwa  «»  ^  2  ab,  wenn  2  die 
Schenkellänge  des  Zirkels  bedeutet,  beschreibe  aus  A  und  B  Kreis- 
bogen  mit   gleichen   Halbmessern,   etwa    =»  l,   welche    sich   in   C 
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schneiden,  so  ist  PC  die  yerlangte  Senkrechte.  Wegen  3)  müßte 
man  AC  «»  BC  -»  YOfi  2  -»  0,7  /  machen,  wodurch  sich  die  Kreis- 
bögen rechtwinklig  schnitten;  wegen  1)  macht  man  sie  aber  großer, 
etwa  «» i. 

IL  Eine  Sbredce  AB  möglichst  genau  0u  haUnrcn.  Man  beschreibt 
ans  A  nnd  B  mit  einer  Zirkeloffnung,  die  nm  möglichst  wenig 
größer  als  ^  AB  ist,  Kreisbogen,  verbindet  deren  Schnittpunkte  C 
nnd  27,  so  enthalt  diese  Verbindungslinie  den  Halbirungspunki  Es 
wird  dies  begründet  durch  4)  und  2). 

III.  Aus  einem  gegebenen  PunUe  P  eine  Senkrechte  auf  eine  ge- 
g^iene  Gerade  g  0u  ßUen.  Man  beschreibe  aus  P  mit  einer  Zirkel- 
oflhung  «B  l^  die  aber  größer  als  etwa  1,4  des  Abstandes  des  P 
Ton  g  sein  muß  (wenn  dies  nicht  möglich,  ist  der  Zirkel  zu  klein), 
einen  Kreia,  welcher  die  g  in  A  und  B  schneidet,  beschreibe  aus 
A  und  B  mit  ein  und  derselben,  sogleich  zu  bestimmenden  Zirkel- 
öffnung Kreisbogen,  welche  sich  auf  der  dem  P  gegenüberstehenden 
Seite  der  g  in  C  treffen,  so  ist  PC  die  gesuchte  Senkrechte.  Je 
nachdem  es  sich  um  die  ganze  Linie  der  Senkrechten  oder  nur  um 
ihren  Fußpnnkt  handelt,  macht  man  AC^^BC  nicht  größer  als 
die  kleinere  der  beiden  Längen  AB  und  {,  oder  nur  wenig  größer 
als  i:AB. 

Anhang  IL  Über  das  Ünendliohkleine« 
829.  Anschließend  an  die  Ausführungen  bei  der  Rektifikation  von 
Kurven  wollen  wir  auch  die  Antvendung  des  yetfahrens  des  Unendliche 
Jdeinen  auf  die  Bestimmung  des  Inhaltes  einer,  ganss  oder  teilweise  hrumm- 
Unig  begreneten  FUkhe  andeuten,  und  daran  eine  übersichtliche  Erörte- 
rung dieses  Verfahrens  in  den  verschiedenen  Fällen  anknüpfen.  Man 
versteht  unter  jenem  Inhalte  den  Grenzwert  des  Inhaltes  «ines  Viel- 
ecks, dessen  Grenzlinie  man  aus  der  ursprünglichen  erhält,  wenn 
man  jede  der  krummen  Linien,  —  von  denen  man,  wenn  mehrere 
vorhanden  sind,  durch  Zerlegung  der  Fläche  jedem  Teile  eine 
einzige  zuweisen  kann,  ^  durch  einen  derselben  ein-  oder  um- 
sebriebenen  Vieleckszug  ersetzt,  und  dessen  Seitenlängen  sich  der 
Grenze  Null  nähern  läßt  Es  kann  dann  wieder,  entsprechend 
wie  in  Nr.  225,  gezeigt  werden,  daß  die  Züge  des  ein-  und  um- 
schriebenen Vielecks  und  zwar  bei  beliebiger  Bildungsweise  den- 
selben Grenzwert  liefern.  —  In  der  Bechnung  ist  die  Kurve 
durch  eine  Gleichung  zwischen  ihren  Koordinaten  gegeben,  und  es 
wird  eine  Fläche  bestimmt,  welche  von  der  Absissenaxe.  Xj  zwei 
Ordinaten  und  dem  von  deiiselbcn  begrenzten  Kurvenbogen  ein- 
geschlossen ist,  und  zwar  dadurch,  daß  man  das  zagehörige  StQck 
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von  X  in  gleiche  Teile  Jx  teilt,  in  ihren  Endpunkten  die  Ordi- 
naten  y  der  Karre  zieht^  und  jeden  dadurch  gebildeten  Streifen  durch 
eine  aas  dem  zweiten  Endpunkte  seiner  Anfangsordinate  gezogene 
Parallele  zu  x  begrenzt  Die  Fläche  ist  dann  der  Grenzwert  der 
Summe  aller  Rechtecke  yJx^  wenn  man  ^x  sich  der  Grenze  Null 
nähern  läßt,  oder  *^  dx  ^^  unendlich  klein  «=»  0  setzt  Man  konnte 
nun  sagen,  daß  wenn  man  /ix  *«  0  setzt,  jeder  Streifen  den 
Inhalt  Null  hätte,  und  von  einer  Summe  nicht  mehr  gesprochen 
werden  könne.  Wir  werden  sehen,  daß  in  diesem  Umstände 
kein  Einwand  gegen  den  Begriff  des  ünendlichkleinen  als  Grenz- 
null liegt. 

Von  dem  Begriffe  des  Unendlichkleinen  wurden  drei  geometri- 
sche Anwendungen  gemacht,  nämlich  auf  die  Bestimmung  der  Tan- 
gente und  der  Bogenlänge  einer  Eurre,  und  der  Fläche  einer 
krummlinigen  Figur.  Alle  drei  Aufgaben  haben  das  Übereinstim- 
mende; daß  das  gesuchte  Ergebnis  nur  als  eine  Grenze  angesehen 
werden  kann.  Die  Tangente  kann  durch  ihren  alleinigen  Berüh- 
rungspunkt nicht  bestimmt,  die  Kurve  durch  gerade  Linienstticke, 
und  jene  Fläche  durch  geradlinig  begrenzte  Flächen  nicht  erfüllt 
werden.  Ferner  haben  die  Auflösungen  der  drei  Aufgaben,  wenn 
bei  der  letzteren  die  Zerlegung  in  Flächenstreifen  angewendet  wird^ 
das  Gemeinsame,  daß  bei  dem  Eintritt  in  die  Grenze  die  vorher 
mögliche  Operation  nicht  mehr  möglich  bleibt,  indem  die  beiden 
Punkte,  welche  eine  Gerade  bestimmen  sollen,  zusammen  fallen, 
oder  die  zu  addirenden  Linien-  oder  Flächeneiemente  Null  werden. 
Aber  dies  ist  auch  in  den  gegebenen  Begriffen  nicht  verlangt  Man 
soll  vielmehr  die  Grenzen  von  Gebilden  finden,  die  vor  der  Grenz- 
erreichung zweifellos  bestimmt  sind.  Und  man  löst  diese  Auf- 
gabe in  der  Rechnung  dadurch,  daß  man,  ehe  die  Elemente  Null 
sind,  einen  Ausdruck  fQr  das  Ergebnis  sucht,  in  welchem  ein  Be- 
standteil unabhängig  von  der  Größe  des  Elementes  ist,  alle  anderen 
aber  die  Größe  des  Elementes  zu  einem  Faktor  haben.  Setzt  man 
diese  Größe  «»  0,  so  ergibt  sich  jener  von  dem  Elemente  unab- 
hängige Bestandteil  als  der  gesuchte  Grenzwert.  Zu  diesem  Grenz^ 
werte  gehört  also  eine  Größe  des  Elementes  »>  0.  Und  da  wir  (wie 
allgemein  gebräuchlich)  die  Größe  des  zu  dem  Grenzwerte  gehörigen 
Jflementes  „unendlich  klein ^  nennen,  so  muß  unendlich  klein  «»0 
sein.  Bei  der  analytischen  Rektifikation  wird  ebenso  verfahren;  zu 
der  wahren  Bogenlänge  gehört  die  Größe  des  Bogenelementes  «-  0. 
—  In  ähnlicher  Weise,  wie  in  der  Analjsis,  vermeidet  man  auch 
in  der  Geometrie  jenes  Unbestimmtwerden  in  der  Grenze.  Bei  Er- 
mittlung der  Richtung  der  Tangente  ersetzt  man  das  bestimmende 
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abnelime&de  und  dann  Terscbwindende  Dreieck  durch  ein  ähnliches 
Ton  sletff  endlicher  Große. 

Doch  tritt  nicht  immer  eine  Unbestimmtheit  in  der  Grenze  ein; 
nämlich  nicht  bei  der  Flächenbiestimmung  durch  Einsetzen  größerer 
Vielecke  und  Zufügen  stets  kleiner  werdender  Figuren^  wobei  nur 
diese  zuzufügenden  Größen  sich  der  Grenze  Null  nähern.  Bei  der 
mechanischen  Rektifikation  durch  kleine  Sehnen  tritt  keine  Un- 
bestimmtheit^ aber  »aeh  kein  Erreichen  der  Grenze  ein,  sondern 
nur  eine  Annäherung  bis  zu  einem  unter  die  Genauigkeitsgrenze 
der  Operation  heruntergehenden  Fehler. 

V.   Die  Sjümmiing  der  Kurven.     Das  Unendlichkleine  höherer 

Ordnung. 
230.  Man  nennt  eine  Kurve  um  so  stärker  gekrümmt,  je 
schneller  sich  bei  ihr  die  Richtung  der  Tangente  oder,  was  dasselbe 
bedeutet,  die  Richtung  der  Normale  ändert,  wenn  deren  Berührungs- 
bezw.  Fußpunkt  auf  der  Kurve  fortschreitet.  Demnach  soll  unter 
der  mutieren  Krümmung  eines  Kurvenbogens,  welcher  keine  Umkehr 
der  Drehungsrichtung  seiner  Tangente  (und  Normale)  erleidet  undnf.iii. 
die  Länge  der  Einheit  besitzt,  der- 
jenige durch  einen  Bogen  vom  Halb- 
messer Eins  gemessene  Winkel  x  sei- 
ner Endnormalen  verstanden  sein, 

welcher  von  einem  aus  dem  Schnitt-  ^..-^^'^'^^^^^  1« 

punkte  dieser  Normalen  gezogenen 
Halbstrahle  beschrieben  wird,  wenn 
sich  derselbe  dreht  und  stets  pa- 
rallel zu  der  Normale  der  Kurve 
bleibt,  deren  Fußpunkt  vom  einen 
zum  andern  Endpunkt  jenes  Bogens 
fortschreitet.  Bei  einem  Kurven- 
bogen von  der  Länge  8  und  dem 

Winkel  ip  seiner  Endnormalen  versteht  mau  entsprechend  nnter  der 
mittleren  Krümmung  den  Winkel 

8 

Bei  .einem  Kreise  vom  Halbmesser  r  ist  5  «=  r^,  daher 

rtp         r  ' 
oder  die  mittlere  .Krümmung  eines  Kreisbogens  ist  von  dessen  IMnge 
unabhängig  und  gleich  dem  redproken   Werte  seines  Halbmessers.   Ein 
Kreis  vom  Halbmesser  1  besitzt  die  Krümmung  1. 

Wiener,  Lehrbaeh  dar  dantoUenden  Oeomeftila.  13 
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Bei  anderen  Kuren  ist  die  mittlere  Erömmung  von  Bogen- 
atücken  an  verschiedenen  Stellen  verschieden.  Unter  der  Krimtmmff 
TL  einer  Kurve  m  einem  Punkte  dersclbefi  versteht  man  den  Grenzwert 
von  9:3,  an  welchen  jede  beliebige  Annäherung  stattfindet ,  wenn 
der  eine  Endpunkt  von  $  in  dem  fraglichen  Punkte  verharrt  und 
der  andere  in  denselben  hineinrückt 

Man  nennt  eine  Kurve  in  einem  Punkte  P  stetiff  in  Beeug  auf 
die  JSrUmmung  oder  stetig  von  der  dritten  Ordnung,  wenn  sie  in 
demselben  stetig  von  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  ist  (196)  und 
wenn  man  denselben  Grenzwert  von  9 : 3  erhält^  mag  man  den  be- 
weglichen Endpimkt  von  s  sich  dem  festen  Punkte  P  von  der  einen 
oder  von  der  andern  Seite  her  nähern  lassen;  andei'nfalls  nennt  man 
sie  unstetig. 

Erhaben  oder  konvex  nennt  man  eine  Kurve  in  einem  Punkte  p 
auf  derjenigen  Seite  der  Kurve^  auf  welcher  sich  ihre  Tangente  in 
J^  befmdety  hoiil  oder  konkav  auf  der  anderen  Seite, 
Flg.  11«.  Fj(^.  112.  281.    Um  die  Krümmung  einer  stetigen 

Kurvt  k  in  ihrem  Funkte  P  zu  bestimmen, 
nehmen   wir  noch    einen  zweiten  Punkt  Q 
derselben  an,  derart  aber,  daß  auf  dem  Bogen 
PQ  keine  Umkehr  der  Drehungsrichtung  der 
Tangente  stattfindet,   ziehen   die  Normalen 
PK,  QK  in  P  und  Q,  welche  sich  in  R 
schneiden,  setzen  Bog.  PQ^s,^  PKQ  »  9, 
so  ist  die  mittlere  Krümmung  von  PQ  «» 
X  ntf  9  : 3.    Femer  ziehen  wir  die  Tangenten 
PS  und  QS  der  Kurve  in  P  und  Q,  welche  sich  in  8  treffen;  es 
achneide  PS  die  QK  in  T;  femer  fallen  wir  PNX  QK    Es  sei 
Q  so  nahe  bei  P  gewählt,  daß  9  ein  kleiner,  jedenfalls  ein  spitzer 
Winkel  ist;  dann  liegt  N  zwischen  K  und  T]  tmd  weil  keine  Um- 
kehr der  Drehungsrichtung  der  Tangente  stattfindet,  entfernt  8i^h 
ein  Punkt  des  Bogens  von  P  bis  Q  stets  in  demselben  Sinne  ^an 
der  Tangente  PT  gegen  die  hohle  Seite  oder  gegen  K  und  PN 
hin;  und  ebenso  entfernt  sich  der  Kurvenpunkt  von  P  bis  Q  stets 
von  PN,  da  erst  in  Q  die  Kurventangente  mit  PN  parallel  wird, 
und  zwar  in  dem  entgegengesetzten,  von  K  abgewendeten  Sinne« 
Demnad^  kann  FQ  weder  PT  noch  PN  schneiden,  bleibt  also  ganz 
in  d^^  i^itzen  Winkel  TPN  beider  Linien,  und  daher  Hegt  auch 
Q  zwisch^  T  und  N 

Denkt  m^^  ^^  nun  aus  K  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  durch 
P  gezogen,  sq  hat  derselbe  mit  der  Kurve  k  die  beiden  Normalen 
KP  und  KQ  gemein,  und  läßt  mari  Q  auf  k  nach  P  rücken«  wobei 
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sich  K  verschiebt^  so  wollen  wir  zeigen ,  daß  darm  die  Krümmong 
der  Kurve  f&r  PQ  und  die  des  Kreises  denselben  Grenzwert  be«- 
siUen« 

Es  ist  nämlich  Bog.  Pö  —  *>  PJT  — n,  und  8<PS+SQ 
<PT=t,  oder 

Nun  ist  aber  PT:  P JV  —  JTP :  JBTJBT,  oder,  wenn  KP  «  r, 

also  -.„(!_--)   i«|+-.-  +  „-,  +  ... 

Aaßerdem  ist  —  ^  *?.  ;>  ^    oder 

?(.+ii'+-)>?>f 

fn  der  Grenze  wird  n^^O,  daher  werden  von  den  letzteren 
Große  die  zwei  äußeren^  daher  alle  drei  anter  einander  gleich; 
femer  ist  9  :  s  <»  x,  so  daß  auch 

X.  »a  -  -  * 

Jener  Kreis,  dessen  Halbmesser  KP  mit  der  Lage  des  Schnitt- 
punktes K  bei  der  Bewegung  von  Q  wechselt^  hat  stets  die 
beiden  Endnormalen  und  daher  q>,  -n  und  t  mit  unserer  Kurve  7; 
gemein;  sein  Bogenelement  s^  liegt  ebenfalls  zwischen  n  und  t) 
daher  gilt  auch  für  ihn  in  der  Grenze 

y       y       y 

und  da  9  :  s'  iftB  1 :  r,  so  ist  auch 

*       f 
Man  nennt  nun  die  für  s  "» 0  erreichte  Orenzlage  des  Punktes  K 
den  KrümmiingsmitMpufdct,  den  aus  K  durch  P  gezogenen  Kreis  den 
Kriimmungskreis,  KP'^r  den  £räiHmtiti|957u»2&me$^ßr  der  Kurve  h 
in  P;  ihre  Krümmung  in  P  ist  also  dann  x  «=  1 :  r. 

2S2.  Wir  haber  zum  Folgenden  den  BeffiS  iitB yyVncndU^Mleincn 
der  verschiedenen  Ordnungen^  nötig.  In  Nr.  72  haben  wir  festgesezt, 
daß  wenn  von  einer  veränderlichen  Größe  ß  eine  andere  y  abhängt 
und  sich  einem  Grenzwerte  y^  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der 
Annäherung  annäherti  während  s  üb^r  joden  endlichen  Wert  hinaus 
wächst^  der  dem  Grenzwerte  y^  in  jener  Abhängigkeit  zugehörige  (un- 
eigentliche) Wert  von  0  unendlich  groß  (00)  genannt  werden  solL 
Der  Unterschied  yi^^-y,  den  wir  auch  unmittelbar  als  die  von*« 
abhangige  Gr5ße  ansehen  können;  hat  dabei  Null  zum  Grenzwerte, 

13* 
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und  wir  nennen  diesen  wieder  GrenznaU  oder  unendlich  kleine  da 
wieder,  wie  in  Nr.  192 ,  nach  der  ursprünglichen  Betrachtung  kein 
Erreichen;  sondern  nur  ein  beliebiges  Annähern  an  denselben  mdg- 
lieh  ist,  wahrend  0  beliebig  große,  aber  angebbare  Werte  annimmi 
Teilt  man  nun  derart  einen  Bogen  PA  -»  b  einer  Eunre  in 
e  gleiche  Teile>  deren  erster  PQ  sei,  so  daß  PQ  s^b:0,  so  ist  bei 
unbegrenzt  wachsendem  0  der  Grenzwert  von  PQ  gleich  Null,  die 
Orenzlage  der  Sekante  PQ  die  Tangente  des  Bogens  b  in  P,  und  der 
diesen  Grenzen  zugehörige  Wert  von  ^er  ist  «»00.  Diese  beiden  in  jener 
Gleichung  zusammengehörigen  Werte  liefern  dann  die  Ausdrücke 

0-^,   000-6,  00-A. 

Macht  man  die  0  Teile  nicht  unter  einander  gleich,  gibt  ihnen 
aber  ein  endliches  Verhältnis  unter  einander,  so  steht  jeder  der 
Teile,  z.  B«  der  erste  P^,  in  einem  endlichen  Verhältnisse  zu  jedem 
anderen,  also  auch  zu  ihrem  mittleren  Werte  PQ  >»  5 ;  jer,  oder  es 
ist,  wenn  a  eine  endliche  Zahl,  PQf  »-  a  •  PQ  ^^  a{b:ss),  und  in 
der  Grenze 

^"*^oö'       Ooo  — aft,    00  — --. 

Findet  das  endliche  Verhältnis  der  einzelnen  Teile  nur  „tm  äU- 
gemeinen*^  statt,  —  worunter  stets  verstanden  sein  soll,  daß  die  An- 
zahl der  Ausnahmefälle  unendlich  klein  im  Verhältnis  zur  Anzahl 
aller  Fälle  ist,  —  und  gibt  es  insbesondere  hier  nur  eine  endliche 
Anzahl  Ton  Teilen,  deren  Verhältnis  zu  den  anderen  unendlich  klein 
oder  unendlich  groß  ist,  ohne  daß  sie  aber  aufhören  (was  beson- 
ders festgesetzt  sein  muß)  sich  mit  wachsendem  0  der  Grenze  Null 
beliebig  zu  nähern,  so  bleiben  die  letzten  Gleichungen  ungeändert; 
für  die  Ausnahmeteilchen  würde  aber  a «» 0  oder  «>  00  werden, 
ohne  daß  jedoch  ab  10  endlich  werden  dürfte,  da  es  Null  bleiben  muß. 

2S3.  Unterschiedene  unendlich  kleine  Größen  können  mit  ein- 
ander Terglichen  werden,  wenn  sie  in  einer  von  einander  abhängigen 
Weise  entstehen.  2!wei  solche  immdUdh  Meine  Größen  heißen  von 
derselben  Ordnung^  wenn  ihr  Verhältnis  endlich  ist;  sie  heißen  von 
der  ersten  Ordnung,  wenn  ihr  Verhältnis  zu  keinen  anderen  der  i^ 
Betracht  kommenden  unendlich  kleinen  Größen  unendlich  klein  ist; 
dagegen  heißen  sie  von  der  2^,  3***,  . . .  »*•"  Ordnung^  wenn  ihr 
Verhältnis  zu  der  2**"^,  3*^,  . . .  n^^  Potenz  einer  unendlich  kleinen 
Größe  erster  Ordnung  endlich  ist. 

Hat  man  daher  einen  Eurvenbogen  b  von  endlicher  Länge  und 
ohne  Umkehr  der  Drehungsrichtung  der  Tangente  in  0  Teile  geteilt^ 
zieht  in  allen  Teilungspunkten  die  Eurvennormalen,  und  bilden  die 
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Endnormalen  den  WiDkel  ß^  der  ebenfalls  endlich  ist,  so  wird 
dieeer  durch  Parallele  zu  den  Zwiachennormalen  ebenfalls  in  z  Teile 
geteilt  Die  ersten  Teile  Yon  h  und  ß  sind  bexw.  «  «»  a  (&  :  jer)  und 
^^^a(ß:  0),  wo  a  und  a  im  allgemeinen  endliche  Zahlen  sind, 
«nd  es  ist  daher  der  Grenzwert  von  g> :  $  oder  1 :  r  t^r  i9 «»  00 
oder  fttr  9  «»  Ö  und  5  =  0 

r  8  ab* 
Der  letztere  Ausdruck  ist  zunächst  ein  bestimmter  Wert,  weil  a 
und  a  durch  Teilung  yon  einander  abhängen,  so  daß  {a :  a)  einen 
bestimmten  Grenzwert  besitzt;  und  er  ist  im  allgemeinen  ein  end- 
licher Wert,  so  lange  nämlich  nicht  eine  der  Zahlen  a  oder  a  den 
besonderen  Wert  0  oder  00  annimmt  (232);  woraus  zugleich  folgt^ 
daß  der  Krümmungshalbmesser  r  im  allgemeinen  endlich  ist  und 
nur  in  jenen  besondem  Fällen  0  oder  <x>  wird.  Es  sind  daher  s 
und  ip  unendlich  kleine  Großen,  und  im  allgemeinen  von  derselben 
Ordnung,  und  zwar  von  der  ersten,  weil  sie  im  Vergleich  mit 
keiner  der  betrachteten  unendlich  kleinen  Größen  unendlich  klein  sind. 
Überhaupt^  wenn  man  eine  endliche  Größe  b  in  jene  5  »» cx>  Teile 
Ton  endlichem  Verhältnisse  teilt,  und  dadurch  eine  unendlich  kleine 

Große  erster  Ordnung  ws-a-j-  erhält,  wo  a  endlich,  also  —  un- 
endlich klein  erster  Ordnung  ist,  so  erhält  man  durch  Teilung  von 
dieser  Größe  u  in  dieselbe  Anzahl  19  von  Teilen  eine  unendlich  kleine 
Große  der  zweiten  Ordnung  11;,  nämlich,  wenn  a  endlich, 

w  =  ayf*«a«(y)  b. 

2S4.  Unendlich  kleine  Größen  der  1^,  2*^,  . . .  n*«  Ordnung 
wollen  wir  mit  0^,  0',  ...  0**  bezeichnen.  Es  gilt  nun  der  Satz:  In 
einem  tnehrgliedrigen  Äusdfwike  verschwindei  ein  unendlich  Meines  Glied 
von  einer  gewissen  Ordnung  gegen  ein  solches  von  niederer  Ordnung 
oder  gegen  ein  endliches  Glied,  Denn  seien  u  und  r  unendlich  kleine 
Größen  erster  Ordnung,  so  daß  v^  au,  wo  a  endlich  ist,  und 
seien  a  und  b  endliche  Größen  und  n  eine  ganze  positive  Zahl, 
so  ist 
au^  +  6t^+*  =  aW"  +  6a"+*  u*+*  —  t*»  (a  +  6a»+*  u)  —  aw*, 

weil  das  zweite  Glied  der  Klammer  mit  u  zugleich  Null  wird.  Eine 
Gleichung  mit  unendlich  kleinen  Großen  muß  also  homogen  in  Bezug 
auf  dieselben  sein,  d.  h.  alle  Glieder  müssen  unendlich  klein  Ton 
derselben  Ordnung  sein,  so  daß  durch  Division  der  Gleichung  durch 
eine  dieser  Größen  nur  noch  endliche  Größen,  darunter  die  Ver- 
hältnisse der  unendlich  kleinen  Größen  gleicher  Ordnung,  vorkommen« 
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Nur  in  Zwischengleichongen  innerhalb  ^inet  Entwicklung  sind  Glieder 
von  verschiedener  Ordnung  in  Bezug  auf  das  ünendlicbkleine  dann 
gerechtfertigt,  wenn  sich  spater  alle  Glieder  bis  auf  diejenigen  von 
der  höchsten  Ordnung  aufheben. 

2S5.   Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  der  Ktüinmungskreis  auch 

der  durch  drei  benachbarte  Punkte  einer  Kurve  bestimmte  Kreis  ist. 

wg.m.  p.^  ^,^  Seien  P,  Qy  R  drei  Puidcte 

einer  Kurve  k,  derart  daß 
Sehne  FQ  ^  Sehne  QR, 
seien,  die  Tangenten  in 
diesen  Punkten  PS,  SQT, 
TR,  seien  die  Normalen  in 
P  und  Ö  bezw.  PK,  QK, 
die  Winkel  PKQ  «*  y, 
SPQ^i,,  SQP-^  M^\ 
TQR  =  ♦':,  IRQ  «»  v'"', 
so  ist,  wenn  man  PQ  un- 
endlich klein  («»0^)  werden 
läßt,  K  der  Krümmungs- 
mittelpunkt (281)  und  im  allgemeinen  9  »»  0^  (233). 

Man  sieht  nun,  daß  jeder  der  vier  Winkel  ^  «3  0^  und  der 
Unterschied  'je  imieier  »»  O'  ist.  Denn  indem  beim  Fortschreiten 
auf  k  um  einen  endlichen  Bogen  h  das  zu  demselben  unendlich 
kleinen  Bogen  $  geh&rige  tp  im  allgemeinen  0^  ist  und  dabei  ffir 
die  Endpunkte  von  h  verschiedene  Werte  besitzt,  so  daß  ihr  Unter- 
schied ebenfalls  im  allgemeinen  ein  0^  beträgt,  so  ist  wegen  der 
Stetigkeit  der  Änderung  die  auf  ein  Fortschreiten  um  das  unend- 
liche kleine  PQ  kommende  Änderung  von  9  ein  Ü*  (233).  Da  ferner 
^  ^  ^'  SM  9>^  so  ist  auch 

es  ist  also  die  Summe  ^'  -)-  ^'  und  auch  jedes  einzelne  derselben 
s>  OV  da  sie  gleichartig  gewoimene  Winkel  sind.  Wenn  man  h 
durchschreitet,  ändert  sich  daher  auch  das  zu  demselben  8  gehörige  ^ 
um  ein  0^,  und  wenn  man  nur  PQ  durchschreitet,  um  ein  0*,  da  man 
die  VerSnderung  in  0  Tejle  teilt;  ebenso,  wenn  man  einmal  von  Q 
nach  R,  das  anderemal  von  Q  nach  P  schreitet    Es  ist  demnach 

Werden  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  P^R  die  Winkel  P 
und  li  mit  %  bezeichnet,  so  gilt  daher 

2x  — ♦'  +  ♦"«- 2  V'  + Ol 

Es  ist  aber  der  Winkel  der  Tangente  SQT  wk  der  Sehne  Pü^ 
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X  —  ^'f  also  es  O'^  und  mit  diesem  Winkel  ist  derjenige  der  Nor- 
malen QK  der  Kurve  und  der  auf  PR  gefällten  Senkrechten  QL 
gleich,  so  daß  auch  ^  KQL  »  0*.   Daher  gilt  f&r  das  Dreieck  Q£L 

KLiQK^  sin  KQL :  sin  QLK^ 
öder  da  sin  $XJSr=8in(g)+ JT^L)— y+Zöi— 0^+0«— OS 
seist  iSTLiÖiT— 0^:0*  — 0*:1, 

oder  KL  ist  unendlich  klein  gegen  QK  nnd  gegen  PK^  so  daß  es 
zugleich  mit  PQ  Null  wird,  oder  daß  £  in  JC  fallt,  wenn  Q  und 
B  in  P  rücken. 

Sei  R  ein  mit  JS  auf  entgegengesetzter  Seite  von  P  gelegener 
Punkt  der  Kurve,  sei  QfV  die  durch  die  Mitte  der  Sehne  PIK  ge- 
zogene Normale  derselben,  und  schneide  Qf  L'  die  PK  in  L\  so  ist 
Kl!  —  0\  30  daß  wegen  KL  =  Q*,  auch  LL' ««  0^  Da  femer  im 
Dreiecke  LÜM  der  -^Z  und  <^L'  -»  0*,  so  sind  auch  £Jtf,  L'JHT nnd 
KM^  0\  (Hatte  man  P  Ji"  —  PR  gemacht^  so  wäre  auch  KV  «-  KL, 
ML'  ^^ML  und  KM*^(fi  geworden*)  Auch  wenn  man  Ü  auf 
gleicher  Seite  von  P  wi?  JB,  aber  nicht  in  JB  angenommen  hätte, 
würde  man  KMw^Q^  erhalten  haben.  Es  werden  also  KL  und 
KM  zugleich  mit  PR  zn  Null,  und  äer  Krümrnungsmitidpimkt  einer 
Kurve  h  in  ihrem  Punkte  P  kann  dfensawM  ob  der  Schnittpunkt  K 
der  Normalen  der  k  in  P  mit  ihrer  Normalen  in  einem  benachbarten 
Punkte  Q  dersdben,  wie  als  der  Sdmittpunkt  L  der  ersteren  Normalen 
mit  der  senhrec)Uen  Halbirungslinie  einer  unendliah  kleinen  Sehne  PR 
der  k,  wie  eis  der  Schnittpunkt  M  der  senkre^^hten  Hdlbirungslinien 
ssweier  unendlieh  Meiner  Sehnen  PJt  und  PR  der  k  Ofngesehen  werden. 
Und  da  M  der  Mittelpunkt  des  durch  P,  jß,  R  gehenden  Kreises, 
so  ist  auch  der  Krümmunffekreis  der  durch  drei  benachbarte  Punkte 
der  Kurve  gehendt^  Kreis. 

2S6,   Bestimmen  wir  nun  zum  Zwecke  baldiger  Benutzung  die 

Ordnungen  einiger  der  vorkommenden  unendlich  kleinen  Größen.   InFig.iu 

Nr.  2S1  fanden  wir 

(1)  PJV^Bog.P^PT. Odern— «—««OS .  ^'^'  ^^** 

«In«  *      -^     ^      ^ 

^"«l-fy^lr,  woraus 

und  in  Nr.  235:  /  «#.ii5v 


Das  Dreieck  FQ8  liefert  Temittelst 

CÄ:P5:Pö-' sin*:  Bin*' :  »inC*  +  ^O  — 0*  +  0*:0»:20»-f-0», 
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(4)  ^6' =  PS  —  i  P^  —  0»>     öS— PS— 0». 
Die  Fig.  114  zeigt 

(6)  daher  KN-^  KQ  ^.ET  =  r, 

weil  der  Unterschied  dieser  endlichen  Größen  =»  0*.     Femer  ist 
Wegen  (4),  (1),  (5) 

(7)  PS^SQ-'ST  und  NQ -^  QT -^^  ^0". 

Für  die  Sehne  PQ  erhalt  man  anter  Beachtang  von  (7),  (5),  (6),  (2) 
PQ»  —  Py*  +  NQ*  —  ««  +  i  NT*  —  «» 


1      »• 
4  \KF 


^«-»{•+4-"?)'— ('+t3 


0». 


»,  so  ist  wegen  (2) 


(«)P(?-n=-V^-~(f-n) 

Da  aber  l'Q<8<t,  PQ  —  n<s  —  n<t 
und  (8)  auch 
(9)s--i»  — 0». 
Verlängert  man  in  Gedanken  PN  bis  zu  seinem  zweiten  Schnitt- 
punkte R  mit  hf  so  ist  auch  Bog.  QR  —  NR^^^O^y  daher  durch 
Addition 
(10)  Bogen  PR  —  Sehne  PR  —  0». 

Fi8.ii6.        237,   Die  Erümmungsmittelpunkte  M  einer  Kurve  Ä; ^  ihr^n 
samtlichen  Punkten  bilden  eine  Euire  e,  welche  die  Evdbäe  der  h 

heißt.  Seien  P^BST...  Punkte 
der  Tc  yon  gleichen  Sehnenabstan- 
den,  and  zieht  man  in  der  Mitte 
jeder  Sehne  eine  Senkrechte  sn 
derselben,  so  schneiden  sich  je 
zwei  benachbarte  Senkrechte  in 
den  Punkten  3f,  M^  ...^  welche 
die  Mittelpunkte  der  durch  drei 
benachbarte  Punkte  PQR^  QRS, 
RST  . . .  gehenden  Kreise  sind. 
Denkt  man  sich  nun  einen  bieg- 
samen, nicht  dehnbaren,  stets  ge- 
spannten Faden  auf  dem  Vielecks- 
zuge MM^M^  . . .  angelegt,  an 
einem  entfernten  Punkte  M^  be- 
festigt,   und  um  MQ  verlängert, 
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80  beschreibt  «ein  Badpunkt  Q,  wenn  der  Faden  von  MM^M^ .  •  • 
abgewickelt  wird,  die  Kurve  \  wenn  P^  «=  0  wird.  Denn  es ^ wird 
nm  M  ein  Bogen  QN  beschrieben,  bis  M^MN  eine  Gerade,  dann 
um  Ml  ein  Bogen  NNi  bis  M^M^Ni  eine  Gerade,  n.  s.  w.  Dabei 
geht  aber  der  Kreisbogen  NN^  darch  IL  Denn  da  MQ  »»  MB  »» r, 
MMi  •»  tf  ««  0^  als  Zunahme  von  r  (da  diese  bei  dem  Fortschreiten 
Ton  Q  um  einen  endlichen  Bogen  endlich  ist,  und  in  0  Teile  ge- 
teilt wurde),  ^  NMR  =»  9  =«  0^,  so  ist  in  dem  Dreiecke  MM^R, 
amMRM,:&mM,MR^MM,:MiR,  oder  ^MRMiiO'^O'iMiB, 
oder  ^  JfBJfi  —  0«  und  <^  MM^R  =  9  —  0*  —  9.  Daraus  er- 
gibt sich 

M^B  —  Jf,  Jf  Qos  MM^R  +  r  cos  JfüÄ; 
-Jf,Jf(l-i9*)  +  r(l-iO*), 
woraus  Jlf,lf  +  r  -^  Jtf^B  —  ^  Jf^  Jf  9*  —  0\ 

Der  Kreisbogen  jYiV^  geht  also  an  £  in  einem  Abstände  von  0' 
vorbei;  und  indem  sich  diese  Abweichungen  fCLr  einen  endlichen 
Bogen  h  ebenso  oft  mal  wiederholen,  als  derselbe  die  Bogen  NN^^ 
N^Nf . . .  von  der  mittleren  Länge  s  enthält,  also  z  oder  (b  :  s)  mal, 
wird  die  Abweichung  am  Ende  von  b  gleich  0'  {b :  6')  «=  0*  .  &  oder 
unendlich  klein,  oder  der  Endpunkt  des  van  der  EvoltUe  e  abgewickelten 
Fadens  beschreibt  die  Kurve  k. 

Da  nun  die  Gerade  NMM^,  wenn  QR  und  MM^  Null  werden^ 
die  Normale  der  k  und  die  Tangente  der  e  ist,  so  folgt:  Die  Nor- 
malen einer  Kurve  k  sind  Tangenten  ihrer  JSvohUe  e.  Und  aus  dem  Vor- 
gang der  Abwicklung  folgt,  wegen  N^M^  —  NM^=^  Polygon  MM^Mf : 
Für  einen  Kurvenbogen  von  nur  au-  oder  abnehmender  Krümmung 
ist  der  Unterschied  der  Krümmungshalbmesser  in  seinen  Endpunkten 
gleich  dem  Bogen  der  Evolute  sfwischen  den  Krümmungsmittetpunklen 
für  jene  Endpunkte. 

Zugleich  ei^bt  sich:  Sind  Q  und  R  mcei  Punkte  einer  Kurve  k 
vom  Abstände  »>  0\  so  ist  der  Abstand  des  R  von  dem  Krümmungs- 
kreute  der  k  in  Q  '^O^.  Denn  dieser  Abstand  ist  durch  den  letzten 
Ausdruck  gegeben. 

288.  Die  Kurve  k  heißt  die  Evolvente  der  e  und  jeder  Punkt 
der  Tangente  der*  e  beschreibt  eine  Evolvente.  Eine  Kurve  besitst 
daher  eine  einzige  Evolute  aber  unendlich  viele  Evolventen,  welche 
gemeinschafüicbe  Normalen  und  einen  unveränderlichen  Abstand 
von  einander  haben  und  daher  äquidistante  oder  ParaUdkurven 
heißen. 

Den  biegsamen  Faden  kann  man  durch  die  unbiegsamej  ohne 
Gleiten  abrollende  Tangente  ersetzen.  Stößt  nun  der  die  Evolvente 
k  beschreibende  Punkt  auf  die  Grundkurve  e,  was  senkrecht  ge- 


Digitized  by 


Google 


202  V,  288-240.  Die  Kurven  im  allg.  u.  d.  KegeUchn.  als  Brem^unktakiiryeü  etc. 


üchieht,  50  verläßt  er  sie  dann  wieder  und  erzeugt  im  al^emeinen 
eine  Spitze  der  k. 

239,  Äi^g.  Den  Krütnnmngsmittelpunkt  K  einer  versieuimeten 
stetigen  ebetien  Kurve  in  einem  Purste  F  derselben  0u  Jcofi$truiren, 

ii«.  U6.        Aufl.   Man  bestimme  mittelst  der  Tangente  (201)  die  Nonoale 

PK  in  P  und  dann  Annäherung»» 

lagen  des  ErQmmungsmittelpnnkteSy 

indem  man  etwa  vier  Lagen  von  Q 

auf  der  Kurve,  Q^  <i^  auf  der  einen, 

Q^}  Qi  ^uf  d^f  andern  Seite  von  P 

annimmt^  die  Sehnen  PQif  PQ^  . . . 

seiikrecht  durch  Qeradehalbirt^  welche 

PK  bezw.  in  den  Punkten  K^y  JQ, 

K^y  K^  treffen,  und  indem  man  dann 

eine  Fehlerkurve  bildet,  etwa  durch 

die  unter  einander  Parallelen  K^S^, 

K^S^ . . .,   auf  denen  man  K^S^  =^ 

Pol,  K^S^  ^PQ,...  auf  derselben 

Seite  der  Normalen  aufträgt,  auf  welcher  bezw.  Q^,  Q^-  --  Hegen; 

die  Fehlerkurye  S^S^S^S^  schneidet  dann  die  PK  im  Erfimmungs- 

mitielpunkte  K  —    Es  ist  zweckmäßig  die  Abstände  PQ^y  PQ^ 

gerade  so  klein  «u  wählen,  daß  der  spitzwinklige  Schnitt  in  K^  und 

K^  noch  sicher   genug  wird,   also   um   so  kleiner,  je   größer   die 

Krümmung  und  je  schärfer  die  Zeichnung;  ferner  die  Richtung  Ki  S^ 

so  zu  wählen,  daß  ^  Kj^KS^  nahezu  90^. 

Man  kann  im  allgemeinen  den  Krümroungskreis  auch  mit  guter 
Annäherung  als  denjenigen  berührenden  Kreis  verzeichnen,  der  die 
Kurve  im  Berührungspunkte  zugleich  schneidet. 

240.  Den  Nebenwinkel  des  Winkels  zweier  auf  einander  fol- 
genden  gleichen  Elemente 


Fig.  117. 


Vig.llT. 


einer  Kurve  nennt  man  ihren 
Kimtingen^winkel.  I^t  Sehne 
Pß'  —  PJi«»«,  soistder, 
f^  im  allgemeinen  spitze,  Ne- 
benwinkel von  BPR'^ip 
der  Koniingeuz Winkel  der 
Kurve  in  P,  wobei  die  Be- 
zeichnung 9  von  derjenigen 
der  Figur  abweicht.  Sind 
in  den  Mitten  der  Sehnen 
PB,  PB'  Senkrechte  zu 
denselben  errichtet,  welche 
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die  k  in  Q  und  Qf  und  sich  nntor  einander  im  Krümmungsmittel 
punkte  M  schneiden,  so  ist  JlfP«=  MR^MR  =-r,  ^  QMQ"  =  (p, 
^RMR  =  2g>,  und  die  Bogen  PJH  und  FR  der  Kurve  und  des 
durch  PRR  gelegton  Kreises  weichen  von  s  nur  um  0'  ab  (236,  (10)); 
tto  daß  Bog.  RR  ^^2s,  Aus  dem  Kreide  ergibt  sich  aber  2^  = 
2g>r,  woraus 

jjaJier  ist  der  Kmüngmztvinkel  q)  einer  Kurve  k  in  ihreM  Funkte  F 
proportional  mit  der  Krümmung  1 :  r  und  mit  der  Größe  s  des  Eh- 
menf'es  der  Kurve  in  jenem  Funkte,  Bei  Vergleichung  verschiedener 
Kurven  macht  man  alle  Elemente  gleich;  dann  verhalten  sich  die 
Krümmungen  wie  die  KoniingenzwinkeL*) 

241.  Ein  Kreis ;  der  mit  einer  Kurve  in  einem  Bereiche  drei 
Punkte,  und  nicht  mehr,  gemein  hat,  wechselt  in  jedem  derselben 
die  Seite  der  Kurve  und  befindet  sich  daher  vor  dem  ersten  undFig.ii& 
hinter  dem  letzten  dieser  Punkte 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
Kurve.  Rüeken  die  drei  Punkte  in 
einander ;  ohne  daß  sich  noch  ein 
weiterer  Punkt  mit  ihnen  vereinigt, 
so  geht  der  Kreis  in  den  dreipunktig 
berührenden  Krümmungskreis  über, 
und  dieser  wechselt  Im  BerührungS" 
punkte  die  Seite  der  Kurve.  Be- 
rührt er  dagegen  vierpunktig,  so 
wechselt  er  die  Seite  der  Kurve 
nicht;  so  die  Krümmungskreise  in 
den  Scheiteln  der  Ellipse,   Beachtet  man,  daß  in  Fig.  119  M^N^  ^=^vui.iu. 


Fiff.  1J8. 


*)  Die  Behandlung  der  KoDtiDgenzwinkel  von  vertohiedenen  SohriftBtellern 
lilDt  erkennen,  welche  Schwierigkeiten  entstehen,  wenn  man  das  unendlich- 
kleine  nicht  gleich  Noll  setisi  So  unterscheidet  Cht  gier  (Desc.  Geom.,  4.  Anfl., 
S.  16)  die  gepäherte  and  die  strenge  Tangente,  indem  die  swei  von  einem 
Punkte  einer  Kurve  aasgehenden  genäherten  Tangenten  den  Kontingenswinkel 
bfldenp  während  im  allgemeinen  nur  eine  einsige  strenge  Tangente  möglich  ist. 
Herr  SehMnger  (Darst.  Geom.,  1870,  S.  tl67)  unlerscheidet  Berühruogsebenen 
and  tangirende  Ebenen  von  Flächen,  indem  in  emom  Punkte  der  Fläche  an- 
endlich viele  Beruhrnngsehenen  bestehen^  welche  unendlich  kleine  Winkel  mit 
einander  bilden,  dagegen  im  allgemeinen  nur  eine  einzige  tangirende  Ebene. 
Ifan  sieht,  wie  die  Erkenntnis,  daß  die  Tangente  mit  der  Kurve  an  der  Stelle 
der  Berührung  nur  einen  Funkt  gemein  hat,  und  die  Annahme,  daß  sie  mit 
ihr  xwei  unendlich  nahe,  aber  getrennte  Punkte  gemein  habe,  sich  wider* 
sprechen,  und  wie  die  Lösung  in  der  Unterscheidaug  zweier  verschiedenen 
Arten  der  üerühxung  gesucht  wurde. 
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M^M^M<MNt,  80  folgt,  daß 
wenn  auf  einer  Kurve  Ar  von  einem 
Punkte  N  bis  zu  einem  Punkte 
Nf  die  Krümmung  beständig  ab- 
nimmt, N  im  Inneren  des  Krfim- 
mungekreiMs  f&r  JV^,  und  N^  im 
Änßeren  desjenigen  fBr  N  Hegt 
Hieraus  ergibt  sich  ebenfalls,  daß 
in  einem  gewöhnlichen  Punkte 
einer  Kqrve  k  der  Krümmungs- 
kreis die  k  schneidet,  daß  aber  in 
vig.  u«.  ^  /  einem  Punkte  P,  in  dem  ein  Mcm- 

nmm  oder  Mmimmn  der  Krümmimg 
stattfindet,  die  k  auf  beiden  Seiten 
Yon  P  außerhalb  bezw«  innerhalb  des  Krümmungskreises  liegt. 

Haben  zwei  sich  berührende  Linien  nur  zwei  benachbarte  Punkte 
gemein,  wie  im  allgemeinen  eine  Kurve  und  ihre  Tangente,  so 
nennt  man  die  Beruhnmg  snveipufiktig  oder  von  der  ersten  Ordnung, 
haben  sie  drei  gemein,  wie  im  allgemeinen  eine  Kurve  und  ihr 
Krümmungdnreis,  dreipunUig  oder  von  der  gweiten  Ordmmg,  wenn 
n  Punkte,  n  pmädig  oder  von  der  in  —  Vf^  Ordnung. 


VI.   Die  slngnlftxen  Punkte  der  Xwven. 

242,  Laßt  man  einen  Punkt  auf  einer  Kurve  hinlaufen  und 
mit  ihm  die  zugehörige  Tangente  ohne  Gleiten  hinrollen,  so  besitat 
der  wechselnde  Berührungspunkt  eine  fortschreitende  Bewegung  auf 
der  Tangente  gegen  einen  festen  Punkt  derselben,  die  Tangente 
dagegen  eine  drehende  Bewegung  (um  den  wechselnden  Berührungs- 
punkt) gegen  eine  feste  Gerade  der  Ebene.  Ändert  sich  der  Sinn 
des  Fortschreitens  in  einem  Punkte,  so  heißt  dieser  Punkt  ein 
JRückkehrpunkt,  und  ändert  sich  der  Sinn  der  Drehung  in  einer  Lage 
der  Tangente,  so  heißt  diese  Tangente  eine  Büddeehrtangente,  Dieses 
Verhalten  des  Punktes  oder  der  Tangente  wollen  wir  ihren  Cha- 
rakter nennen  und  mit  -f-  bezeicbneh,  wenn  der  Bewegungssinn 
ungeandert  bleibt,  andernfalls  mit  — .*)  Dann  gibt  es  vier  mög- 
liche Kombinationen  und  Falle: 


*)  Diese  Anschanung  hat  v.  Staudt  in  seiner  Geometrie  der  Lage  (Nürn- 
berg 1847,  8.  110)  gegeben,  dabei  aber  den  Zeichen  die  entgegengesetite  Be- 
deutung, w^ie  oben,  beigelegt. 
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1 

2 

3 

i 

Punkt  P 

+ 

+ 

>- 

— 

Tangente  t 

+ 

-^ 

+ 

— 

In  diesen  Fällen  ist  der  Pnnkt  P  der  Kurve  i 

1)  ein  gewöhnlicher  Punkt  (Fig.  123), 

2)  ein  Wendepunkt  (Fig.  120), 

5)  ein  Rückkekrpunkt  erster  Art  oder  eine  Spitze  (Fig.  121), 
4)  ein  Rückkehrpunkt  zweiter  Art  oder  ein  Schnabelpunkt  (Fig.  1 22). 

Die  Punkte  mit  Bückkehrelementen  werden  im  Gegensatz  zu 
den  gewöhnlichen  unter  die  singulären  PufiJUe  gerechnet.  Betrachten 
wir  diese  vier  Arten  Ton  Punkten  unter  Beachtung  ihrer  Eorümmungs- 
halbmesser. 

243«   Im  Wendepunkte  wechselt  die  Tangent«  mit  der  Änderung  Fig.  iso. 
ihres  Drehungssinnes   zugleich  die   Seite   der   Kurve,   so   daß   sie 
dieselbe     zugleich     schneidet.  „. 

Ebenso  muß  auch  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt und  die  Evo- 
lute e  die  Seite  der  Kurve  k 
wechseln,  was  bei  der  yoraus- 
gesetzten  Stetigkeit  nur  im 
Unendlichen  oder  auf  der  Kurve 
selbst  stattfinden  kann.  Im 
ersten  Falle  (1)  ist  die  Normale 
von  l  in  P  die  Asymptote  yon 
e,  und  die  beiden  dem  unend- 
lich fernen  Krümmungsmittelpunkte  P'  zustrebenden  Teile  der  e 
liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Asymptote;  im  zweiten  Falle 
(2)  sehneidet  die  ^  die  &  in  P  und  besitzt  ebenfalls  in  P  einen 
Wendepunkt,  da  mit  der  Tangente  von  k  auch  ihre  Normale,  d.  i. 
die  Tangente  der  e  den  Drehungssinn  ändert,  während  ein  Punkt 
der  e  diese  Kurve  ohne  Umkehr  durchläuft.  Aus  diesen  beiden 
Möglichkeiten  folgt  ftUr  kj  daß  der  Krümmungshalbmesser  einer  Kurve 
m  einem  Wendepunkte  unendlich  groß  oder  Null  ist 

244.  Im  dritten  und  vierten  Falle  ist  P  ein  Riickkehrpunkt, 
welcher  die  Kurve  in  zwei  Zweige  mit  gemeinschaftlicher  Tangente w«"»- 
in  P  teilt  Im  dritten  Falle  entsteht  der  Rückhehrpunkt  erster  Art 
oder  die  SpÜ0e,  und  es  liegen  beide  Zweige  und  daher  auch  ihre 
hohlen  Seiten  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Tangente;  im  vierten 
Falle  entsteht  der  RückkehrpunlU  zweiter  Art  oder  der  Sdinäbelpunkf, 
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und  68  liegen  beide  Zweige  nnd  daher  aueli  iBre  kohlen  Seiten  auf 
deraelben  Seite  der  Tangente. 

Bei  der  Spitze  muß  daher  ebenso  wie  beim  Wendepunkte  der 
Krümmungsmittelpunkt  und   die   Evolute   die   Seite   der  Tangente 


Fig.  12t 


^''^ '"•  -  wechseln,     der    Krümmungshalbmesser 

muß  auch  bei  ihr  2fuU  oder  unendlich 
groß  sein.    Im  ersteren  Falle  (1)  g^t 
die  Evolute  e  durch  die  Spitze  P  der 
Kurve  Uj  im  zweiten  Falle  (2)  ist  die 
Normale   der  h   in  P  die  Asymptote 
der  e.     Damit  der  Drehungssinn  der 
Tangente  der  k,  somit  auch  d^  Tan- 
gente der  e  nicht  geändert  wird,  hat 
^i^     ^^^  ^  ^^'i  (0  ^  ^^  einen  gewohnlichisn 
Punkt,   während   bei  (2)   ihre   beiden 
Äste  auf  derselben  Seite  der  Asymptote  liegen 
i^ig.  222.         3-1-5.    Ist  P  ein  Sehnabclputikt,  so   wechselt  der  Krümmungs- 
mittelpunkt die  Seite  der  Tangente  nicht;  der  Krümmungskalbmesser 

Fig.  122. 


kann  daher  jeden  beliebigen  Wert,  NuU^  endlich;  oder  unendlich,  an«^ 
nehmen.  Da  die  Evolute  e  in  P'  eine  Rückkehrtangente  besitzen 
muß,  80  ist  P'  ein  Wendepunkt  oder  ein  Schnabelpnnkt  der  e. 
Wechselt  der  Krümmungshalbmesser  der  X;  in  P  nicht  den  Sinn 
seiner  Änderung,  bleibt  also  zu  oder  abnehmend,  so  ist  F'  ein 
Wendepunkt  der  e  und  PP"  ist  endlich  (l^  Wechselt  er  aber  den 
Sinn,  ist  Vlso  ein  Maximum  oder  Minimum,  so  ist  P^  ein  Schnabel- 
punkt  von  e\  bei  dem  Maximum  ist  der  Krammungshalbmesser  end^ 
lieh  (2)  oder  unendlich  (4),  bei  dem  Minimum  endlich  (3)  oder 
Null  (5). 
ftg.its.  246«  Im  ersten  Falle,  bei  dem  gewöhnlichen  Partie,  bleibt  die 
Evolute  e  auf  der  hohlen  Seite  der  Kurve  und  besitzt,  weil  sich 
der  Drehungssinn  ihrer  Tangente  nicht  ändert,  in  P*  einen  gewöhn* 
liehen  Punkt  oder  eine  Spitze;  der  Krümmungshalbmesser  kann  end- 
lich, Null  oder  unendlich  sein     Bleibt  er  im  Zu-  oder  Abnehmen, 
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Fig.  128. 


SO  ist  er  endlich  und  V  auf  e  ein  gewohnlieher  Punkt  (1);  wird 
er  ein  Maximum  oder  Minimum^  so  ist  P'  auf  e  eine  Spitze;  im 
ersten  Falle  kann  er  endlich  (2)  oder  unendlich  (3)^  im  zweiten 
endlich  (4)  oder  Null  (5)  sein.  Im  Falle  (3)  heißt  der  Punkt  P 
ein  T'nc^uZa^iis-  oder  Flachpunkt'*)  Er  unterscheidet  sich  yon  dem 
Wendepunkte  mit  einem  ebenfalls  unendlich  großen  Halbmesser 
dadurch^  daß  die  Tangente  auf  derselben  Seite  der  Kurve  bleibt^ 
und  die  BerQhrung  daher  vierpuuktig  ist  (241). 

347.  In  Nr.  195  wurde  ein  vielfacJier  Punkt  einer  Kurve  als 
ein  solcher  bezeichnet^  zu  weichem  man  auf  mehr  als  zwei  Zugängen 
auf  der  Kurve  hin  gelangen  kann.  Ist  in  ihm  die  Kurve  stetig,  so 
ist  die  Anzahl  dieser  Zugänge  gerade  und  zwei  derselben  haben  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  in  dem  mehrfachen  Punkte.  Solche 
zwei  Zugänge  bilden  einen  Zweig  der  Kurve  und  ihre  Anzahl  be« 
stiikimt  den  Grad 
der  Vielfachheit 
der  Kurve,  (l)und 
(2)  zeigen  Doppel- 
punkte  P  mit  zwei 
getrennten  bezw. 
zusammenfallen- 
den Tangenten;  (3)  einen  dreifachen  Punkt  mit  zwei  zusammen- 
fallenden Tangenten. 

248«  Einer  Kurve  gehören  manchmal  vereinzelte  Punkte  an, 
welche  demselben  Gesetze,  wie  die  andern  Punkte  der  Kurve,  ge- 
nügen. Dieselben  heißen  isolirte,  konjugirte,  beigeordnete  Punkte, 
Einsiedler.  Z.  B.  der  Ort  eines  Punktes  in  einer  Ebene,  der  von 
einem  Kreise  derselben  Ebene  einen  unveränderlichen  Abstand  hat, 
wird  durch  zwei  zu  jenem  Kreise  koncentrischo  Kreise  gebildet;  ist 
jener  Abstand  gleich  dem  Halbmesser  des '  gegebenen  Kreises ,  so 
wird  ein  Teil  des  geometrischen  Ortes  ein  Punkt.    Die  Schnitth'nie 


Vig.lU, 


*}   Gugler  in  seinem  Lehrb.  der  descriptiven  Geometrie,  8.  Aufi.  1874, 
8.  170  geblägt  die  letztere  bezeichnende  Benennung  vor. 
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eines  Kegels  mit  einer  durch  ihre  Spitze  gehenden  Kugel  kann  diese 
Spitze  als  zugehörigen  isolirten  Punkt  enthalten. 

Vn.   Die  Exümmungahalbmosaer  und  Bvoluten 
•  der  Kegelsobnitte. 

FUt.tih.        249,   Seien  F,  F^  die  Brennpunkte  einer  Ellipse,  P,  Q  zwei 
benachbarte  Punkte  derselben,  PK,  QK  die  Normalen  in  denselben, 

welche  also  die  Winkel  der  Leitstrahlen 
(«=  2  u  bczw.  =  2  /J)  halbiren,  so  ist  ihr 
Schnittpunkt  K  der  Krilmmungsmittel' 
punkt,  an  welchem  sie  den  Winkel  9  bil- 
den. Die  Dreiecke  (siehe  Fig.)  CFPy 
CKQ  und  DF^  Q,  DKP  liefern  dann 

9  +  i'=-y  +  «,  9  +  «  —  n  +  zJ, 

woraus  9  *^  i  (y  +  yj- 

Ist  das  Element  PQ  =^  s,  so  ist  ron  den 

aus  F  und  F^  durch  P  gelegten  Kreisen 

das  zwischen  den  Leitstrahlen  aus  J^hezw.  denen  aus  F^  liegende 

Element  PB  «=  PJBi  -=  ä  cos  a,  woraus 


Yi 


Daher 


und 


PA  —  r  - 


.5  COS  a 

s  cos  u 


(1) 


s  cos  et 

■  f~' 

S  COB  ff    

9  a  cos  « 

Flg.  iw.        Trägt  man  auf  PF  die  P(r  =  PF^  auf,  schneidet  die  Normale 

PK  mit  i^;  G  in  JE  und  mit  FF^  in  ä; 
nimmt  dann  H  in  der  Mitte  von  GF, 
wodurch  HE  ||  FF^  wird,  so  ergibt  sich 

PH^C+A^a, 

PH:PF=PE:PN, 
oder  wenn  man  die  Strecke  P^«»  n  setzt 
und  aJs  Normale  bezeichnet, 
a  :  /*  «s  ^1  cos  a  :  n. 
Diese  Gleichung,  in  Verbindung  mit(l) 
liefert 

n 
cos'  a 

Oder:  d^  Krümmtwgshalhnesser  in  einem  Punkte  der  Ellipse  (und 
jeJles  KegelschmtUis)  ist  gleich  der  Notjoale,  dividirt  durch  das  Quadrat 
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des  Cosinus  des  Winkels  der  Nomuüe  mü  einem  LeüslrMe  des  Kurven- 
Punktes.  Zur  Konstruktion  dieses  Ausdrucks  errichte  man  in  N 
eise  Senkrechte  zur  Normale^  welche  einen  der  Leitstrahlen  in  J 
treffe^  ziehe  durch  J  eine  Senkrechte  zu  PJ^  so  schneidet  diese 
die  Normale  im  Krümmungsmitidpunkte  EL  Denn  es  ist  P£«» 
JPJ:  cos  a  ««  FNi  cos* «  =»  r. 

Bei  der  Hyperbel  ist  die  Herleitung  dieselbe,  nur  daß  Yi  und- 
/i  negativ,  dadurch  aber  ^(/*  —  ^j)  =  a  wird,  wie  vorhin.    Das  Er- 
gebnis ist  dasselbe. 

Bei  der  Pardbd  ist  JF",   im  Unendlichen,  yi  =  0,  ?>  =*  i  y,Fif.i27. 
y  =  s  cos  «  :  /*,  woraus 

Y  ■"  —  ■"  ü • 

9  COS  a 

Da  nun/'—  PJF—  Pi?,  so  ist  PZ  = 
/:  cos  a  und  r  —  PiT—  2 PX,  oder 
der  JSriimmungshalbmesser  in  einem 
Punkte  der  Parabel  ist  doppelt  so  groß, 
als  das  SUick  der  Normale  iswischen 
dem  Kurvenpimkte  und  der  Leitlinie. 
Beachtet  man,  daß  A  PFN  gleich- 
schenklig, also  n-»2/*cosa,  so  er- 
gibt flieh  auch  hier  die  allgemeine 
Formel  r  —  n :  cos*  «. 

260.  Suchen  wir  nun  die  Krilm- 
mungsJiüJhmesaer  in  den  ScJieiteln  der  Kegelschnitte.  Für  den  Scheitet 
Ä  der  Hauptaxe  wird  a  —  0,  cos  «  —  1,  r,  =  n,  aber  n  selbst  wird 
unbestimmt    Die  Fomel  (1)  der  vorigen  Nr.  gibt  aber  fQr  die  EllipeeFig.iu. 

^»        a       ,  a 

«•  -  «•        6« 


und  ftlr  die  Hffperbel 


«»-a« 


6* 


—  2^C; 


Flf.iW. 


Fig.iio. 


Für  die  Pareibel  ist  r^ 
2ÄF=p. 

Die  Ordinate  im  Brennpunkte 
eines  Kegelschnittes  heißt  der  halbe  Parameter  p.    Er  bildet 
dem    andern    Brennpunkte    ein    rechtwinkliges    Dileieck,    so 
(2a  —  pY  =  J>*  +  (2e)\  p  —  fc* :  a  —  r,,  oder  ßr  alle  drei  Kegel- 

Wiener,  Lelirbacb  dor  dartteUendcn  Oeomelrie.  14 
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schnitte  ist  der  Krümm'ungshaSmesser  im  Scheitel  der  Hauptaxe  gleit^ 
dem  halben  Parameter  d.  i.  gleich  der  Ordinate  im  Brennpunkte. 

Fig.  129.  ' 


Für  den  Scheitel  B  der  kleinen  Axe  der  Eüipse  ist  cos  a  < 
bia,  n  «-B  &;  daher  der  Krümmungshalbmesser 


Fig.  180. 


_ 
b 


Pig.  188, 
129)130. 


Diese  Formeln  führen  zu  folgenden  Kon- 
struktionen. Für  die  EU^:  Man  verypU- 
ständige  ÄMB  zu  einem  Rechtecke,  falle 
von  dessen  yiertem  Eckpunkte  D  eine  Senk- 
rechte auf  AB,  so  schneidet  diese  die  große 
und  kleine  Axe  in  den  Ejrümmungsmittel- 
punkten  K^  und  K^  der  Scheitel.  Für  die 
ffffperbd:  die  aus  dem  vierten  Eckpunkte 
D  des  Rechtecks  AMBD  auf  MD  (der 
Asymptote)  errichtete  Senkrechte  liefert  auf 
der  Hauptaxe  den  Punkt  K^. 

261.  Die  Evoluten  der  Kegelschnitte 
erhält  man  durch  eine  Reihe  von  Normalen  uiid  KrümmungsmitteK 
punkten  derselben!  Eine  Sjmmetrielinie  oder  Axe  einer  Kurve  Je 
ist  auch  Symmetrielinie  ihrer  Evolute  e;  und  da  wegen  der  Sym- 
metrie in  einem  auf  der  Axe  liegenden  Scheitel  der  Tc  ein  Maximum 
oder  Minimum  des  Krümmungshalbmessers  stattfindet,  so  muß  e  in 
den  Axen  Rückkehrpunkte,  und  zwar  wegen  der  Symmetrie  Spitzen 
besitzen.  Die  Evoluten  dei  Hyperbel  oder  Parabel  verlaufen  ins 
unendliche. 

Die  Gleichung  der  Evolute  der  Parabel  soll,  weil  sie  später 
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Fig.  181. 


benutzt  wird,  kergeleitet  werden.     Sei   f&r  die  Parabel  ulfi»  «» rc,Fiff.isi. 

SP-ey,  und  für  die  Evolute,  deren 

Spitze  K^  als  Ursprung  angenommen 

wird,  KiM'^Xi^  MK^^y^^  so  ist, 

weü  PK  ^2  LP  (249),  auch 

SM^2CS^2(CÄ+Ä8)~p+2x, 

und  da  SJf  =  52»^+ iV^3f  —  p  +  2^Jf 

(SN^p  nach  Nr.  220),  so  ist 

NM^2x. 
Außerdem  gilt 

AN—p  —  AN—AK^^ÄN-SNy 

K^N^AS^x, 
daher  x^  —  K^N+NM~%x. 
Aus  ähnlichen  Dreiecken  ergibt  sich  aber 

KMi  NM^  P8 :  NS-^SP:  SN, 
oder  —Vi'^^'^tl'Pf 

woraus  mittelst  der  Parabelgleichung  (j/^^=2px)  und  X'^^Xi  folgt 

s         8  ä/ 
Vi    —27  p  ' 

was  die  Gleichung  der  Neilschen  Parabel  ist    Die  Evolute  der  ge- 
nuinen oder  ApoTUmisehen  ParaM  ist  also  eine  NeiUehe  Paräbd. 

VnL    Über  unebene  Kurven  tind  die  Projektionen  von  Kurven. 

352.  Jede  durch  die  Tangente  einer  Kurve  gehende  Ebene 
heißt  lerührende  Ebene  der  Kurve.  Bfickt  ein  dritter  Punkt  der 
Kurve,  den  eine  solche  Ebene  außer  den  beiden  im  Berührungspunkte 
zusammenfallenden  enthalt,  in  diesen  hinein,  so  wird  sie  zur  Osku- 
lations-  oder  Sdmiegu/ngsebene  der  Kurve  in  diesem  Punkte,  welche 
also  drei,  benachbarte  Punkte  oder  zwei  benachbarte  Elemente  und 
Tangenten  der  Kurve  enthält 

Die  senkrecht  zur  Tangente  einer  Kurve  durch  deren  Berüh- 
rungspunkt gehende  Ebene  heißt  eine  Normal^^eney  jede  in  ihr  durch 
jenen  Punkt  der  Kurve  gehende  Qerade  eine  Normale  der  Kurve, 
die  Normale  in  der  Schmiegnngsebene  die  jETaup^rmofe,  die  aufl 
dieser  senkrechte  Normale  die  Binormale.  Die  Ebene  der  Tangente 
und  der  Binormale  wird  die  rdUificirende  Ebene  genannt 

Der  durch  drei  benachbarte  Punkte  einer  Kurve  gelegte  Kreis 
heißt  ihr  KrumimmgshreiSy  sein  Halbmesser  der  Krämmungsliälb' 
messer,  sein  Mittelpunkt  der  KrümmungsmittelpunJcf.  Der  Kreis  liegt 
in  der  Schmiegungsebene,  der  Mittelpunkt  auf  der  Uauptnormale. 
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268.  Die  Projektion  Tc  einer  Karre  h  ist  im  allgemeinen  wieder 
eine  Kurve;  nur  wenn  h  eben  ist  und  ihre  Ebene  durch  den  Ph>- 
jektionsmittelpunkt  0  geht,  ist  V  eine  gerade  Linie,  Eine  Sehne 
FQ  der  h  projicirt  sich  in  eine  Sehne  P'  Qf  der  Tc'.  Nähert  sich  Q 
dem  Py  so  nähert  sich  PQ  der  Tangente  t «»  PT  der  i  in  P  bis 
auf  jeden  beliebig  kleinen  Winkel  Dann  bilden  auch  im  allge- 
meinen die  projidrenden  Ebenen  Ot  und  OPQ  einen  beliebig  kleinen 
Winkel  mit  einander  und  ebenso  die  Projektionen  t*  und  P^Q'.  In 
diesem  Falle  ist  t'  die  Orendage  der  P  (jf,  welche  zu  P'  ^  —  PQ  =  0 
gehört,  d.  h.  die  Tangente  der  Ü.  Jene  projicirenden  Ebenen  bilden 
aber  einen  endlichen  Winkel,  wenn  t  und  FQ  mit  der  Schnittlinie 
OF  dieser  beiden  Ebenen  unendlich  kleine  Winkel  bilden;  dann  muß 
die  t^  welche  fest  ist,  in  die  Projidrende  OF  hineinfallen,  d.  i.  durch 
0  gehen,  wodurch  seine  Projektion  ein  Punkt  wird.  Daher  gilt: 
Die  FrojMion  t'  der  Tanffmte  t  einer  Kurve  k  in  einem  Funkte  F 
dersdben  ist  die  Tangente  an  die  Frcjekticn  V  der  Kurve  in  der  iVo- 
jAitim  P'  jenes  Funktes,  ausgenommen  wenn  sich  t  als  Funkt  prqjidrt. 

Die  Ebene  Ot  nennt  man  JBerührungsebene  des  projicirenden 
Kegels  Oh  der  Kurve  entlang  seiner  Erzeugenden  0F\  sie  enthalt 
die  Tangenten  aller  Kurven  V  des  Kegels  in  deren  Schnittpunkten 
F'  mit  OF.  Man  ersetze  nur  in  dem  soeben  geführten  Beweise  die 
Projektionsebene  durch  die  Schmiegungsebene  der  k'  in  F'. 

Die  ümkehrung  des  letzten  Satzes  findet  nickt  statt  Vielmehr 
ist  eine  Gerade  nur  dann  Tangente  einer  Kurve  in  einem  Punkte, 
wenn  zwei  Projektionen  der  Oeraden  Tangenten  an  die  entsprechenden 
Projektionen  der  Kurve  in  den  Projektionen  jenes  Punktes  sind, 
vorausgesetzt  daß  die  projicirenden  Ebenen  der  Geraden  nicht  zu- 
sammenfallen. 

264-.  Säte  und  Übungsaufgabe.  Der  Orund-  und  der  Aufriß 
einer  Aenen  Kurve  sind  nach  dem  umlegen  einer  Projektionsebene 
in  die  andere  perspektiv- affine  Kurven  (140). 

Gegeben  ist  die  erste  Projektion  einer  ebenen  Kurve  und  die 
zweitf;  Projektion  dreier  Punkte  derselben;  man  soll  die  zweite  Pro- 
jektion und  die  wahre  GestaU  der  Kurve  finden  (140,  141). 

266.  Äufg.  In  einem  gegebenen  Funkte  F  einer  durch  ihre  beiden 
Frejeküonen  gegebenen  Kurve  k  ihre  Tangente  und  SchmiegungsAene 
0U  konstruiren. 
wig,  ISS.  Aufl.  Man  verzeichne  die  Tangenten  t'  an  k'  in  P',  t"  an  V 
in  F\  so  ist  t  die  Tangente  der  k  und  die  Schmiegungsebene  geht 
durch  tf  ihre  Spuren  daher  durch  deren  Spuren  7\  und  T^.  Eine 
Sehne  PQ  der  k  habe  die  erste  Spur  5,  daher  die  Ebene  tQ  die 
erste  Spur  T^  S.   Läßt  man  Q  die  Kurve  beschreiben',  so  beschreibt 
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S  ^iue  ixach  2\  gehende  Kurve  Fig.  182. 

$\  kommt  Q  in  P,  also  S  in  T^ 

80   geht   die  Ebene  tQ   in   die 

SchmiegnngBebene  über,  und  ätre 

erste  Spur  iat  die  Tangente  der 

8  in  T^,  vrelche  daher  veraeiohnet 

werden  mnß.   Es  ist  zweckmäßig 

je  zwei  Punkte  Q  auf  jeder  Seite 

YonP  anzunehmen.  —  Wird  8  eine 

Gerade,  so  ist  k  eine  ebene  Kurve. 

356.  Äufg.  Die  Schnittpunkte 
einer  durch  ihre  beiden  Prqjektionm 
gegebenen  Kurve  mit  einer  gegebenen 
Ebene  B  ßu  bestimmen. 

Durch   beigesetzte  Buohsta-     {/^  ^"->^!/  i      !/       Vig.id$. 

ben  sei  jedem  Punkte  der  einen 
Projektion  der  Kurve  ein  einsiger 

Punkt  der  andern  zugeordnet  uud  dadurch  die  sonst  stattfindende 
Doppeldeutigkeit  vermieden.    ABCD  ist  die  Kurve. 


S^ 


-tf^--. 


yp^ 
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Aufl.  1.  Man  nehme  eine  auf  einer  Spur  der  E,  etwa  auf  e^, 
senkrechte  P3  an,  bilde  die  dritte  Spur  und  Projektion  e^  der  E 
und  die  dritte  Projektion  Ä"W  . . .  der  Kurve ,  so  bestimmen  deren 
Schnittpunkte  P'"  und  Ö"'   mit  ^   die  gesuchten  Punkte  P',  (f, 

Äufi.  2.  Man  bestimme  die  zweite  Projektion  Ä^^,  B^^  . . .  der- 
jenigen Punkte  der  B,  deren  erste  Projektionen  A,  B  .  ,  .  sind 
(79,  6)),  zeichne  die  Kurve  A^^B^^ . . .,  so  sind  deren  Schnittpunkte 
mit  Ä'ff',,.  die  Punkte  P",  Qf'\  denn  sie  stellen  gleichzeitig 
Punkte  der  Kurve  und  der  Ebene  dar. 

367.  Läßt  man,  unter  Erweiterung  des  in  Nr.  242  Gesagten, 
auf  einer  unebenen  Kurve  h  einen  Punkt  P  hingleiten,  mit  ihm  die 
zugehörige  Tangente  t  ohne  Gleiten  hinrollen  und  die  Schmiegungs- 
ebene  S  sich  mitbewegen,  so  ftthrt  der  Punkt  eine  Bewegung  auf 
^der  Tangente  gegen  einen  festen  Punkt  derselben,  die  Tangente  eine 
Drehung  in  der  Schmiegungseb'ene  um  den  augenblicklichen  Berüh- 
rungspunkt gegen  eine  feste  Gerade  der  Schmiegungsebene,  und  die 
Schmiegungsebene  eine  Drehung  um  die  augenblickliche  Taugente 
gegen  eine  Ebene  aus,  welche  durch  diese  Tangente  und  einen  festen, 
auf  keiner  der  Tangenten  liegenden  Pnnkt  des  Raumes  geht.  In 
einem  Punkte  der  Kurve  kann  jedes  der  drei  Elemente  P,  t,  8 
seinen  Bewegungssinn  beibehalten  oder  umkehren,  welches  Verhalten 
wir  seinen  Charakter  genannt  und  im  ersteren  Falle  mit  -f";  ^™ 
letzteren  mit  —  bezeichnet  haben.  Im  letzteren  Falle  heißen  die 
Elemente  RiUMehrpmIUf  Büdckdirtangmte,  Riidckehrebene  oder  sta- 
iioftäre  Ebene.    Nach  1;.  Stafidt  sind  acht  Fälle  zu  unterscheiden: 
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25B«  Projicirt  man  die  Kurve  aus  einem  in  endlichem  oder  in 
unendlichem  Abstände  befindlichen  Auge  auf  eine  lEbene,'  so  sind 
die  Charaktere  des  Punktes  P"  und  der  Tangente  t'  der  Projektion 
übereinstimmend  mit  denen  von  P  und  t  der  Kurve  selbst,  so  lange 
die  Tangente,  bezw.  die  Schmiegungsebene  nicht  das  Auge  durch- 
schreitet. Dann  sind  also  P^^  P',  t^=^t\  Man  erkennt  dies  z.  B. 
für  den  Punkt  daran ,  daß  seine  Bewegung  aus  dexjenigen  in  der 
Tangente  und  aus  den  durch  die  Drehungen  der  Tangente  und  der 
Schmiegungsebene  hervorgebrachten   zusammengesetzt  ist,    welche 
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Bewegungen  der  Reihe  nach  unendlich  klein  von  der  ersten,  zweiten 
and  dritten  Ordnung  sind,  daß  also  gegen  den  ersten  Bestandteil 
die  anderen  verschwinden,  und  daß  dies  auch  für  die  Projektionen 
gilt,  so  lange  nicht  die  Tangente  das  Auge  enthalb  ^-  Bewegt 
sich  aber  die  Tangente  so,  daß  sie  das  Auge  in  sich  aufiiimmt  und 
dann  über  dasselbe  hinaus  geht,  wobei  also  <  «*»  4~  ^^;  ^  s^^bt 
man  die  Tangente  vor  und  nach  dem  Durchgang  durch  das  Auge 
▼on  entgegengesetzten  Seiten ;  es  kehrt  sich  hierdurch  der  scheinbare 
Sinn  der  Bewegung  um  und  es  wird  P'  «»  —  P.  Geht  andernfalls 
die  Tangente  nur  bis  ins  Auge  und  dreht  sich  dann  wieder  rück- 
wärts, wobei  ;»»—  ist,  so  sieht  man  sie  nicht  von  eni^egen- 
gesetzten  Seiten  und  es  wird  P'  ^^^  P,  Für  beide  Fälle  gilt  daher 
P'  —» —  tPj  wobei  die  Zeichen  +  und  —  ebenso  mit  einander 
multiplicirt  werden  sollen,  wie  Einheiten,  welche  sie  zum  Vorzeichen 
haben.  —  Ebenso  ergibt  sich,  wenn  die  Schmiegungsebene  das 
Auge  durchschreitet  oder  umkehrt,  nachdem  es  dasselbe  in  sich  auf- 
genommen hat,  t'  «.  -.  s(. 

259.  Damach  findet  man  nun  die  Charaktere  für  die  Projek- 
tionen der  Kurve  airf  die  Schmiegungsebene  {P'^  f)^  auf  die  Nomud- 
Aene  (P",  t")  md  auf  die  räcHficirende  Ebene  (F",  r).  In  der 
Figur  sind  die  beiden  letzteren  Ebenen  parallel  verschoben.    MaiiFig.i3i. 

Fig.  134. 
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findet^  P'  —  P,  t'  —  <;  P"  —  —  tP,  weil  die  Tangente  durch  das 
Auge  geht;  t"  «»  8,  weil  die  Tangente  als  P^nkt  erscheint  und  der 
Sinn  der  scheinbaren  Drehung  der  Tangente  in  ihre  folgende  Lage 
von  dem .  Drehungssinne  der  Schmiegungsebene,  welche  die  Tan- 
gente projicirt,  abhängt;  endlich  P"'  =  P,  <"'  —  —  s^,  letzteres, 
weil  die  Schmiegungseb^te  durch  das  Auge  geht.    Es  ist  also 

p'^p^     r'  —  tp,     r"^p, 
r  — «,      t"  —  s,  r  — -s*- 

Man  erhalt  daher  in  den  acht  Fällen  die  in  der  nachstehenden  Tabelle 
verzeichneten  Charaktere. 
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Die  f^'gur  zeigt  die  acht  Fälle,  die  man  auch  dadurch  anschau- 
lich untersöheiden  kann,  daß  man  den  Raum  durch  die  drei  Pro- 
jektionsebenen in  acht  Oktanten  und  ein  Eurvenstück  durch  den 
fraglichen  Punkt  in  z.wei  Zweige  geteilt  denkt,  den  einen  Zweig 
stets  in  demselben  Oktanien,  den  andern  der  Seihe  nach  in  jedem 
der  acht  Oktanten  liegen  läßt.*) 
Fig.  184,1)  ^^®«  ^^^  ^^^  P^U  ist  der  gewöhnliche,  in  welchem  kein 
Rückkdirelement  der  Kurre  h  auftritt.  Für  ihn  zeigt  die  Projek- 
tion V  einen  gewöhnlichen  Punkt,  V  eine  Spitze,  Tc"  und  die  Pro- 
jektion auf  jede  zur  Sdimiegungsebene  senkrechte  Ebene,  mit  Aus* 
nähme  der  Normalebene,  einen  Wendepunkt.    Daher  gilt: 


*)  Ich  hatte  die  angegebenen  Beziehungen  aufgestellt,  ab  ich  darauf  auf- 
merksam gemacht  wurde,  daß  ne  schon  in  v.  Staudts  Geometrie  der  Lage  mitgeteDt 
seien.  In  dieser  reichen,  bei  erneutem  Studium  stets  Neues  darbietenden  Fund- 
grube Ton  S&tsen  schließt  die  Nr.  209  die  obigen  SHtse  in  sich,  ohne'  daß  An- 
wendungen auf  unsere  drei  Projektionen  gemacht  sind.  —  ÜAhtmodelle  der 
Kurven  und  Fadenmodelle  der  abwickelbaren  Flächen  .derselben  f&rrdie  acht 
Fälle  habe  ich  bei  der  Naturforscherversammlung  in  Baden-Baden,  un  Sept. 
1879,  in  der  mathematischen  Sektion  Torgezeigt  und  eine  VerOffdntlichdmg  in 
Schlömilch's  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  1880,  B.  26,  S.  95  gemacht  Die 
Modelle  sind  neuerdings  im  Verlage  Ton  L.  Brill  in  Darmstadt  erschienen. 
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Ist  bei  der  (PardUel'  oder  Central')  Projektion  einer  unebenen 
Kurve  ein  prqjidrender  Strahl  Tangente  der  Kurve  k  in  einem  gemhnr 
liehen  ISitikte  P  derselben,  so  besitzt  die  Projektion  der  Kwve  eine 
Spitze  in  der  Projektion  des  Berührungspwiktes;  liegt  dagegen  der  pro- 
jieirende  Strahl  nur  in  der  Schmiegungsebene  der  k  in  P,  ohne  die  k 
/m  berühren,  so  besitzt  die  Projektion  der  k  einen  Wendepunkt  in  der 
Projektion  von  P. 

Ist  die  Schmiegungeebene  8  der  k  in  P  eine  Bückkehrebene,  ^\^  ^^^ 
und  man  dreht  sie  um  die  Tangente  in  P  im  riehtigen  Sinne,  so 
enthält  sie  yon  k  außer  zwei  Punkten  in  P  noch  zwei  weitere 
Punkte  auf  den  yon  P  ausgehenden  beiden  Zweigen  der  k,  so  daß 
beim  Zurückdrehen  in  8  vier  Punkte  der  X;  in  P  zusammenfallen. 
Daher:  Eine  Bückkehrebene  einer  Kurve  enthält  vier  zusammenfallende 
I\mkte  derselben.  In  diesem  Falle  wird  die  Projektion  einer  Kurve 
yierpunktig  von  ihrer  Tangente  berührt,  wenn  ein  projicirender 
Strahl,  ohne  die  Kurve  zu  berühren,  in  der  Bückkehrebene  liegt 

Die  Tabelle  der  vorigen  Nr.  zeigt,  daß  unter  den  drei  fraglichen 
Projektionen  wenigstens  eine,  möglicher  Wei^e  aber  alle  drei  singu- 
lare Punkte  darbieten. 

261.  Äüfg.  Aus  dem  Siimmungshalbmesser  r  einer  ebenen  Kurve 
k  in  einem  Punkte  P  det^igen  /  einer  koHinearen  Kurve  V  in  dem 
entsprechenden  Punkte  P  zu  bestimmen. 

.  Aufl.  Seien  bei  perspektiver  Lage  0  der  Mittelpunkt  und  c  die  vig.  im»  »i 
Aze  der  Kollibeation  (181),  seien  P,  Q,  R  drei  benachbarte  Punkte  der 
%;  P^,  Qf,  R  die  entsprechenden  der  V,  schneiden  OPP"  und  OQQ^ 
die  e  bezw.  in  P^  und  Q^,  und  tre£fen  sich  QB,  ^R  in  Pj^]  BP, 
RF  in  d;  PQ,  P^  ia  J^;  wobei  Pj,  Q^,  JS^  auf  c  liegen,  und 
sind  PT,  P  T  bezw.  die  Tangenten  der  Jb  und  Ä;'  in  P  und  P",  wobei 
auch  T  auf  c  liegt,  so  gilt  (weil  PB  und  RR  unendlich  klein) 
*-PT-Pe, -JJ^i-Öi^i  und  t'^RT—RQ.^RQ,^ 
gB^.  Femer  seien  PB  —  s,  RR '=^s\^P^QP~ip,  ^P^QR  —  tpr, 
es  gehen  nun  durch  P,  Q,  B  und  R,  Qf,  R  die  Krümmungskreise 
von  den  Halbmessern  r  und  r,  deren  Umfangswinkel  über  PB  und 
RR  bezw.  q>  und  ip'  sind,  und  es  gilt,  wenn  man  die  unendlich 
kleinen  Größen  höherer  Ordnung  wegläßt, 

Nun   wird   das  Dreieck  PRQi  von   der  Transversalen   OBR  ge- 
schnitten, daher  ist  nach  dem  Satze  des  Menclaos: 


--1 


RO-  PB'Q^R  ^        OR-a-r 


OP'RQ^'KR  OPi'S' 

Femer  gilt 
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Tind  aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt 

r        (OP-      OP\/fY*) 
T  "  \p^i;  •  ppj  \t)  :  ^ 


Dabei  ist 


OP'      OP 


PlP~ .  pp-  die  für  alle  Paare  entsprechender  Punkte  un* 

Yeränderliche  Charakteristik  ^  die  in  Nr.  811  näher  betrachtet  wird. 

Zur  Konstruktion   drückt   man   die   Charakteristik   durch   das 

Verhältnis  zweier  Strecken  aus,  indem  man  auf  einem  beliebigen 

Strahle  08'  den  Punkt  S'  im  Unendlichen  annimmt  und  darau.s  den 


*)  Diese  Formel  wuzde  von  Herrn  Oetaetüteimer  aufgestellt  (Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Pkys.,  1880,  B.  25,  8.  214).  Da  er  aber  PQ  —  QIC  und  zugleich 
P'(jf  mm  (jflC  seist,  was  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  ist,  mußte  sein  Be- 
weis etwas  abgeändert  werden. 
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entsprechenden  Punkt  /S  in  der  gewohnlichen  Weise  (siehe  Fig.) 
ermittelt;  dann  wird 

JL     (^^    os\(t'y     ßs,(ry 

r  ■"  \8'So  '  W^J  \T)  ■"  W  U)  • 
Man  bestimme  nun  in  Fig.  b)  den  Winkel  SS^O'^a  derart^Fig.  m,  b) 
daß  sin  a»^  80:  88^,  wenn  80  <  88^,  wie  in  der  Figur,  (dagegen 
sin  CK  SS  88q  :  80,  wenn  80  >  88^),  und  andererseits  den  Winkel 
8SoT'  «» ß  80,  daß  sin  ^  —  <'  :t  ^^  TT  :  T8q,  wenn  t'  <  ^,  wie  in 
der  Figur,  (dagegen  sin  /3  <-»  ^ :  t%  wenn  f  >  f).  Sodann  bestimme 
man  auf  8f^8  den  Punkt  P  so,  daß  sein  Abstand  yon  8^0  gleich 
PJ7  B=  r  (=  PK  der  Fig.  a))  ist;  dann  greife  man  mit  dem  Hand- 
zirkel  den  Abstand  PK  des  P  yon  iS^T"  ab,  trage  ihn  auf  8^8  als 
P^8q'^  PK  auf,  messe  den  Abstand  P^JT,  des  P^  von  8qT\  trage 
ihn  auf  S^^Ä  als  P'S©  -*^  ^i^i  a^^;  so  ist  der  Abstand  des  P'  von  8qT' 

oder  FK'^r.  Denn  es  ist  offenbar  P' JT  «  FS«  y  «  Pi  JEi  -~  »= 

p.s.(i)'-px(i)'-p..(fr-pi.i§(i)'-,i§(i)'-/. 

—  Man  hätte  auch  fi  durch  }^ »»  90^  -^  /S  ersetzen  können,  so  Jaß 
cosy  '^f  :t  (ocler  «r  < :  f')  gewesen  wäre,  und  hätte  dann,  statt 
mit  dem  Zirkel,  mit  dem  Dreieck  und  Lineal  vermittelst  PLVL 
die  L'8Q^r  erhalten. 

262.   Sind  die  Kurven  k  und  Je  affin,  so  liegt  0  im  Unend- 
lichen und  es  wird*) 

r  _  pPq  (ry 
T     P'P^Kth 

nnd  bei  PP^  JL  c  kann  man 

PP^  P'P.        .     , 

-j^  -a  sm  «,    ~y-^ «»  sm  a 

setsen,  und  da  <  cos  a  »>  t'  cos  «^  «» 
PjjPj,  60  wird  auch 

r  ain  a  cof'  a 

r         sin  a   cob*  a' 

Bind    nun    JT,  JT   die   Erümmungs- 

mittelpunkte  von  h  in  P,  bezw.  von 

iirinP',also<^PiP2r-^PiP'jr=« 

90»,  PK^r,   PK'  ^r\  «o   kon- 

struirt  man  r\  indem   man  KÄ  ||  c 

zieht  und  mit  PP'  in  A  schneidet,  ^JS±PP^  fallt,  durch  den 

Fußpunkt  J?  die  50-Lc  föhrt   und   mit  VP^    in  C  schneidet, 


Fig.  1S6. 


Vig.  tM. 


1    v    > 

<9 

-i^\ 

\?- 

^ 

.^;^ 

^  ^ 

\ 

^ 

'  4 

\ 
» 

V 

*)  Diesen  Ausdruck  in  etwas  anderer  Form  und  für  senkrechte  Projektion 
leitet  Beüavitis  ab  in  seiner  geometria  descrittiva,  1861,  8.  241. 
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CE^c  zieht  und  mit  PF  in  2),  mit  P'JE"  in  E,  ferner  di« 
F'K'  mit  J8(7  in  F  schneidet;  dann  ist  PK'  =  JFJB  —  r'.  Denn 
es  ist 

CD  «B  54  sin  a  —  PA  cos  a  sin  a  -«  PJT cos*  a  sin  ä, 
CD  —  CP  cos  a  =  Ci'  cos»  a  —  FE  sin  a  cos*  a, 
oder  r  sin  a  cos'  a  ««  /  sin  a'  cos*  a. 

Sind  ^  und  <'  ||  c,  also  <  •»  t',  so  wird  pach  der  ersten  Formel 

L       ^^>  1 

r  ~  P-  Po  ""  00«  «  ' 
wenn  bei  senkrechter  Projektion  €  der  Winkel  der  Ebenen  beider 
Figuren  ist 
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VL  Abschnitt 
Projektive  Geometrie. 

L  Projektive  Besiehimg  rwieohen  gerader  Ptinktreihe, 
Strehlenbüiohel  und  XbenenbüscheL 

26S.  Wir  gehen  nun  zu  den  f&r  die  darstellende  Geometrie 
sehr  wichtigen  projektiven*)  Eigenschaften  der  Figuren  über,  d.  L 
zu  denjenigrai,  welche  sich  durch  Projiciren  aus  einem  Punkte 
nicht  ändern ;  wie  z.  B.  die^  daß  drei  Punkte  auf  einer  Geraden 
liegen  oder  daß  drei  Gerade  durch  einen  Punkt  gehen.  Es  treten 
dabei  folgende  neue  Begriffe  auf. 

Die  Elemente  des  Baumes  sind  der  PmM,  die  Gerade  oder  der 
Strahl  und  die  Ebene.  Aus  diesen  werden  die  Grundgebäde  der 
Terschiedenen  Stufen  zusammengesetzt..  Die  einförmigen  Ghisndgebäde 
oder  diejenigen  der  ersten  Stufe  sind  folgende: 

1)  Die  gerade  Punktreihe  oder  kurz  die  Punktreihe.  Sie  ist  der 
Inbegriff  aller  Punkte  einer  Geraden;  die  Punkte  sind  die  Elemente, 
die  Gerade  ist  der  Triger  der  Punktreihe. 

2)  Das  ebene  Strahlenbüschel  oder  kurz  das  StnMenbüscheL  Es 
ist  der  Inbegriff  aller  Geraden,  welche  in  einer  Ebene  durch  ein 
und  denselben  Punkt,  den  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  gehen. 
Die  Geraden  sind  die  Elememte,  der  Punkt  und  die  Ebene  sind  die 
Trager.  Liegt  der  Punkt  im  unendlichen,  so  ergibt  sieh  das  Pa- 
rallelstrahlenbüschel. 

3)  Das  Ebenetibüschel  Es  ist  der  Inbegriff  aller  Ebenen  (Ele- 
mente), welche  durch  eine  Gerade  (Axe,  Träger)  gehen.  liegt 
die  Axe  im  Unendlichen,  so  eigibt  sich  das  ParallelebenenbüseheL 


*)  Die  Tcrhemchend  gebranckten  Bezeichnungen  aind  „projektiyisch**  und 
„perspektiviBcb^.  Andererseits  sagt  Plüdcer  in  seinem  System  der  analytischen 
Geometrie  (Berlin  1836,  S.  67)  ,,projectiv",  und  Schreiber  in  seinem  geometri- 
schen Port-Folio  (Carlamhe  1839,  S.  16,  60  u.  a.)  „projectiT",  jedoch  „per- 
spectiTisch".  R.  Sturm  (math.  AnnaJen,  1876,  B.  10,  S.  118)  schlägt  „pro- 
jectiy**  nnd  „perspectiv'*  nach  Analogie  von  projettivo  und  projectif  vor,  nm 
sa  vermeiden,  an  die  Endang  „iv**  noch  die  Endung  „isch'*  anznhftagen;  und 
diesen  Vorschlag  nehme  ich  an. 
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Als  Grundgebilde  der  zweiten  Stufe  werden  wir  sjAter  das 
ebene  System  und  das  Strahlenbündel,  als  solches  der  dritten  Stufe 
das  raumliche  System  kennen  lernen. 

264*  Die  Begel  des  Vareeichens.  Ein  Punkt  kann  sich  auf  einer 
Geraden  im  einen  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  bewegen^  von 
denen  der  eine  positiv^  der  andere  negativ  heißt.  Befinden  sich  auf 
der  Geraden  zwei  Punkte  Ä  und  B,  so  soll  durch  AB  nicht  nur 
die  absolute  Länge  der  zwischen  Ä  und  B  begriffenen  endlichen 
Strecke,  sondern  auch  der  Sinn  der  Bewegung  auf  dieser  Strecke 
vom  erstgeschriebenen  zum  zweitgeschriebenen  Punkte  ausgedrOckt 
werden.  Demnach  ist  BÄ  von  absolut  gleicher  Lange  aber  von 
entgegengesetztem  Vorzeichen  wie  AB^  so  daß 

AB^  —  BA, 
oder  AB  +  BA  =  0*) 

Fig.isT.Befinden  sich  auf  einer  Geraden  drei  Punkte  A,  J5,  (7,  so  gilt  bei 

jeder  Lage  derselben 
Fiff.  187. 

*  AB  +  BC^Aa 

jj     t        ■       I    \ — ^ 

-A  Jf  C  1)  Liegt  B  zwischen  A  und  C, 

^ . so  drückt  die  Gleichung  den  Begriff 

-rf  C  J9      der  Addition  von  Strecken  aus. 

^       ^  ^  2)  Liegt  B  außerhalb  AB  über 

B  A  C      C  hinaus,  so  folgt  die  Behauptung 

aus  der  Addition  von 
ABr^AC^GB    und    BC^-CB. 
3)  Liegt  B  über  A  hinaus,  so  folgt  sie  aus 

BC^BA  +  AC    und    AB^--BA. 
Man  kann  obige  Gleichung  auch  schreiben 

AB  +  BC+GA^O. 
Es  ergibt  sich  leicht  für  beliebig  viele  Punkte 

AB  +  BG-] \'LM  +  MN^AN, 

oder  AB  +  BG+'"  +  LM+  MN+  NA  —  0. 

265.  Wenn  sich  eine  nach  beiden  Seiten  unbegrenzte  Gerade 
in  einer  Ebene  um  einen  ihrer  Punkte  dreht,  so  beschreibt  sie  einen 
vdBJcommenen  Wmkdy  der  aus  zwei  Scheitelwinkeln  im  gewShnlichen 
Sinne  besteht  Sei  a  die  Anfangs-,  h  die  Endlage  der  Geraden,  so 
soll  der  beschriebene  Winkel  ab  heißen.  Da  aber  der  Dtehungs- 
sinn  durch  die  Angabe  „ab^'  nicht  bestimmt  ist,  so  kann  jeder  der 


^)  Diese  Gleicliung  und  die  Unterscheidung  von  AB  and  BA  rflhren  von 
K&stner  (1790)  her. 
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beiden  von  a  und  h  gebildeten  Winkel,  welche  sich  zu  einem  flachen 
(««25)  ergänzen,  verstanden  werden.  Die  entsprechende  Zweideu- 
tigkeit fand  bei  der  Geraden  nicht  statt,  weil  wir  die  endliche 
Strecke  AB  vor  dem  Reste,  einer  unendlichen  Strecke ;  auszeichnen 
konnten;  wir  yermeiden  nun  die  Zweideutigkeit  bei  dem  Winkel 
durch  seine  Verbindung  mit  einer  willkürlichen,  aber  unveränder- 
lich  angenommenen,  nicht  durch  den  Scheitel  gehenden  Geraden, 
welche  die  Strahlen  a&,  und  weitere  cd,.,  in  den  Punkten  A^  JB, 
C,  i>...  trifft,  von  denen  keiner  ins  Unendliche  fällt,  wenn  man 
die  schneidende  Gerade,  was  vorausgesetzt  werden  soll,  mit  keinem 
der  Strahlen  parallel  legi  Der  Winkel  ah  oder  cd...  soll  dann 
immer  derjenige  sein^  welcher  die  endlidie  Strecke  AB,  bezw.  CD... 
in  sidb  schließt,  und  es  soll  ihm  dasselbe  Vorzeichen  wie  AB,  CD... 
beigelegt  werden.  Daraus  kann  man  ganz  entsprechend  wie  bei 
den  Strecken  ableiten 

ö6=  — Ja,    ab  -{-ba^^O,  . 

a6  +  6c  -f" h  iw  -f-  ww  «=  an, 

a6  4-  6c  +  •  •  *  +  i*w  +  ^^*>  +  wa  «-  0. 

Da  keiner  dieser  Winkel  den  unendlich  fernen  Punkt  der  schnei- 
denden Geraden  enthält,  so  ist  dies  auch  nicht  bei  einer  Summe 
von  Winkeln  der  Fall,  welche  mit  je  einem  gemeinschaftlichen 
Schenkel  aneinander  gereiht  werden,  und  es  kann  daher  auch  eine 
Summe  solcher  Winkel  nicht  über  einen  flachen  Winkel  oder  zwei 
Rechte  hinaus  gehen.  Der  Sinus  eines  Winkels  hat  daher  stets  das 
Vorzeichen  des  Winkels. 

Ganz  entsprechende  Sätze  gelten  von  den  Winkeln  zwischen 
den  Ebenen  eines  Ebenenbüschels. 

266.  In  der  projektiven  Geometrie  wird  ein  Punkt  C  auf  einer 
Geraden  nicht  durch  seinen  Abstand  von  einem  festen  Punkte  der- 
selben bestimmt,  sondern  durch  das  Verhältnis,  nach  welchem  er 
eine  Gnindstrecke  AB  der  Geraden  teilt  Als  beide  Abschnitte  be- 
zeichnet man  AC  und  CB,  deren  Summe  AC  -j-  CB  '^  AB  ist, 
und  ihr  VerhäUnis 

ÄC  _ 

heißt  das  Teilungsvo'haltnis  oder  der  Moduhis  des  Pmüctes  C.  Man 
erkennt,  daß  das  Teilungsverhältnis  positiv  ist,  wenn  die  beiden 
Teile  gleichen  Süm  besitzen,  C  also  innerhalb  AB  liegt,  negativ, 
wenn  außerhalb.  Rückt  C  von  A  durch  die  Mitte  von  AB  nach 
B,  so  nimmt  k  alle  Werte  an  von  0  durch  +1  bis  +  ^;  ^^d 
rückt   dann  C  von  B  weiter  durch  das  Unendliche   und   auf  der 
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andern  Seite  wieder  nach  A^  so  durchlauft  k  alle  Werte  wn  —  oo 
durch  —  1  bis  0, 

DwrA  die  gegebene  Grundstrecke  AB  und  das  TeäungsverhäUnis 
X  ist  der  Punkt  G  eindeutig  bestimtnt.    Denn  aus 

.        AC^ äC AO 

CB~  CA  +  AB^  AB-^  ÄO 

folgt  AC^j~AB, 

daher  ist  AC  nach  SLan  und  Gr5ße  eindeutig  bestimmt. 

267.   Atrfg.  Auf  der  Strecke  AB  einen  Punkt  C  durch  Kon- 
struktion  tu  hesHnmen^  dessen  Teüungsverhältnis  AC:  CB  ^  l  ge- 
geben ist. 
^i».        Aufl.  Man  ziehe  durch  A  und  B  «wei  parallele  Gerade,  trage 


Fig.  ISS. 


I 


auf  ihnen  nach  einem  be- 
liebigen Maßstabe  BD*^ 


>v^  —  1  und  AC  —  A  auf,  so 

\  ^^x^  schneidet  DC  den  Punkt 

V  '^'^^-^  C  ein.     Es    sind   so   die 


\  ^^ 


// 


f/v 


Punkte  C  für  ;i  —  0,  i,  1, 

-Zf^-^^^C^ ^^^Ä     zeichnet 

y  /  i       »  868»    Befinden    sich 

^^^    /  auf    einer    Geraden    vier 

\   /  Punkte  Ay  B,  C,  1),  so 

1 1  nennt  man  das  7erhältnis 

^1  der     Teilungftverhaltnisse 

der  Punkte  C  und  D  auf 
AB,  d.  i. 

das  Doppekerhältnis  der  vier  Punkte,  worin  AB  die  Grundstrecke, 
C  der  erste  und  D  der  zweite  Teilungspunkt  ist,  und  bezeichnet  es 
abgekürzt  dureh  (AB CD). 

Man  kann  24  Doppelverhaltnisse  der  vier  Punkte  aufstellen, 
weil  man  24  Permutaiionen  mit  ihnen  bilden  kann;  dieselben  haben 
aber  nur  sechs  Terschiedene  Werte. 

869.  Wird  ein  Winkel  ab  durch  einen  aus  seinem  Scheitel 
gezogenen  Strahl  c  geteilt,  so  versteht  man  unter  dem  Teilungs- 
verhältnis des  Strahles  c  den  Wert 

sin  ac 
&in  cb 

Auf  den  absoluten  Wert  des  Sinus  hat  es  keinen  Einfluß,  welclier  von 
den  durch  ac  oder  cb  bezeichneten,  sich  zu  180®  ergänzenden  Winkeln 
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genommen  wird.  Das  Vorzeichen  des  Verhältnisses  hängt  von  der 
Lage  der  schneidenden  Geraden  ab  und  stimmt  mit  demjenigen  von 
ÄC :  CB  überein  (265) ;  es  ist  daher  positiv,  wenn  0  innerhalb  AB 
liegt,  sonst  negativ.  Das  Vorzeichen  wechselt  also  mit  der  Lagen- 
änderung der  schoeidenden  Geraden. 

Andererseits  versteht  man  miter  dem  IhppdverhäUnis  von  vier  in 
einer  Ebene  dnrch  denselben  Ponkt  gehenden  Strahlen  a,b,Cjd  den  Wert 
sin  ae    sin  ad        /  -,    j\ 

Dasselbe  ist  nicht  nur  der  Große,  sondern  auch  dem  Vorzeichen 
nach  unabhängig  von  der  Lage  der  schneidenden  Geraden.  Denn 
liegen  c  und  d  in 'ein  und  demselben  der  beiden  von  a  und  h  ge- 
bildeten Winkel,  so  sind  auf  der  schneidenden  Geraden  die  Punkte  w 
G  und  jD  entweder  beide  innerhalb  oder  beide  außerhalb  AB]  in 
beiden  Fällen  aber  haben  das  Teilungsverhältnis  von  e  und  das  von 
d  gleiche  Vorzeichen,  und  das  Doppelverhältnis  ist  positiv;  negativ 
findet  man  es  dagegen,  wenn  c  und  d  in  den  verschiedenen  Win- 
keln ah  liegen. 

270.  Schneidet  man  ein  Strahlenbaschel  Siahc  . . .)  durch  einef^.u». 
in  seiner  Ebene  liegende  nicht  durch  „. 

S  gehende  Gerade  9,  so  entsteht 
eine  Pimktreihe  ABC...  Man nexmt 
dann  das  Strahlenbüschel  S  und  die 
Pxmktreihe  g  petspMVf  g  einen 
Schnitt  des  8\  man  sagt,  daß  8  die 
g  projicire  oder  ihr  Schein  sei.  A 
und  der  durch  ihn  gehende  Strahl 
a,  ebenso  B  und  b  u.  s.  w.  heißen  enP 
sprechende  oder  homologe  Elemente. 
Die  Punktreihe  und  das  Strahlen- 
büschel heißen  auch  projektiv  und 

zwar  auch  noch  dann,  wenn  man  sie  getrennt  hat,  während  man 
die  erste  Lage  die  Perspektive  nennt  Es  leuchtet  ein,  daß  die 
Reihenfolge  entsprechender  Elemente  in  beiden  projektiven  Gebüden 
dieselbe  sein  muß. 

271.  In  einer  Punkfo'eUie  und  einem  damit  projektiven  Strahlen- 
häschd  ist  das  BoppeherhäUnis  von  vier  Tunkten  A,  B,  C,  D  gleich 
dem  gleichgeordneten  BoppdverJuütnisse  der  vier  entsprechenden  StraJüen 

a,  h^  Cy  dj  d.  i. 

AC  ^  AD  Bin  ac  ^  sin  ad 

~CB  '  DB  ~  \mTh  '  sin  db  ' 

oder  {ABCD)^{abcd). 

Wienqr,  Lehrbnoh  der  darstelloiiden  Oeomeirie.  15 
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PJ8.1B9.  Sei  Q&mlich  h  die  too  S  Siut  äBCD  gefällte  Senkrechte,  so 
ist  AC'h  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ACS,  behaltet, 
mit  dem  Vorzeichen  Ton  AC,  indem  h  absolut  genommen  werden 
soll.  Bezeichnet  mau  die  absolut  genommenen  Sirecken  SA,SJi... 
bezw.  mit  a,  b, . . .,  so  ist  ac  sin  ac  ebenfalls  der  doppelte  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  AGS^  behaftet  mit  dem  Vorzeichen  von  ninac, 
also  demselben  wie  von  AC  (265).    Daher  gilt 

AC*h  "*  aesin  qc, 
und  entsprechend  CB  -h^^eh  sin  ch  u.  s.  w.    Daher  auch 
AO  'h  ^  AD  -  h        ac  ftin  ae  ^  ^d  wn  ad 
CB"T*Ä  '  VBh  ""  ehniich  '  db  muTh^ 

woraus  der  Satz  folgt 

272.  Wird  ein  Strahlenbüachel  ahc..^  durch  zwei  Gerade  in 
den  Punktreihen  ABG..,  und  A'B'C...  geschnitten,  so  nennt 
man  die  beiden  I\mktr€ihen  perspektiv^  und  diejenigen  Punkte,  wie 
A,  A!f  entsprechend,  welche  auf  demselben  Strahle,  a,  liegen.  Die 
aus  dieser  ihrer  Perspektiven  Lage  gebrachten  Punktreihen  heißen 
immer  noch  projektiv.    Es  gilt  fQr  dieselben 

(ABCD)^{ÄB'C'I/) 
denn  jedes  dieser  Doppelverhältnisse  ist  >»  {ab  cd). 

Auf  alle  Gründgebilde  ausgedehnt^  entsteht  der  Begriff:  Zicei 
GrYundgdjüde  sind  fnii  einander  per^pekiivj  wenn  eines  durch  das 
andere  projicirt  wird  oder  sein  Schnitt  ist  (wie  Punktreihe  und 
Strahlenbüschel,  Punktreihe  und  Ebenenbüschel ^  StrahlenbOschel 
und  Ebenenbüschel),  oder  wenn  beide  durch  dasselbe  dritte  projicirt 
werden  (zwei  Pni^reihen  durch  dasselbe  Strahlen-  oder  Ebenen- 
büschel, zwei  Strahlenbüschel  durch  dasselbe  Ebenenbüsehel),  oder 
wenn  beide  dasselbe  dritte  projiciren  (zwei  Strahlenbüachel  dieselbe 
Punktreihe,  zwei  Ebenenbüschel  dieselbe  Punktreihe  oder  dasselbe 
Strahlenbüschel).  Die  Begriffe  „entsprechend''  und  „perspt^tii/'  gelten 
auch  hier,  wie  vorher. 

Ganz  wie  bei  den  beiden  Punktreihen  wird  in  jedem  Falle  be- 
wiesen,   daß    bei   projektiven    Grundgebilden    ABC . . .,   abc . . ., 
ABC ...  die  gleichgeordneten  Doppelverhältnisse  von  vier  Paaren 
entsprechender  Elemente  einander  gleich  sind,  d.  i. 
(ABCD)  —  (abcd)  —  (ABOD). 

Ein  Strahlenbüschel  z.  B.,  welches  ein  Schnitt  eines  Ebenen- 
büschels ist,  ist  perspektiv  mit  demjenigen  Strahlenbüschel^  wel- 
ches die  Winkel  der  Ebenen  enthält,  dessen  Ebene  also  senkrecht 
auf  der  Axe  des  Ebenenbüschels  steht.  Beide  Strahlenbüschel  pro- 
jiciren  dieselbe   auf  der  Schnittgeraden    ihrer  Ebenen  durch  das 
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Bbenenbüschel  gebildete  Punktreibe,  woraus  die  Formel  für  Strahlen- 
und  Ebenenbüschel  folgt 

273.  Es  ergibt  sich  nun  leicht:  1)  Wenn  in  einem  einförmigen 
Grundgebilde  drei  Elemente  gegeben  sind;  und  das  DoppelverhältniS; 
welches  bei  einer  gegebenen  Reihenfolge  ein  viertes  mit  jenen  bildet^ 
so  ist  das  vierte  eindeutig  bestimmt 

Seien  zunächst  in  einer  Punktreihe  drei  Elemente  Ä,  B,  C  und 
f&r  D  das  Doppelverhälhiis 

gegeben,  so  ist  das  Teilungsverhältnis  AD:  DB  ^^  X  hekanni;  und 
dadurch  D  eindeutig  bestimmt  (266).  Bei  einem.  Strahlenr  oder 
Ebenenbüschel  lege  man  eine  schneidende  Gerade^  ^  suche  zu  ihren 
Schnittpunkten  mit  den  drei  gegebenen  Elementen  aus  6  den  vierten 
Punkt;  durch  diesen  geht  dann  das  gesuchte  vierte  Element 

2)  Wenn  von  zwei  projektiven  Grundgebilden  drei  Elemente 
Ä,B,C  des  einen  bezw.  in  den  entsprechenden '«)£',<>  des  anderen 
liegen,  so  liegt  auch  jedes  vierte  Element  D  des  ersten  in  dem 
entsprechenden  d  des  zweiten  Gebildes.  Denn  wegen  der  Projektiv 
vitit  ist  (AB CD)  »»  (ab cd).  Bezeichnet  mah  nun  dsB  in  d  liegende 
Element  des  ersten  Gebildes  mit  i/,  so  ist  wegen  der  Perspektiven 
Iiage  {ABCDf)  ^  {abed),  daher  auch  (ABOD)  —  (ABCD^).  Dann 
liegt  aber  nach  1)  2)  in  IX  und  in  d. 

'Sind  beide  Gebilde  gleichartig,  z.  B.  Punktreihen,  so  decken 
sie  sich,  sind  sie  ungleichartig,  so  liegen  sie  perspektiv. 

274. 1)  Zwei  projektive  Punkt-  F^.m 

reiben  ^*«^  ^^• 

g{ABCD...)mdg'{ÄB'C'D^...) 
liegen  perspektiv,  wenn  zwei  ent- 
sprechende Punkte,  wie  A  und  A\ 
sich  decken.  Schneiden  sich  die 
Geraden  BB'  und  CG'  in  8,  so 
liegen  beide  Reihen  mit  demselben 
Strahlenbüschel  8  perspektiv.  Denn  wegen  Projektivitat  und  Per* 
spektivitat  ist 

8(ABCD)'^{ABCD)—{ÄB'C'D^^8(A'S^(rD^)r^8{AB0Dr\ 

letzteres,  weil  8A  mit  8A\  8B  mit  8B',  80  mit  SC  zusammen- 
fallea  Wegen  der  Gleichheil  des  ersten  und  des  letzten  Ausdrucks 
fallen  auch  SD  und  SIT  zusammen  (273,  1))^  d.  h.  die  Punkte 
eines  beliebigen  vierten  Paares  liegen  auf  demselben  Strahle  aus  S. 

2)  Zwei  projektive  Strahlenbüschel  8  (abc.)  und  8'  (ab'c\  .)w».iii. 
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Flg.  141.  liegen  perspektiv,  wenn  sie  sich  in  der- 

selben Ebene  befinden  und  zwei  entspre- 
chende Strahlen,  wie  a  und  a'y  sich  decken. 
Denn  schneiden  sich  h  und  V  in  B^  c 
und  c  in  (7,  so  wird  entsprechend  wie 
Torhiu  bewiesen  y  daß  beide  Strahlen- 
büschel  mit  der  Punktreihe  BC^  also  unter 
sich  perspektiy  liegen. 

3)  Zwei  Ebenenbüschel  h  (ABOD . . .) 
und  K  {A^'BlCfl}' , , .)  liegen  perspektiv,  wenn  zwei  entsprechende 
Ebenen  A  und  A'  sich  decken.  Dann  schneiden  sich  beide  Axen  h 
und  h\  etwa  in  S\  B  und  B'  mögen  sich  in  &,  C  und  O'  sich  in  c 
schneiden,  wobei  h  und  c  durch  8  gehen,  so  liegen  beide  Ebenen- 
büschel mit  den  Strahlenbüscheln  he  perspektiy,  dessen  Scheitel  8  ist 
Vermittelst  dieser  Sätze  ist  man  im  Stande,  zwei  gleichartige 
projektive  Grandgebilde  in  Perspektive  Lage  zu  bringen. 

275.  Äufg.   Eine  FwifJctreihe  g  (ABC . . .)  und  ein  damit  po- 
jektives  Strählenbüsdid  8 (abc ...)  in  Perspektive  Lage  m  bringen. 
«*i*«-  «.     -..  Äufl,  1.  Die  endliche  Strecke  AB 

enthalte  nicht  C  und  ebenso  BG  nicht 
A.  Dann  beschreibe  man  in  einer  durch 
g  gelegten  Ebene  auf  der  einen  Seite 
der  Geraden  g  über  der  Strecke  AB 
einen  Kreisbogen,  welcher  denjenigen 
von  beiden  Winkeln  ab  faßt,  welcher  c 
nicht  enthält;  und  ebenso  auf  derselben 
Seite  von  g  über  BC  einen  Kreisbogen, 
welcher  denjeuigen  Winkel  be  faßt,  der 
a  nicht  enthält,  woraus  a6  +  6c<180^ 
folgt.  Beide  Bogen  schneiden  sich  außer 
in  ihrem  gemeinschaftlichen  Punkte  B  noch  in  einem  Punkte  S\ 
Denn  würde  der  zweite  Schnittpunkt  auf  der  anderen  Seite  von  g 
durch  die  Ergänzungsbogen  in  einem  Punkte  T  geschehen,  so  müßte 
^  ATC^^  ATB  +  ^  BTC~  180^  —  a&  +  180^  -  6<?  >  180^ 
sein,  während  doch  ^  J.7(7<  180^  ist.  Legt  man  nun  das  Strah- 
lenbüßchel  abod...  mit  a,  6,  c,  bezw.  in  8' A,  8'B,  S'C,  so  liegt 
auch  D  auf  d  n.  s.  w.  (273,  2)).  Wählt  man  die  andere  Seite  von 
g,  so  erhält  man  den  Scheitel  8"  als  zweite  Auflosung.  8' 8"  wird 
durch  g  senkrecht  halbirt. 
Pig.  HS.  Aufl.  2.  Man  trage  auf  einem  Strahle  des  Büscheb,  etwa  auf  a, 
die  8BiA^  =  CBA  (8Bi  ^  CB,  B^A^  -»  BA)  auf,  ziehe  B^B^  |  c, 
schneide  sie  mit  b  ki  B^y  ziehe  AjjBg,  welche  die  c  in  €^^  trifft^  .so 
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ist  A^B^ :  B^C^  =  Ä^B^  :B^8.  Nun  trage  Fig.  U8. 

man  auf  Äj^B^  die  ÄxB^'^'  Ä^B^  auf, 
ziehe  B^B"  ||  a,  sclineide  de  mit  &  in  JS', 
ziehe  durch  S  eine  Gerade  WÄ^B^,  welche 
die  a  und  c  bezw.  in  Ä'  und  G'  trifft,  so 
ist  offenbar  ÄB^C  die  Auflösung.  Ver- 
tauscht man  einmal  den  Sinn  des  Auf- 
tragens,  so  erhält  man  die  zweite  Auf- 
lösung Ä'Bl'CT'  II  ÄB:G\  ' 

Zvtö.  Eine  Punktreihe  bringt  man  zu 
einem  Ebenenbaschel  in  Perspektive  Lage, 
wenn  man  sie  zu  einem  Strahlenbüschel  desselben  perspektiy  legt. 

276.  Aufg.  Ein  Strahienbüsdiel  S  [abe . . .)  wnd  ein  damit  pr(h 
jeUwes  Ehenenbüschd  h  (ABC . . .)  in  persfektive  Lage  m  hingen. 

Aufl.  Man  schneide  das  Ebenenbüschel  h  durch  eine  zu  h  senk- 
rechte Ebene  in  dem  Strahlenbüschel  Hy  das  mit  8  projektiv  ist. 


Fig.  144. 


Man  bringe  nun  8  und  H  in  einer 
Ebene  durch  Deckung  zweier  ent- 
sprechenden Strahlen  in  Perspektive 
Lage;  g  sei  ihr  perspektiver  Schnitt. 
Zieht  man  dann  einen  Kreis  durch 
die  beiden  Scheitel  H  und  8^  dessen 
Mittelpunkt  auf  g  liegt;  welcher  die 
g  in  Q  und  J?  schneide,  so  sind  8Q=^q  und  SR^^^r,  sowie 
^Q  =  Q  und  HR  =  r  zwei  Paare  auf  einander  senkrechter  sich 
entsprechender  Strahlen.  Daher  stehen  auch  die  entsprechenden 
Ebenen  Q  und  B^  welche  q  und  r  entbaltefi;  auf  einander  senk- 
recht. Nun  lege  man  das  Strahlenbflschel  8  so  in  dasjenige  J5^ 
daß  q  in  q  und  Q,  r  in  /  und  B  fallt,  und  zwar  derart,  daß  ein 
anderes  Paar  entsprechender  Strahlen  a  und  a  (nebst  A)  sich  in 
demselben  rechten  Winkel  befinden.  Dann  liegt  a  entweder  in  dem 
spitzen  Winkel  a'q'  oder  in  ar\  findet  ersteres  statt,  so  drehe  man 
das  Strahlenbüschel  8  um  seinen  Strahl  r,  bis  a  in  die  Ebene  A 
fallt,  was  dabei  in  zwei  Lagen  eintreten  wird.  Da  zugleich  q  die 
Ebene  Q  beschreibt  und  r  in  B  bleibt,  so  befinden  sich  in  jenen 
beiden  Lagen  drei  Elemente  von  8  iu  den  entsprechenden  von  7»,  also 
sind  dann  8  und  h  perspektivT  Liegt  a  in  dem  a'r,  so  dreht  man  um  q. 
277.  8at0.  Zwei  einförmige  Grundgdnlde,  bei  denen  jedem  Eh- 
metite  des  einen  eines  des  andern  als  entsprechend  eugemesen  ist,  und 
bei  denen  das  DoppdverliaUnis  aus  vier  beliebigen  Elementen  des  einen 
gleich  dem  gleicJigeordneten  der  vier  ent^ecJienden  Elemente  des  andern 
ist,  sind  projektiv. 


yig.iu. 


Digitized  by 


Google 


230  VI,  S77-2BO.  ProjfltktiTe  Geometrie. 

Seien  uämlich  AB  CD  . . .  xitid  ab  cd  ...  die  Grundgebitde,  so 
ist  {ä(B€D)  ^^  (abcd).  Legt  man  nun  das  erste  so>  daß  A,  B,  G 
bez^.MQ'«;  hy  c  fallen  (274—276);  so  enthalte  das  Element  d  de» 
7iWiten  dasjenige  B'  des  ersten  Gebildes,  und  ea  ist  wegen  der 
JifgÄfpektiven  Lage  (ABC ff)  —•  (ahcd).  Daher  auch  (ABCD)  •• 
[aBCD'I  und  D  fällt  in  TT  und  rf  f273,  1)). 

Die  projektive  Beeiehufig  gweier  einförmigen  Grrundgd>Ude  wird 
dadurch  hergestellt,  daß  man  dreien  Elementen  Aj  B,  C  des  emm  drei 
hdidnge  a,  h,  c  des  andern  als  entsprechend  zuweist,  und  dann  za  einem 
vierten  D  das  entsprechende  d  sucht,  indem  man  (ABCD)  »>  {abcd) 
setzt  (278,  l))y  oder  indem  man  beide  Gebilde  in  Perspektive  Lage 
bringt,  so  daB  a,  bj  c  bezw.  durch  A,  By  C  gehen;  dann  geht  auch 
d  durch  D. 

278.  Zwei  einförmige  Grundgebilde,  wekfi4i  mit  einem  dritten  pro- 
jekiiv  sindy  sind  es  auch  unter  einander.  Denn  seien  ABCD . , .  und 
abcd . . .  mit  ABCD  . . .  projektiv,  so  ist 

(ABCD)  —  (ABOD),     (a&cd)  —  (ABCD)/ 
daher  (ABCD)  =«  (abcd), 

und  beide  Gebilde  sind  projektiv  (277). 

Ebenso  sind  von  einer  Reihe  von  Gebilden  zwei  beliebige  unter 
einander  projektiv,  wenn  es  jedes  mit  einem  vorhergehenden  isi 

Die  Projektivität  zweier  Gebilde  mit  beliebig  vielen  Elementen 
mag  80  ausgedrückt  werden: 

^{ABCDEF . . .)  =  (ahcdef . . .). 

279«  Jedes  einförmige  Grundgebilde  wn  vier  Elefncnten  ist  pro- 
jekiiv  mit  seiner  Permutatian,  tvelche  durch  Vertausümng  zweier  be- 
lidngen  Elemente  desselbefi,  sowie  der  zwei  übrigen,  entsteht,  Oder 
68  ist 

(ABCD)  —  (BADC)  —  (CD  AB)  —  (DCBA), 

.,  AC    AV  _BD    BÖ_CA     CB_DR    DA 

^*^*  CB  '  DB  ~  DA  '  CA  ~  AD  '~BD~BC  '  AC" 

280.   Betrachten   wir   einige  EU^nen4e  und  Lagen  projektiver 

Gebilde. 
vig.146.  ^  j^  Ein   Sirahlen  büBchel  5,  das  eine 

Punktreihe  g  projicirt,  besitzt  einen 
mit  g  parallelen  Strahl  q,  den  man  den 
Parallelstrahl  nennt;  derselbe  projicirt 
den  unendlich  fernen  Punkt  Q  der  Punkt- 
reihe. 

Projicirt  man  zwei  Pimktreihen  g 
und  g'  aus  S  auf  einander,  so  schneidet 
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der  mit  g  parallele  Btrahl  q  die  c(  in  (jf^  so  daß  Q  der  g'  dem 
onendlich  fernen  Punkte  Q  der  g  entsprichi  Man  nennt  (jf  des 
Gegenpunkt  der  /.  Ebenso  ist  B  der  Gegenponkt  der  g  und  ent« 
spricht  dem  unendlick  fernen  Punkte  R  der  ^.  In  gwei  projektiven 
RinlUreihen  hat  das  Produkt  des  Ahstandes  eines  I\mktes  B  der  einen 
Beihe  von  ihrem  Otgenpunkte  B,  in  den  Abstand  des  entsprechenden 
Punktes  B'  der  andern  BeQie  von  deren  Gregenpmkte  Q\  also  BB-B'Q^ 
für  alle  Paare  entsprechender  Punkte  denselben  Wert  p*,  welcher  die 
projektive  Potenz  der  beiden  Beihen  heißt. 

Der  Beweis  wird  durch  (ABQB)  «»(A'B'QfR),  indem  Q  uüd 
R  im  Unendlichen  liegen,  oder  geometrisch  geführt.  Ähnliche 
Dreiecke  liefern 

SgiBB^RQfiSB 
oder  AB  •  A'Q'  —  BB  •  RQf  ^^. 

Dreht  man  die  ^  um  Al^  so  bleibt  sie  stets  mit  g  in  perspektiyer 
Lage,  und  ihr  E^ojektionsmittelpunkt  &  beschreibt  einen  Kreis  um 
22,  und  liegt  stets  auf  der  Parallelen  BB  zu  g\  Denn  dann  ver- 
schiebt sich  nur  das  Parallelogramm  ABSQ'y  indem  S  der  Schnitt- 
punkt Ton  Q(^  und  BB  bleibt 

281.  Zwei  projektive  Punktreihen  heißen  ähnlieh,  wenn  sie  pa^ 
rallele  Schnitte  eines  und  desselben  Strahlen büscheis,  oder  beliebige 
Schnitte  eines  Parallelstrahlenbfischels  sind.  Zwei  entsprechende 
Strecken  haben  dann  ein  unveränderliches  Verhältnis,  das  Jhfilieh- 
keitsverhältnis,  die  Gegenpunkte  liegen  im  Unendlichen,  oder  die 
unendlich  fernen  Punkte  entsprechen  sich.  —  Parallele  Schnitte 
eines  Parallelstrahlenbüschels  sind  gleiche  Pmiktreihen. 

282.  In  zwei  projektiven  Strahlen bü schein  8  und  8'  gibt  es  stets 
zwei  auf  einander  senkrechte  Strahlen  q,  r  des  einen,  denen  zwei 
ebenfalls  auf  einander  senkrechte  Strahlen  g[,  r'  des  andern  ent- 
sprechen, welche  die  JRec&^ttJka^paor^  heißen.  Denn  legt  man.  die 
Büschel  in  einer  Ebene  in  Perspektive  Lage,  indem  man  zwei  be*- 
liebige  entsprechende  Strahlen  zur  Deckung  bringt  (wie  die  beiden 
Büschel  8  und  H  in  Fig.  144),  bestimmt  den  Perspektiven  Schnitt 
g  beider  Büschel  und  legt  ans  einem  Punkte  der  g  einen  Ereis  durch 
8  und  8\  welcher  die  g  v^  Q  und  i{  schneidet,  so  sind  die  nach 
Q.  und  B  laufenden  Strahlen  g,  t  und  j,  r  die  Rechtwinkelpaare. 
Wenn  aber  g  ins  Unendliche  fallt,  oder  wenn  8  und  8'  symme- 
trisch in  Bezug  auf  g  liegen,  sind  beide  Büschel  kongruent,  und  je 
zweien  rechtwinkligen  Strahlen  des  einen  entsprechen  auch  zwei  solche 
des  anderen. 

Die  Rechtwinkelpaare  spielen  dieselbe  Bolle,  wie  der  unendlich 


Digitized  by 


Google 


232 


VI,  282—28».   ProjektiTe  Geometrie. 


ferne  und  der  Gegenpunkt  bei  Ponktreihen.  Die  entsprechende  Be- 
ziehung ist: 

tg  ar  •  tg  dq  «» tg  &r  •  tg  Vq. 
Dieselbe  kann  analytisch  aus  dem  Doppelyerhältnis  der  Sinus  ab- 
geleitet werden,   ei^bt    sich   aber,  vielleicht  noch  übersichtlicher, 
geometrisch,  wenn  man  die  Büschel  dadurch  in  Perspektive  Lage 


Fig.  146. 


Fig.  147. 


VN     ^«^ 


Fic.uc.  ^_  ^^^  bringt,  daß  man  r  und  r  zur  Deckung  bringt, 

worauf  der  Perspektive  Schnitt  g  ^»  ABB  mit 
2  und  q  parallel  läuft  Der  Satz  folgt  dann 
aus  den  Gleichungen 

^B  =  SB  tg  ar  =  8'B  cot  dq, 
BB  =  SB  tg  hr  =  S'B  cot  Vq. 
Fig.uT.  "  283.   Aufg.  In  0icei  prqjdctivm,  in  einer 

Ebene  liegenden,  aber  nidd 
Perspektiven  Punktreihen  g 
und  g\  wdche  durch  drei 

Paare  entsprechender 
PunkU  ABC,  A' FC  ge- 
geben sind,  sfu  einem  vier- 
ten Punkte  D  der  einen 
^  den  entsprechenden  If  der 

anderen  zu  konstruiren, 

Auß.  Die  Strahlen- 
büschel   A{ÄBC'..) 
und ^'(^BC...),  welche 
aus  zweien  der  gegebenen 
entsprechenden  Punkte  -4, 
il'  jedesmal  die  andere  Punktreihe  projiciren,  sind  projektiv   und 
perspektiv,   weil   zwei   witsprechsnde  Strahlen  AÄ   und  Ä  A  zu- 
sammenfallen.   Ihre  Perspektive  Schnittlinie  i  geht  durch  die  Schnitt- 
punkte der  entsprechenden  Strahlen  AB',  AB  und  AG\  ÄC,  und 
ist  durch  sie  bestimmt.     Auf  i  müss^i  sich  auch  AB  und  Alf 
treffen  y  wodurch  Bf  erhalten  wird. 

In  dem  Schnittpunkte  von  g  und  /  sind  zwei  nicht  entspre- 
cjiende  Punkte  F,  Gr  vereinigt,  deren  entsprechende  F,  O  sich 
durch  dieselbe  Konstruktion  als  auf  i  liegend  ergeben.  Daher  ist 
i  oder  F'G  unabhängig  von  der  Wahl  jenes  Punktepaares  AA, 
und  es  müssen  sich  daher  auch  BC  und  B'C  ßxd  i  treffen,  und 
27  wird  auch  durch  B^D,  BBf  bestimmt,  i  tbeißt  die  Perspektive 
Aae  der  Reihen  g  und  ^^ 

Man  konstruire  die  Qegenpunkte  Q"  und  Jß;  <^B  und  die  un- 
endlich ferne  QB!  müssen  sich  auf  i  trefifon,,  daher  Q'JB;]|i  söin. 


\ 
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Fig.  148. 


284,  Äufg.  In  zwei  projeküven  in  eifier  Ebene  liegenden,  a6ßriifi4«. 
nicht  perspeküven  Strahlenbüsdieln 
S  und  8\  welche  durch  drei  Paare 
entsprechender  Strahlen  ahc,  a'Vc 
gegeben  sind,  gu  einem  vierten 
Strahle  d  des  einen  den  entspre- 
chenden d'  des  andern  eu  Tcon- 
struiren. 

Aufl.  In  ganz  entsprecheoder 
Weise,  wie  in  der  vorigen  Nr., 
fidnd  die  Ponktreihen  a  {a'  V  c) 
und  a' (abc)  projektiv  und  per- 
spektiv,  weil  die  entsprechenden 
Punkte  aa'  und  a'a  sich  decken. 
Ihr  Projektionsmittelpunkt  J  wird 
als  Schnittpunkt  der  beiden  Ge- 
raden ab\  ab  und  ac,  ac  ge- 
funden. Auf  einem  Strahle  aus  J  liegen  auch  ad  und  ad\  wo- 
durch d'  bestimmt  ist. 

Den  in  SS'  vereinigten  Strahlen  f,  g'  entsprechen  die  Strahlen 
S'J^=^f  und  SJ^^Qy  wie  die  Konstruktion  ergibt.  J  ist  also  un- 
abhängig von  der  Wahl  der  Strahlen  a,  a,  daher  müssen  auch  bc'j 
b'c  und  bd\  Vd  u.  s.  w.  durch  J  gehen.  J  heißt  der  Perspektive 
Mittelpunkt  von  S  und  8\ 

285.  Das  Gesetz  der  Beciprocität  oder  DuaiitäL  Alle  Sätze  über 
projektive  Eigenschaften  zerfallen  in  zwei  Gruppen,  derart  daß 
jedem  Satze  der  einen  ein  solcher  der  anderen  gegenübersteht,  der 
aus  ihm  hergeleitet  wird,  wenn  man  gewisse  Begriffe  durch  andere 
ersetzt  und  umgekehrt  Diese  sich  gegenseitig  ersetzenden  Begriffe 
und  die  durch  eine  solche  Yertauschung  aus  einander  abzuleitenden 
Sätee  nennt  man  reciprok  oder  dual,  und  das  Gesetz  der  Yertau- 
schung heißt  das  Gesetz  der  Bedprociiät  oder  der  DuaiitäL  Im  Räume 
sind  Punkt  und  Ebene,  Punktreihe  und  Ebenenbüschel  reciproke 
Gebilde,  die  Gerade  ist  mit  sich  selbst  reciprok,  nämlich  die  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte  mit  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen. 
Diese  Yertauschbarkeit  wird  später  allgemein  nachgewiesen.  Bei 
den  folgenden  einfachsten  reciproken  Sätzen  ist  sie  selbstverständlich. 

Zwei  Punkte  Ä  und  B  bestim-         Zwei  Ebenen  A  und  B  bestim- 
men eine  Gerade  AB.  men  eine  Gerade  AB. 


Drei  Punkte  A,  B,  G,  welche 
nicht  auf  derselben  Geraden  liegen, 
bestimmen  eine  Ebene  ABC. 


Drei  Ebenen  A,  B,  C,  welche 
nicht  durch  dieselbe  Gerade  gehen, 
bestimmen  einen  Punkt  ABC. 


Digitized  by 


Google 


234 


VI,  286-  38».   FrojttktiTe  Geometrie. 


Zwei  Gerade  a  und  b,  welche 
einen  Punkt  gemein  haben ^  liegen 
in  einerlei  Ebene  ab. 

Ein  System  von  Geraden^  die 
nicht  alle  durch  denselben  Punkt 
gehen,  wovon  aber  eine  jede  jede 
andere  schneidet;  liegen  in  der- 
selben Ebene. 

In    der  Ebene    stehen  sich 
gegenüber. 

Zwei  Punkte  A  und  B  bestim- 
men eine  Gerade  AB. 

Wir  fQgen  hier  die  reciprok 
eeks  und  Vlerseits  an. 

Unter  einem  vollständigen  ebefien 
Vierecke  versteht  man  vier  Punkte 
in  einer  Ebene  (die  Ecken),  und 
die  sechs  Verbiiulangslinien  je 
zweier  (die  Seifen),  Gegenseiten 
nennt  man  zwei  solchci  welche 
in  keiner  Ecke  zusammentre£Fen; 
ihr  Schnittpunkt  heißt  Diagonal- 
punkt oder  NeSbenecke.  Es  gibt 
drei  Paare  von  Gegenseiten  und 
drei  Nebenecken.  Die  Verbin- 
dungslinien je  zweier  heißen  Neben- 
Seiten,  Die  Nebenecken  und  Neben- 
seiten bilden  das  Polar'  oder 
Nebendreieck  des  vollständigen 
».rig  151.  Vierecks;  so  JEFO  von  ABCD, 


Zwei  Gerade  a  und  b^  welche 
in  einerlei  Ebene  liegen ;  haben 
einen  Punkt  ab  gemein. 

Ein  System  von  Geraden,  die 
nicht  alle  in  derselben  Ebene 
liegen,  wovon  aber  eine  jede  jede 
andere  schneidet,  gehen  durch 
denselben  Punkt 
Punkt   und   Gerade  als  reciprok 

Zwei  Gerade  a  und  b  bestim- 
men einen  Punkt  ab, 
en  Begriffe  des  vollständigen  Vier- 
Unter  einem  voUsiändigen  Amen 
Vierscite  versteht  man  vier  Ge- 
rade in  einer  Ebene  (die  Seiten), 
und  die  sechs  Schnittpunkte  je 
zweier  (die  Ecken).  Oegenecken 
nennt  man  zwei  solche,  welche 
nicht  auf  derselben  Seite  liegen; 
ihre  Verbindungslinie  heißt  Dia- 
gonale oder  Nißbcnseite,  Es  gibt 
drei  Paare  von  Gegenecken  und 
drei  Nebenseiten.  Die  Schnitt- 
punkte je  zweier  heißen  Neben- 
ecken. Die  Nebenseiten  und  Neben- 
ecken bilden  das  Polar-  oder 
Nebendreiseit  des  vollständigen 
Vierseits;  so  FMJ  von  AB,  BC, 
CD,  DA. 


IL  Barmcmisohe  Gebilde. 

286.  Man  nennt  vier  Elemente  eines  einförmigen  Grundgebildes 
vier  harmonische  Elemente  oder  ein  harmonisches  Oebilde,  wenn  es 
irgend  eine  Verbindungsweise  gibt,  für  welche  ihr  Doppelverhältnis 
gleich  der  negativen  Einheit  ist. 

Betrachten  wir  zunächst  eine  Punktreihs  ABCD,  und  gelte 

so  sind  die  vier  Punkte  harmonisch.   Aus  der  Gleichung  folgt,  daß 
auf  der  Grundstrecke  Aß  die  Teiiungsverhältnisse  von  C  und  D 
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cntgegengeeetzte  Vorzeichen  besitzen,  daß  also  der  eine  Punkt  ein 
innerer,  der  andere  ein  äußerer  ist  Die  absoluten  Werte  X  beider 
Teilangsyerhaltnisse  sind  einander  gleich ,  und  man  kann  sich  daher 
leicht  eine  Vorstellung  von  den  gegenseitigen  Lagen  der  Punkte 
machen.  Sei  Oder  innere  „.       .  ifig.utf. 

Punkt  und  befinde  sich  ^  ^  — 

derselbe  zuerst  als  C^      -j- J^    l     f     ^    Ja  i^  A 

in^,soi8tA-ö,daher      ^  ««    «      ^^     ^*    5^/V  ^ 

liegt  auch  D^  in  A.  Bückt  C  gegen  B  nach  C^,  so  rQckt  D  iu 
entgegengesetztem  Sinne  nach  D^]  gelangt  C  in  die  Mitt«  M  von 
AB  Dach  (7g;  so  kommt  2>  ins  Unendliche  U  nach  D^;  liegt  O^ 
zwischen  M  und  J9,  so  liegt  D^  zwischen  17  und  B  und  endlich 
fallen  0^  und  Dg  in  £  zusammen. 

Betrachtet  man  CD  als  Grundstrecke,  so  ist,  da  (279) 

{ABCB)^(aDAB), 

das  letztere  Doppeiyerhältnis  eben&Us  «s  — •  i;  ftlr  jede  Annahme 
anderer  Grenzpunkte  der  Grundstrecke  wird  aber  das  Doppeiyer- 
hältnis positiy,  weil  dann  die  Teilungspunkte  beide  innere  oder 
beide  äuXiere  sind. 

Man  nennt  A  und  J?,  sowie  G  und  D  MugeorchietB  Pmikte;  es 
sind  dies  also  diejenigen,  welche  durch  die  anderen  getrennt  sind. 
Man  sagt  auch:  A  und  B  sind  durch  C  und  D  harmanisdk  getrennty 
oder  durch  zwei  Gerade  oder  zwei  Ebenen,  welche  durch  C  bezw. 
D  gehen. 

887.  Zwei  hamwnisehe  Oebüde  sind  mit  einander  prqjdcHvj  denn 
sie  besitzen  gleiche  Doppelyerhäitnisse  ( —  1).  Ein  Strahlen-  oder 
ein  Ebenenbüschel  mit  yier  Elementen,  welche  yier  harmonische 
Punkte  projiciren,  sind  aus  demselben  Grunde  harmonisch.  Auch 
hier  sind  diejenigen  beiden  Elemente  zugeordnet,  welche  durch  die 
beiden  anderen  getrennt  sind. 

28S.  Bildet  tnan  aus  vier  hartnoniechen  Elementen  eines  Orund- 
gAüdes  AB  CD  ein  neues  durch  Vertausehiung  giceicr  zugeordneten 
Elemente,  so  ist  dieses  ebenfalls  harmofiiscK.    Denn  aus 

AG   Ap       _  - 
e^\^  BC   BD  .  ,     AB    AO  ^ 

oder  (ABCD)  -^  (BAGD)  —  (ABDG)  «-  -  1. 

Und  umgekehrt:  Entstdd  aus  einem  einföt-migen  Grundgd)iUie 
von  vier  getrennten  Elementen  ABCD  durch  Vertauschung  sweier, 
e.  B.  von  C  und  D,  ein  neues  ABDG,  welches  mit  jenem  projektiv 
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ist,  SO  sütd  beide  hartncmiscl^,  und  die  vertausckkn  Elemente  sind  m- 
geordnete.    Denn  es  ist  dann 

CB'  DB'^  DB'  CB' 
Bezeichnet  man  das  erste  Doppelverhältnis  mit  ö,  so  ist  das  zweite 
1 : 6,  und  es  ergibt  sich 

6=l:ö,  tf*  =  1,  4y  =  +  1. 
0  e»  4*  1  ^9^  gegen  die  Voraussetzung;  denn  dann  wären  die  Tei- 
luugsverhältnisse  von  ü  und  D  auf  J.B  einander  gleich^  und  C  und 
2)  würden  zusammenfallen  (266)^  wären  also  keine  getrennten  Ele- 
mente. Daher  kann  nur  <l  »=  —  1  sein,  das  Gebilde  ist  harmonisch 
und  C  und  D  sind  zugeordnet. 

289.   Drückt  man  in  der  Gleichung 

ÄC   ÄD  ,       j        CB  DB 

CB' DB  ^     "^^^     AC  AU 

alle  Stücke  aus  durch  Abstände  yon  ein  und  demselben  der  yier  Pnnkte, 

etwa  von  A,  dessen  Zeichen  man  in  die  Nenner  gebracht^  setzt  daher 

GB=CA+AB^-äC+äB,   DB^DA+AB'^-AD+AB, 

so  erhält  man 

^1  M^^-i  —^       9J ±.mJ^ 

^'^AC        ^       AD^      "^  AB~  AC'^  AV* 

Daher:  Wenn  die  Stredce  AB  hamioniscl^  durdi  C  und  D  geteilt  wird, 
so  ist  der  redproJce  Wert  von  AB  das  arithmetische  Mittel  der  rcci- 
proken  Werte  van  AG  und  AD.  Man  nennt  AB  die  mittlere  har- 
motvische  Proportionale  von  AC  und  AD. 

eine  Reihe  gleichweit  von 
einander  entfernter  Punkte, 
so  daß  AB  ---  BC  — 
ÜD  —  . . .  =  6,  und  ist 
ÄB!C'Dl...  eine  damit 
projektive  Punktreihe,  sind 
Q  und  1{  die  unendlich 

fernen  Punkte  der  Reihen,  so  haben  die  Abstände  vom  Gegenpunkte 

B  nämlich  BA,  RB,  BC . . .  bezw.  die  Werte 

a,    a  +  6,    a  +  26,    a  +  3^1  •  •  • 

und  diejenigen  von  Q'  nämUch  Q'A:,  (^Bl,  (^C ...  die  Werte  (280) 
iL     .Jt—         P'  P'        ... 

Für  a  «>  &  entstehen  die  Verhältnisse 

Q'Ä  :  QB" :  Q'C  :  «'ir  :   •  •  «  1 :  4  :  i  :  t  ••• 
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Fig.  161. 


.Weil  ÄBCQ,  BCDQ.GDEQ,  ...  (286)  und  daher  auch  JL'iTG'^, 
B'C'iy  Q^j  C'IXE'Qf . . .  je  vier  harmonische  Punkte  sind,  nennt  man 
die  ganzen  Reihen  •ABG...Q,  AB^C'...Q'  harmonische.  Der 
Name  harmonisA  rührt  daher,  daß  man  ein  Monochord  nach  dem  Ver- 
hältnisse dreier  auf  einander  folgenden  Werte  der  Reihe  1;  |,  •)-, 
i,  ...  teilen  muß,  um  einen  harmonischen  Dreiklang  hervorzu- 
bringen. 

391.  Sind  Ä,  B^  G,D  die  Eckpunkte  eines  vollständigen  Vierecks^Fi«  isi. 
so  ergeben  sich  die  drei  Nebenecken: 
E  aus  AB,  CB\  F  aus  AG,  BD] 
G  ans  AD,  BG,  und  die  Nebenseite 
EG  wird  von  den  durch  F  gehenden 
Gegenseiten  in  S  und  J  getroffen. 
Dann  wird  die  Punktreihe  AGFJ 
aus  D  in  die  Punktreihe  GEHJ^  aus 
B  in  EGHJ  projicirt,  woraus  O  HE 

(AGFJ)  =  (GEH!)  =  {EGEX), 
daher  sind  diese  Punktreihen  harmonisch  (288).    Dasselbe  gilt  von 
dem  Strahlenbüschel  F{EGHJ).    Betrachtet  man  AB,  BG,  CD, 
DA  als  die  Seiten  eines  vollständigen  Yierseits,  so  sind  BD,  EG, 
AG  seine  Nebenseiten.    Man  kann  daher  folgende  Sätze  aussprechen. 


In  einem  vollständigen  Vier- 
ecke (ABGD)  werden  in  jeder 
Nebenecke  (z.  B.  F)  zwei  Neben- 
seiten (FE,  FG)  durch  xwei 
Gegenseiten  {AG,  BD)  harmo- 
nisch getrennt 


In  einem  vollständigen  Vier- 
seite {ABr  BG,  GD,  DA)  werden 
in  jeder  Nebenseite  (z.  B.  EG) 
zwei  Nebenecken  {H,  J)  durch 
zwei  Gegenecken  (E,  G)  harmo- 
nisch getrennt 


292.  Vier  Strahlen  eines  Büschels  sind  harmonisch,  wenn  zwei 
Strahlen  die  Winkel  der  beiden  anderen  halbiren  und  daher  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Denn  eine  schneidende  Gerade,  die  mit 
dem  einen  der  auf  einander  senkrechten  Strahlen  parallel  ist,  schneidet 
in  vier  harmonischen  Punkten,  indem  ein  Punkt  im  Unendlichen 
und  einer  in  äer  Mitte  der  zwei  letzten  liegt. 

293«.  Aufg.  Zu  drei  gegebenen  Zu  drei  gegebenen  Strahlen 
Punkten  A,  B,  G  einer  harmoni-  a,  b,  c  eines  harmonischen  Strah- 
schen  Punktreihe  den  vierten,  dem 


G  zugeordneten  Punkt  D  zu  be 
stimmen. 


lenbüschels  den  vierten,  dem  c 
zugeordneten  Strahl  d  zu  be- 
stimmen. 

Aufl.  zu  links,    1)  Sind  (statt  A,  B,  G)  E,  G,  H  die  gegebenen  Fig.i5i, 
Punkte,  so  ziehe  man  durch  H  eine  willkürliche  Gerade,  nehme 
auf  ihr   willkürlich   die  Punkte   B  und  D  an,   ziehe   EB,   GD, 
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welche  sich  in  Ä]  ED,  GB,  welche  sich  in  C  schneiden;  so  be- 
stimmt ÄC  den  vierten  dem  H  zugeordneten  Punkt  J,     2)  Man 


Flg.  162. 


Flg.  158. 


J^S 


/ 


VHg.  168. 


>- 


]^K^,.^' 


Fig.  Ifti. 


/ 

/ 


Fig.  164. 


Fi«.  1K6. 


Fig.  166. 


Fig.  160. 


Fig.  166. 

"K  /  V 


ziehe  durch  A  und  J3  zwei  parallele  Gerade, 

trage  auf  der  einen  in  passender  Länge  wlC  »» 

AUt  auf,  ziehe  CG'  und  schneide  sie  mit  der 

durch  B  gehenden  Parallelen  in  E^  so  geht 

Eiy   durch    den    Punkt  2).     Denn  ABGB 

ist  eine  Projektion  der  harmonischen  Reihe 

AooC'iy  aus  J&.  —  Ist  C  ein  innerer  Punkt^ 

so  liegt  J)  auf  der  gemeinschaftlichen  äußeren 

Tangente,  der   beiden    Kreise,   welche 

aus  A  und  B  durch  C  gelegt  sind.    Ist 

G  ein  äußerer  Punkt,  so  liegt  D  anf 

der    gemeinsamen    inneren    Tangente 

zweier  Kreise,  welche  aus  A  und  B 

bertShrend  an  eine  durch  C  gezogene 

Gerade  gelegt  sind. 

Aufl.  »u  rechts.  l)SeimF(H,J,E) 
die  drei  Strahlen,  so  nehme  man  auf 
FE  den  Punkt  E  willkürlich  an,  ziehe 
durch  E  willkürlich  zwei  Strahlen, 
welche  die  FH  und  FJ  in  B,  D; 
A,  G  schneiden,  so  bestimmen  BC 
und  AD  den  Punkt  G  und  den  vier- 
ten Strahl  FG.  2)  Man  schneide  das 
Strahlenbüschel  durch  eine  zu  a  pa- 
rallele Gerade,  welche  b  und  c  in  jS 
und  C  trifft,  trage  auf  jener  Geraden  BD*^  GB 
ab,  so  ist  8D  der  gesuchte  Strahl. 

294.  Sind  von  vier  harmmiischen  BunkteH 
A,  B,  G,  D  einer  Geraden  zwei  einancier  nicht  gur 
geordnete  A,  D  fest,  dagegen  B  und  G  leweglidi, 
$0  beschreiben  beide  Punkte  projektive  Reihen.  Denn 
legt  man  durch  A  eine  andere  Gerade  mit  vier 
harmonischen  Punkten  A,  B",  C,  ZX,  zieht  2)2/, 
wählt  darauf  einen  beliebigen  Punkt  0,  so 
bestimmen  B^O,  G'O  auf  AD  zwei  Punkte 
J?,  G  von  der  verlangten  Art  Beschreibt  0 
eine  Punktreihe^  auf  DD\  so  beschreiben  B 
und  C  damit,  also  auch  unter  einander  pro- 
jektive Reihen. 
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29&.  Übungsaufgaben. 
Von  einem  Büschel  S  von  vier  Von .  einer  Reihe  g  Ton  ?ier 
harmonischen  Strahlen  a,  b,  e,  d,  harmonischen  Punkten  A,  ByC,  D, 
bei  denen  a  nnd  b  einander  zu-  bei  denen  Ä  und  B  einander  bu- 
geordnet  sind,  ist  der  eine  a  ge-  geordnet  sind,  ist  der  eine  A  ge- 
geben und  Yon  jedem  anderen  geben  und  von  jedem  anderen 
ein  auf  ihm  liegender  Punkt  ein  durch  ihn  gehender  Strahl 
J3,(7,i);denScheitel5de8Büschel8  b,  c^  d]  die  Gerade  g  der  Reihe  zu 
2u  finden.  finden. 

HL   Involution;  ünaginftre  Elemente. 

296.  Wenn  auf  einer  Geraden  zwei  projektive  Punktreihen  Yer-Fig.i67. 
einigt  sind,  so  ist  jeder  Punkt  der  Geraden  sowohl  ein  Punkt  der 

Fig.  167. 

"■ "^ — b  nX  ^  <t 


^'^  .  ?■  r      ^  j^^ 


einen,  als  der  anderen  Reihe.  Entspricht  nun  einem  Punkt  A  der 
Geraden,  wenn  man  ihn  als  Punkt  der  ersten  Reihe  ansieht,  der 
Punkt  Al  der  Geraden  als  Punkt  der  zweiten  Reihe^  und  entspriclit 
zugleich  dem  Ay  als  Punkt  der  zweiten  Reihe,  Ä  als  Punkt  der 
ersten,  so  sagt  man,  A  und  AI  mtspirtäkm  sich  dappdt.  Gilt  dies 
Ton  allen  entsprechenden  Punkten,  so  nennt  man  die  Punktreihen 
invckitariselk  Hegend  oder  invölutorisch  oder  in  Involution  befmälicl^^ 
nennt  auch  die  beiden  vereinigten  Reihen  eine  involtUorisc/ie  I^nkt- 
reäie.  Entsprechende  Benennungen  wendet  man  unter  entsprechender 
Bedingung  auf  zwei  Strahlenbüschel  an,  welche  denselben  Punkt 
und  dieselbe  Ebene  zu  Tragern  haben,  und  auf  zwei  Ebenenbüschel 
mit  derselben  Axe.  Zwei  ungleichartige  Gebilde  heißen  invöluto- 
risch, wenn  das  eine  mit  dem  Schnitte  seines  Trägers  durch  das 
andere  Gebilde  invölutorisch  liegt.'  Zwei  sich  doppelt  entsprechende 
Elemente  nennt  man  einander  eugeordnet,  involutariscJ^  gepaart  oder 
ein  Eleme^itenpaar. 

297.  Zwei  projektive  einförmige  Grundgebilde  liegen  invölutorisch^ 
wenn  irgend  ewei  nicJit  smsammcnfaUende  FAeniente  {A  und  A')  sich 
doppelt-  entsprechen. 

Entspreche  irgend  einem  weiteren  Elemente  B  des  ersten  Ge- 
bildes das  Element  B'  des  zweiten,  so  gilt  nach  Nr.  279 
{AÄBB^)  -  (ÄAB^B). 
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Den  Elementen  JL,  Ä^  B  des  ersten  Gebildes  entsprechen  aber  nacii 
der  Voraussetzung  Ä\  Ä,  ß  des  zweiten,  also  auch  nach  dieser 
Gleichung  dem  If  des  ersten  das  B  des  zweiten  Gebildes,  oder  JB 
und  ß  entsprechen  sich  doppelt  und  die  Gebilde  sind  inyolutorisch. 
Fallen  A  und  Ä  zusammen,  so  ist  das  "B  des  zweiten  Ausdrucks 
unbestimmt.  A^  Ä  ist  dann  ein  auch  ohne  Involution  mögliches 
Doppelelement 

Bei  einer  inTolutorischen  Punktreihe  nennt  man  den  Punkt  0, 
welcher  dem  unendlich  fernen  0'  zugeordnet  ist,  den  MiUelfmkt 
der  InvoluUan,    In  ihm  fallen  die  beiden  Gegenpunkte  zusammen. 

Eine  Invohäian  ist  durch  gtvei  Elementeiipaare  AA\  BB"  gegeben, 
d.  h.  es  ist  dadurch  das  einem  weiteren  Elemente  G  zugeordnete 
Element  C  bestimmt.    Denn  (AÄ'BC)  =  (ÄABTC)  (273,  1)). 

298.  Zwei  inyolutorische  Grundgebilde  heißen  gleidikmfcndy 
wenn  ein  Element  des  einen  sich  in  demselben  Sinne  bewegt,  wie 
das  zugeordnete  des  andern,  sonst  ungUiMaufend  Ein  Dappd- 
dement  oder  Ordnnngselement  ist  ein  solches,  in  welchem  zwei  zu- 
geordnete Elemente  zusammenfallen. 

Zum  wngleiMcmfende  inwlutorische  einförmige  Orundgärilde  be- 
sagen zwei  DoppeUlemente  MN,  zwei  gleichlaufende  keines.  Zicei 
zugeordnete  Elemente  B,  B!  werden  im  ersteren  Fälle  durch  zwei  andere 
zugeordnete  Ay  Ä  eingeschlossen,  im  letzteren  Falle  getrctmi. 

Fig.  168. 


'-^     ^'  r .,  V  j.  V 


O' 


Fi«.  158        A  und  Ä  teilen  das  Gebilde  in  zwei  Teile  AÄ  und  A-Ä. 

Fig.  ft)  Während  bä  einer  ungleichlaufenden  Involution  ein  bewegliches 
Element  B  den  Teil  AÄ  durchläuft,  durchläuft  das  zugeordnete 
Element  B"  in  ^tgegengesetztem  Sinne  denselben  Teil  A'A.  In 
diesem  Teile  muß  daher  eine  Begegnung  in  einem  Doppelelemente 
stattfinden  und  das  Elementenpaar  BB'  yon  A  und  Ä  eingeschlossen 

Fig  b)  sein.  Ein  zweites  Doppelelement  liegt  in  A  •  Ä,  Bei  gleich- 
laufender Involution  dagegen  durchläuft  B  den  Teil  AÄ  und  zu- 
gleich B'  den  anderen  Teil  Ä  •  A,  Dabei  entsteht  kein  Doppel- 
element und  zwei  zugeordnete  Elemente  B  und  B'  sind  durch  A 
und  Ä  getrennt 

299«   Da  im  Mittelpunkte  0  der  kiTolution  die  beiden  Gegen- 
pnnkte  vereinigt  sind  (297),  so  gilt  (280) 
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oA'Oa:^obos  ^p\ 

und  y  heißt  die  Totem  der  Involutian.  Sind  M  und  N  die  beiden 
Doppelpunkte^  wovon  also  jeder  zwei  zugeordnete  Punkte  M  und 
M\  bezw.  N  und  N'  in  sich  vereinigt,  so  ist  auch 

und  OM  —  OJ?'-«  +  I/ÖJToZ"—  +!>• 

Die  beiden  Doppelpunkte  liegen  also  auf  entgegengesetzten  Seiten 

und  in  gleichen  Abständen  von  dem  Mittelpunkte  der  Involution. 

Seien  entsprechend  bei  einem  invohUorischm  StrMenbüsdkd  r^ 
ein  rechtwinkliges  Strahlenpaar,  so  ist  nach  Nr.  282,  indem  man 
sich  in  ersterem  r  und  q^  in  letzterem  /  und  q  vereinigt  denkt, 

tg  ar  •  tg  aV  a«  tg  ir  •  tg  fc'r, 
und  fOr  die  DoppelsträMen  m  und  n 

tg  mr  «"  tg  nr  =*  +  |/tg  ar  .  tg  ar. 
Es  bilden  also  die  Doppelstrahlen  gleiche  Winkel  mit  jedem  Schenkel 
r  und  /  des  Rechtwinkelpaares. 

300.  Konjtigirte  imaginäre  Elemente.  Bei  ungleichlaufender  In- 
volution sind  Ä  und  Ä'  durch  0  und  (X  eingeschlossen;  OA  und 
OA'  haben  daher  gleiche  Vorzeichen  und  ihr  Produkt,  oder  die 
Potenz  jo*  ist  positiv.  Bei  gleichlaufender  Involution  sind  A  und  Ä 
durch  0  und  (/  getrennt;  OA  und  OA'  haben  daher  ungleiche  Vor- 
zeichen und  ihr  Produkt  oder  p*  ist  negativ.  Daher  ist  auch  im 
ersten  Falle  0M^=  ON^^p  reell ,  im  zweiten  imaginär,  was  damit 
übereinstimmt,  daß  nach  Nr.  298  im  ersten  Falle  Doppelpunkte 
(verzeichenbare)  bestehen,  im  zweiten  nicht  Man  kann  sie  daher 
im  zweiten  Falle  nicht  verzeichnen,  nennt  sie  aber  dennoch  be- 
stehend, jedoch  imaginär. 

Man  gewinnt  dadurch  den  Vorteil  übereinstimmender  Bezeich- 
nung, indem  man  involutorischen  Gebilden  unter  allen  Umstanden 
zwei  Doppelelemj^nte  zuschreiben  kann,  die  bei  entgegengesetztem 
Sinne  der  Punktreihen  reell,  bei  übereinstimmendem  imaginär  werden. 
Im  ersten  Falle  kann  man  sie  unmittelbar  verzeichnen,  in  beiden 
Fällen  sind  sie  aber  durch  die  Involution  gegeben. 

Sucht  man  bei  einer  gleichlaufenden  involutorischen  Punktreihe 
die  zwei  gleichweit  vom  Mittelpunkte  0  entfernten,  aber  entgegen- 
gesetzt liegenden,  sich  also  nicht  deckenden  zugeordneten  Punkte« 
M  und  M\  so  ist 

OJtf .  OM'  ^OM'ir-  OM)  —  —  OM^  —  OA  -  OA  — /, 

was  wegen  des  negativen  p^  reell  wird.    Man  nennt  J/  'usdfilif;  die 

Wlentr,  Lahrbaoh  der  daxstcllwiden  G«om«trie.  16 j» 
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idedlm  DoppelpunJUe  der  gleichli^nfenden  Inyolation.  Sie  bestimmeii 
die  ganse  InTolution,  weil  sie  den  Mittelpunkt  0  von  MM'  als 
dem  unendlich  fernen  ff  zugeordnet  feststellen;  während  Ton  den 
reellen  Doppelpunkten  M{My  M')  und  N{Jf,  IT)  schon  jeder  ein 
Punktepaar  angibt. 

Die  beiden  imaginären  Doppelelemente  einer  gleichlaufenden 
Involution  heißen  konjugirte  imaginäre  Elemenk  und  sie  sind  stets 
durch  zwei  Elementenpaare  einer  gleichlaufenden  Involution  ge- 
geben.*) Zwei  konjugirte  imaginäre  Punkte  liegen  daher  stets  auf 
einer  reellen  Geraden ,  zwei  solche  Strahlen  gehen  durch  einen 
reellen  Punkt  und  liegen  in  einer  reellen  £bene,  zwei  solche  Ebenen 
gehen  durch  eine  reelle  Grerade.  Wir  werden  später  sehen,  daß 
man  imaginäre  Elemente^  wie  reelle^  zur  Konstruktion  benutzen  kann. 
Je  nachdem  f^  positiv^  Null  oder  negativ  ist;  erhält  man  bei 
der  Punktreihe  und  ebenso  bei  dem  Strahlen-  und  Ebenenbüschel 
zwei  getrennte  reelle,  zwei  zusammenfallende  reelle^  oder  zwei  ge- 
trennte imaginäre  Doppelelemente. 

SOI.  Zwei  zugeordnete  Elemente  eines  einförmigen  ungleichlau- 
fenden  involtUorisch^n  Ortindgebildes  sind  durch  die  Boppdetemente 
{Mund  N)  harmonisch  getrennt  Denn  es  ist  {MNAA')  ««  (MNA'Ä) 
(288).  Und  umgekehrt:  Alle  Paare  von  ElemetUen  Ä^Ä',  tvelche  durch  \ 

Bwei  feste  Elemente  M,  N  hw-moniseh  getrennt  stnd^   hUden  eine  un-  i 

gleichlaufende  Involution  mit  M  und  N  als  Doppelelementen.     Denn  ' 

dann  gilt  dieselbe  Gleichung ,  woraus  das  doppelte  Entsprechen  von  ' 

M,  Jf;  .V,  N]  Ä,  A!  folgt.  I 

302.    Aufg.    Von  eitler  involutarischen  Puhktreüie  g  sind  sfwei 

Punktqpaare  AJ^y  Bl/  gegeben;  man  soU  l)  den  Mittelpunkt  0  der 

Involution,   2)  die  Doppelpunkte  Jf,  N,  3)  den  einem  Punkte  C  mur 

geordneten  C  finden. 

»e.  IM.  Yw  169  ^^fi'    ^^  beschreibe  Kreise 

^_  über   AA'  und  Bff   als   Durch- 

messer;  beide  schneiden  sich  bei 
gleidilaufender  Involution  in  S,  S'\ 
dann  trifft  SS'  (die  Potenzb'nie  der 
Kreise)  die  g  in  0,  weil  0  der  ein- 
zige Punkt,  für  welchen  OA  •  0./!'= 
OJSOjr  — Ofif.OiS'  =  OS*(299); 
die  ideellen  Doppelpunkte  M  und 
N  sind  durch  OM  —  ON^  08  bestimmt,  C  durch  SC  ±  SC. 

*)  Diese  Art  der  Darstellung  des  ImaginUren  in  der  Geometrie  ist  v.  Staude 
(Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  Nflmberg  1856—60)  zu  verdanken.  Eine  er- 
weiternde Bearbeitung  gab  Herr  Lürcth  in  den  math.  Annalen  (1874,  B.  8,  S.li5). 
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Fig.  leo. 


Bei  ungleichlaufender  InvcloHon  Bchneiden  sieb  die  Kreise  nicht Vigieo. 
i|i  reellen  Punkteo;  man 
findet  dann  0,  indem 
man  einen  dritten,  jene 
beiden  Kreise  schneiden- 
den Kreis  zeichnet,  etwa 
.durch  B  und  I/;  er  treffe 
den  Kreis  AÄ'  in  D  und        / 

IX;   dann   schneidet   die      -jj 

Gerade  DD'    die   g   in 
0.     Denn   es    ist   dann 


,    .3 

OD'OD'^OA'OÄ^  ßX.^"^ 

OB-OJf.  Zieht  man  aas 

0  eine  Tangente  07  an  den  Kreis  AÄ  mit  dem  Berührungspunkte 
T,  so  ist  OM'^ON^OT,  weil  OI^^OAOA'.  Zieht  man 
(die  Potenzlinie)  OSS'  J.  jf,  nimmt  auf  ihr  einen  willkürlichen  Punkt 
8  an,  und  bestimmt  8'  so,  daß  S'Ä  J.  8A,  so  erhält  man  C  durch 
8'C' X SC.  Denn  aus  ahnlichen  Dreiecken  folgt  0A:0S-^08':  OÄ 
and  OC:  08  =  05' :  OCT,  daher  OC  •  OC  «=,  0^  :  0A\  -  Solche 
swei  getrennten  Punkte  5,  £^'  können  auch  im  ersten  Falle  an- 
gewendet werden. 

Die  entsprechende  Aufgabe  über  ein  involutarisches  Strahlen' 
häsdiel  wird  vermittelst  der  Involution  auf  einer  schneidenden  Ge- 
raden gelöst.  —  Später  werden  reciproke  Auflösungen  mittelst  eines 
Kegelschnittes  gegeben  Werden. 

IV«   Kollineation  ebener  Systeme. 

803«  Die  Gesamtheit  der  Punkte  und  Strahlen  in  einer  Ebene 
heißt  ein  ebenes  System;  die  Ebene  ist  ihr  Träger.  Die  Gesamtheit 
der  Strahlen  und  Ebenen,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  heißt 
ein  Si/rahienhündel,  der  Punkt,  sein  MätdptmJct,  ist  sein  Trager.  Es 
sind  dies  die  beiden  Grundgebilde  der  smeiten  Stufe.  —  Ein  ebenes 
System  wird  aus  einem  Punkte  außerhalb  desselben  durch  ein 
Strahlenbündel  projicirt,  und  ein  Strahlenbündel  durch  eine  Ebene,  . 
die  nicht  durch  seinen  Mittelpunkt  geht,  in  einem  ebenein  Systeme 
geschnitten. 

2j%oei  ebene  Systeme  sind  petspektiv,  wenn  sie  Schnitte  eines  und 
desselben  Strahlen  bündeis  sind;  bringt  man  sie  aus  dieser  Lage 
herans,  so  sind  sie  noch  JcoUinear  oder  m  Kollineation  befindlich. 
Zwei  StraJUetibündel  sind  perspektiv^  wenn  sie  ein  und  dasselbe  ebene 
System  projiciren;  aus  dieser  Lage  gebracht,  sind  sie  noch  pro- 
jektiv.    Wir  werden  die  Betrachtung  an  den  für  uns  wichtigeren 
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kollinearen  ebenen  Systemen  ausführen,  von  denen  sich  die  Ergeb- 
nisse leicht  auf  die  Strahlenbündel  übertragen  lassen.  Einzelnes 
über  KoUineation  haben  wir  schon  in  Nr.  180  f.  und  140  betrachtet* 
Der  Punkt^  aus  dem  sich  jswei  Perspektive  ebene  Systeme  auf  ein- 
ander projicireU;  heißt  der  KolUneationsmittelpufJct,  oder  das  Kolli- 
neationscentrum,  die  Strahlen  aus  demselben  Kollineationssirahlenj 
die  Scbpittgerade  der  beiden  Ebenen  die  Kollineatioiisaxe,  zwei  Punkte 
oder  zwei  Gerade,  welche  bezw.  von  einander  die  Projektionen  sind; 
enispreeJiend.    Es  gilt  dann  offenbar 

1)  jedem  Punkte  und  jeder  Geraden  des  einen  Systems  ent- 
spricht ein  Punkt,  bezw.  eine  Gerade  des  andern;  liegt  im  einen 
System  ein  Punkt  in  einer  Geraden,  so  liegt  im  anderen  der  ent- 
sprechende Punkt  in  der  entsprechenden  Geraden;  jeder  Punktreihe 
entspricht  eine  damit  projektive  Punktreihe,  jedem  Strahlenbüachel 
ein  damit  projektives  Strahlenbüschel; 

2)  die  Verbindungsgerade  zweier  entsprechenden  Punkte  Ä 
und  Ä  geht  durch  den  KoUineationsmittelpunkt; 

3)  Zwei  entsprechende  Gerade  a  und  a  schneiden  sich  auf  der 
EoUineationsaxe. 

Fig.161.         804.  Seien  die  Ebenen  E  und  E'  der  beiden  Systeme  in  senk- 
rechter Projektion  aaf  einer  zur  EoUineationsaxe  s  senkrechten  Ebene 

dargestellt,  sei  O  der  Eollinea- 
tionsmittelpunkt,  so  lege  man 
zu  jeder  der  Ebenen  eine  Parallel- 
ebene durch  O;  dieselben  pro- 
jiciren  die  unendlich  fernen  Ge- 
raden q  der  E  in  q   der  S'  und 
r  der  B'  in  r  der  E.   r  und  j 
heißen  die  Gegenaxen  der  E  bezw. 
"^       S  der  B'.    Sie  sind  parallel  zur 
EoUineationsaxe.  Es  entspricht 
dann  jedem    unendlich    fernen 
Punkte  der  einen  Ebene  ein  Punkt  der  Gegenaxe  der  anderen  Ebene, 
und  jedem  Parallelstrahlenbüschel  der  einen  ein  Strahlenbüschel  der 
anderen,  dessen  Mittelpunkt  in  deren  Gegenaxe  liegt 

305.  Dreht  man  von  zwei  Perspektiven  ebenen  Systemen  E  und  E' 
das  eine  E'  um  die  KolKneationsaxe  Sf  so  bleiben  Iteide  Systeme  per- 
spdctiv;  dabei  beschreibt  der  Kollineationsmtitelptmkt  O  einen  EreiSy 
dessen  Drehaxe  die  Gegenaxe  r  der  festen  Ebene  E  ist,  und  befindet 
sich  stets  in  einer  ßu  der  jedesmaligen  Lage  von  B'  parallelen  durch  r 
geftenden  Ebene  und  »war  derart,  daß  die  Eben&k  E'  und  Dr  von  der 
uinfangslage  aus  gleiche  WinJcelräume  beschriebest  haben. 
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Sind  nämlich  g  und  /  irgend  zwei  entsprechende  Glerade,  welche 
eich  daher  in  einem  Pnnkte  S  der  s  treffen,  während  ^  die  r  in  £, 
/  die  g[  in  (jf  schneide,  so  daß  R  und  ^  die  Gregenpunkte  von  g 
und  g'  sind,  und  ergänzt  man  R8Q'  zu  einem  Parallelogramme,  so 
ist  der  neue  Eckpunkt  der  perspektiye  Mittelpunkt  yon  g  und  / 
(280)  oder  der  Eollineationsmittelpunkt  O.  Dreht  man  nun  X'  samt 
/  um  Sj  so  heschreibt  Q  einen  Kreis  um  ^,  und  da  in  dem  Er- 
gänzungsparallelogramme  stets  BO#SQf  bleibt,  so  beschreibt  O  einen 
Kreis  um  r  und  ist  in  der  im  Satze  bezeichneten  Lage  der  Kollinea- 
tionsmittelpunkt  für  alle  Punkte  irgend  zweier  entsprechenden  Ge- 
raden g  und  g\  daher  für  die  ebenen  Systeme  X  und  X\ 

306.  Legt  man  S'  ganz  in  X  um,  so  gelangt  der  Kollineations-i^igiei. 
mittelpunkt  in  einen  der  beiden  Schnittpunkte  0  oder  0*  des  yon  D 
beschriebenen  Kreises  mit  E.  Da  auch  dann  B8QfO  seine  Gestalt 
als  Parallelogramm  bewahrt  und  also  0,  bezw.  0*  der  Kollineations- 
mittelpuukt  für  alle  Punkte  irgend  zweier  entsprechenden  Geraden 
g  und  g'  ist^  so  erhält  man  Mwei  in  einer  Ebene  vereinigte  perspektiv- 
hollineare  Systemey  welche  die  in  Nr.  303  unter  1),  2),  3)  angeführten 
Eigenschaften  besitzen.  In  dem  Kollineationsmittelpuvkte  sind  jedes- 
mal zwei  entsprechende  Punkte  yereinigt,  da  alle  durch  ihn  gelegte 
Geraden  sich  selbst  entsprechen.  Es  sind  dies  die  Punkte  0  und  (7, 
oder  0*  und  0*',  in  jener  auf  s  senkrechten  Ebene,  für  welche 
SO  —  80%  SO*  —  /SO*'  ist  Außer  dem  Kollineationsmittelpunkte 
entsprechen  noch  die  Pnnkte  der  Koüineatiansaxe  8  sich  selbst,  sonst 
aber  keine,  ausgenommen  in  dem  Falle,  in  welchem  D  auf  0(/, 
oder  auf  0*0*',  ins  Unendliche  rückt^  wo  dann  jeder  Punkt  mit  seinem 
entsprechenden  zur  Deckung  gelangt,  und  die  Systeme  kongruent  sind. 
.  Die  beiden  entstehenden  Lagen  der  yereinigten  Systeme  sind  in 
den  Fig.  163^  a)  und  b)  dargestellt.  In  der  ersten  sind  die  Gegen- v^m. 
axen  durch  0  und  5  eingeschlossen,  in  der  zweiten  schließen  sie  0* 
und  8  ein.  Aus  Fig.  161  ergibt  sich,  daß  die  Abstände  sr  -»  ^O 
«3  q'O^  und  sq  ^rO-=-^  rO,  oder  in  Fig.  162  ar^^q'O^-^  Oq 
(=.  —  0*j ),  egf^rO^-Orir-"  0*r)  sind;  oder  der  Aih 
stand  der  KoüineatUmsaxe  van  der  einen  Gegenaxe  und  derjenige  des 
Koüineationsmittdpunktes  von  der  anderen  Gegenaxe  sind  gleich  und 
entgegengesetfit  gerichtet. 

Dreht  man  yon  zweien  in  einer  Ebene  yereinigten  perspektiy- 
kollinearen  Systemen  das  eine  X'  um  s,  und  zugleich  die  Parallel- 
ebene Or  um  r  zurück,  indem  man  beide  stets  in  paralleler  Stellung 
erhält,.80  werden  die  Systeme  räumlich  perspektiy,  weil  das  in  der  yor. 
Nr.  erwähnte  Parallelogramm  BSQfO  stets  diese  Gestalt  behauptet, 
und  daher  D  stets  der  Kollineationsmittelpunkt  yon  X  und  X'  bleibt 
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807.  Zfoei  in  einer  Ebene  vereinigte  perspektiv-hollinrnrc  Systeme 
ftihren,  wenn  man  nicht  auf  ihre  Abhängigkeit  durch  gegenseitige 
raumliehe  Projektion  eurQckgeht^  su  dem  Begriffe  der  Prcjfküen  in 

Fig.  162. 


der  Ebene,  der  sich  aus  dem  ursprünglichen  Begriffe  der  Projektion 
nicht  unmittelbar  ergibi 

Zwei  solche  Systeme  bestimmen  sid%  geg^seitig,  so  daß  zu  jedem 
Punkte  des  eben  der  entsprechende  des  anderen  gefunden  werden 
kann, 
Fi«.i62a)b)  1)  wenn  die  KöUineatiensaxe  s,  der  Koüineationsmittdpunht  0 
und  an  auf  einem  KoUineationsstrahle  liegendes  Paar  entsprechender 
Pirnkte  Ä  and  Ä  gegeben  sind.  Man  erhält  dann  den  einem  Punkte 
B  entsprechenden  Punkt  JB',  wenn  mau  beachtet,  daß  der  Strahl  BS^ 
durch  0  geht  und  der  Schnittpunkt  von  AB  und  Ä'B'  auf  s  liegt. 

2)  Zwei  in  einer  Ebene  vereinigle  perspektiv-koUineare  Systetne 
siml  Itestimmt  durch  zwü  entsprechende  Dreiecke  ABC,  ÄB'C  (oder 
drei  Paare  entsprechender  Punkte),  für  wdd^  die  Verbindungslinien  ent- 
sprediender  Punkte  AÄ,  BS,  CG'  sich  in  einem  Punkte  0  (oder  0*X 
dem  Kollineationsmittdpuhkte,  schneiden.  Es  liegen  dann  auch  die 
drei  Schnittpunkte  entspreAender  Geraden  A^  von  BC  und  B^C,  B^ 
von  CA  und  C'A\  C^  von  AB  und  AB  auf  einer  Geraden  s,  der 
KoUineatiotisaxe.  • 

Es  können  nämlich  die  drei  Strahlen  aus  0  als  die  Projek- 
tionen der  Kanten  einer  dreiseitig -pyramidalen  Fläche  und  ABC 
und  A'RC  als  die  Projektionen  von  zwei  ebenen  Schnitten  der- 
selben   betrachtet  werden;   daher   muß   aneh  der  Schnittpunkt  A^ 
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Ton  BC  und  B^C  auf  der  Projektion  der  Schnittlinie  beider  sich 
schneidenden  Ebenen  liegen ;  ebenso  B^  und  C7^y  also  alle  drei  auf 
derselben  Geraden  8. 

3)  Zwei  in  einer  Ebene  vereinigte  perspektiv-hoUineare  Systeme 
sind  bestimmt  durch  Bwei  entsprechende  Dreiseite  ABC,  A'B'C  (oder 
drei  Paare  entsprechender  Geraden),  für  welche  die  SehntttpinAte  ent- 
sprechender Seiten  Ä^  vm  BC  und  BC,  B^  wm  CA  und  C'Ä,  C^ 
van  AB  und  A'B'  auf  einer  Geraden  s,  der  Kdüineaüensaxe  liegen. 
Es  schneiden  sich  dann  auch  die  drei  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  AA\  BB'  CC  in  einem  Ptinkie  0,  dem  KolUneatumsmütelr 

Es  kSnnen  nämlich  die  drei  Punkte  auf  ^  als  die  Projektionen 
dreier  Punkte  einer  Geraden  (s)  angesehen  werden  und  die  beiden 
Dreiseite  als  die  Projektionen  zweier  DreiseitC;  welche  in  verschie- 
denen Ebenen  liegen,  und  deren  Seiten  sich  [»aarweise  in  jenen  drei 
Punkten  der  {s)  schneiden.  Die  drei  durch  die  iswei  Seiten  jedes 
Paares  gelegten  Ebenen  bilden  eine  dreiseitige  Pyramide^  und  die 
Projektionen  der  Kanten  dieser  Pyramide  sind  AA\  BB  GC\ 
welche  sieh  daher  in  der  Projektion  0  der  Spitze  der  Pyramide 
schneiden  müssen. 

808.  Aufg.  2^  einem  Dreiecke  ABC  das  perspektiv^coüineare^^'^^^ 
ABC  m  bestimmen,  wenn  der  Koir 


lincationsmMelpuvkt  0,  die  Am  s  und 
ein  entsprechender  Punkt  Ä  oder  die 
Oegenaxe  r  gegeben  sind. 

Aufl.  Ist  Ä  gegeben,  so  ver- 
fahrt man  nach  Nr.  307.  Ist  r  gege- 
ben, so  hat  man  auf  jedem  durch 
0  gehenden  Strahle  ebenfalls  zwei 
entsprechende  Punkte,  nämlich  den 
Punkt  der  r  und  den  unendlich  fernen 
(der  r ).  Um  demnach  C  zu  be- 
stimmen, schneide  man  AC  mit  s 
in  jB,^  mit  r  in  B^\  diesem  JB,  ent-  ^- 
spricht  der  unendlich  ferne  Punkt 
auf  OB^,  Daher  ist  A'C  die  durch 
A^  parallel  zu  OB,  gezogene  Ge- 
rade. Auf  dieselbe  Weise  ist  jede 
Seite  von  ABC  bestimmt',  und 
man  hat  noch  die  Proben,  daß  AÄ, 
BB,  CC  durch  0  gehen. 

Aus   dem   Parallelismus   von  A'C 


Fig.  168. 


und   OB^  folgt  der   Satz. 
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Sind  g  und  g  etoei  entsprechende  Gerade,  r  und  q  die  Gegenaxen  in 
den  lemglichen  Systemen,  so  sind  die  Winkel  g'q  und  0(gr),  r  ein- 
ander gleich.  Auch  ist  A  OB^C,  ~  A  ÄB^C^  ^^  A  ^'^^^57  ^«™ 
B3,  O3  die  Schnittpunkte  der  CA,  AB"  mit  q\ 
Kg.i«a.  Erörterung  Ober  die  Lage  der  beiden  entsprechenden  Dreiecke  ABC 
und  A'B'C  Schließt  das  endliche  Dreieck  ABC  ein  Stück  der 
'Gegenaxe  r  seiner  Ebene  ein,  so  schließt  A'B'G'  ein  Stück  der  un- 
endlich fernen  Geraden  r  seiner  Ebene  ein.  ÄB*C'  ist  dann  kein 
endliches  Dreieck;  es  ist  durch  die  Schraffirung  der  Figur  angezeigt. 
Überhaupt:  ,,drei  Punkte  oder  drei  unbegrenzte  Gerade  einer  Ebene 
bilden  Tier  Dreiecke^  welche  die  ganze  Ebene  erfüllen,  und  yon 
denen  eines  endlich  isf  Man  untersuche  die  fünf  Fälle  für  A'B'C', 
in  denen  r  1)  das  endliche  Dreieck  ABC  nicht  schneidet,  2)  nur 
durch  einen  Eckpunkt  desselben  geht,  3)  es  schneidet,  ohne  durch 
einen  Eckpunkt  zu  gehen,  4)  es  schneidet  und  durch  einen  Eck- 
punkt geht,  5)  eine  Seite  enthalt. 


Vig.164. 


Fig.  164. 
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In  entsprechender  Weise  wird  zu 
einem  Quadrate  ABCD  xmt  diagona- 
ler Täfelung  die  entsprechende  Figur 
ABC'jy  gefunden;  gegeben  ist  der  dem 
unendlich  fernen  Punkte  E  entsprechende 
E''^  daraus  wird  gefunden  die  Gegenase  g , 
auf  «die  Mittelpunkte  F,  &  der  Strahlen- 
büschel,  welche  den  unendlich  fernen  Mit- 
telpunkten Fy  G  der  diagonalen  Parallel- 
Strahlenbüschel  entsprechen. 

309.  Die  kollineare  Beziehung 
zweier  ebenen  Systeme  ist  bestimmt, 
wenn  vieren  gleichartigen  Elementen 
des  einen  vier  mit  jenen  gleichartige 
des  anderen  in  willkürlicher  Weise  als 


entsprechend  zugeordnet  sind,  also 
vieren  willkürlichen  Punkten 
Aj  B,  C>  D  des  einen^  von  denen 
jedoch  keine  drei  auf  derselben 
Geraden  liegen,  vier  eben  solche 
Punkte  A\  JB',  C\  Bf  des  andern. 


vieren  willkürlichen  Geraden 
OfbyCfd  des  einen,  von  denen  jedoch 
keine  drei  durch  denselben  Punkt 
gehen,  vier  ebensolche  Gerade 
diVyCid'  des  andern. 


Man  findet  dann  den  einem  Punkte  TP  entsprechenden  P',\3n- 
dem  man  beachtet,  daß  entsprechende  Srahlenbüsthel  pfj)9eküv>eiiid 
(303,  1)),  und  vermöge 

A  {BCDF)  -  Ä  iBCD'P')y  B  (ACDP)  —  F  {A'C'J/T^) 
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die  beiden  Strahlen  ÄV\  SF  konstruirt  (284),  wodurch  F  be- 
stimnit  ist. 

Ebenso  wird  aas  den  vier  Paaren  von  Geraden  die  ffinfte  g' 
zu  g  konstruirt  vermittelst  der  Schnittpunkte  dg'  und  h'g\  welche 
sich  aus  den  projektiven  Punktreihen 

«  (6, Cy  d,g)  —  d  (fi',  c,  d\g),  b (a,  c,d,g)  =  V  (a,  c, d%g') 

ergeben. 

In  zwei  kollinearen  ebenen  Systemen  decken  sich  daher  alle 
Paare  entsprechender  Elemente,  wenn  dies  f0r  vier  Punktepaare 
oder  Geradenpaare  der  Fall  ist;  jedoch  unter  der  Voraussetzung,  daß 
in  jedem  Systeme  nicht  drei  der  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen, 
X>deT  nicht  drei  der  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen. 

Zus,  Zwei  ebene  Systeme  ÄVCKP  und  Ä'B'Cirr', 
welche  zu  einem  dritten  ÄBCDP  projektiv  sind,  sind  es  unter  ein- 
ander, weil  dann  Ä'iB'C'ffr)  =  A(BCDP)  und  Ä\B' C U' P') 
^A{BGDP)y  also  auch  Ä{BC'iyF')^Ä\jß'C"iy'F')  u. s.  w.  ist. 

810.  Awfg,  Zffiei  hoümeare  ebene  Systeme,  wdthe  durch  zwei  en^Pig  iw. 
sprechende    Vierecke  „.     ^ 

ABCD,   ÄBCD  ge^  '*'      ' 

gtben  sind,  in  perspekUve 
Lage  au  bringen. 

Aufl,  Man  suche  zu- 
erst die  Gegenaze  r,  bezw. 
q^  in  jedem  Systeme.  Ist 
JS  der  Schnittpunkt  von 
AB  und  CD,  E'  von 
AlB  und  CJy,  so  sind 
^JBi^il'JB'-B' zwei  pro- 
jektive Punktreihen;  de- 
ren Gegenpunkte  JB  und 
(i  man  bestimme  (283). 

Ebenso  suche  man  auf  QBE  und  CUfE'  die  Gegen  punkte  JR^  und 
Q/.  Dadurch  sind  die  Gegenazen  r  ^^BB^^,  q  —  Q'  Q^  bestinoDii 
Den  Kollineationsmittelpunkt  0  erhält  man  vermöge  des  Satxes 
der  Nr.  308  so,  daß  A  ORB^r^A  E'^Q^'  und  ff  vermittelst 
A  ff  (^  Qi  ^  A  EBB^.  Man  bekommt  dann  je  zwei  in  Bezug  auf 
r,  bezw.  q   symmetrische  Punkte  0,  0*  und  ff,  0*\ 

Nun  kann  die  Perspektive  Lage  hergestellt  weirden,  indem  man 
zwei  der  beiderlei  Kollineationsmittelpunkte  so  zur  Deckung  bringt, 
daß  die  entsprechenden  Seiten  der  angefahrten  ähnlichen  Dreiecke 
parallel   werden.     Es  ist  dies  in  vier  Lagen  möglich,  in  zweien, 
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.  wenn  (/  in  0  (Viereck  OYö/^' '^  II  V.£J?JB,0)  und  in  zweien, 
wenn  0*'  in  0*  (0*'Qf  Q^'E' ^  ^  EBR^O*)  liegt,  wobei  jedeBinai 
die  zweite  Lage  aus  der  ersten  durch  Drehung  um  0{0'),  besw.  0*(0*') 
um  180^  folgt.  Jedesmal  sind  die  Gegenaxen  einander  parallel,  und 
die  Kollineationsaxe  wird  durch  den  Schnitt  zweier  entsprechenden 
Geraden  bestimmt 

SIL  SatM.  In  mveien  in  einer  Ebene  vereinigien  perspektw-koHir 
nearen  Systemen  toird  aufjedenh  KoUineatUmsstrohle  die  Strecke  »wischen 
dem  Mittelpunkte  0  nnd  der  Axe  s  der  KoUmeation  durch  0wei  ent- 
sprechende  Funkte  in  demseR>en  DappelverhäHnisse  getheUt;  man  nennt 
dasselbe  das  charakteristisdte  DoppelverhaUnis  oder  die  Charakteristik 
d  der  Kollineation;  also  ist 

. »ig.i66.  {OA^ÄA')  ~XOB,BB) -=  d, 

wenn  Aq,  B^  . . .  auf  ^  liegen.    Denn  beide  Punktreihen  sind  per-, 
spektiy  aus  G^, 

Fig.  166. 

h 


Ist  9  positiv,  so  liegen  zwei  entsprechende  Punkte  A^  Ä  beide 
auf  der  Strecke  OA^  oder  beide  auf  0'A^\  ist  8  negativ,  so  Hegt 
der  eine  auf  0^,  der  andere  auf  0- Jq. 

Rückt  Ä  ins  unendliche,  so  geht  A  in  die  Gegenaze  r  nach  J3; 
rQckt  A  ins  unendliche,  so  geht  Ä  nach  (jf  m  q.    Daher  ist  auch, 

OÄ     OÄ 0^       _  \q       . 

AÄ^  '  ÄÄ,  ~"        ÄA  "*         Q^O  ~  ^' 

Auf  diese  Weise  ist  das  Doppelverhältnis  in  ein  einfaches  ver- 
wandelt. 

Für  d  «p»  —  1  sind  beide  Systeme  involutarisehy  fClr  d  =  +  1  decken 
sie  flieh.   Im  ersten  Falle  ist  OA^AA'  eine  harmonische  Punktreihe, 
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Qiid  einem  Punkte^  mag  man  ihn  als  einen  solchen  des  ersten  oder 
des  zweiten  Systems  ansehen,  entspricht  derselbe  Punkt  des  anderen, 
oder  beide  Punkte  entsprechen  sich  doppelt  und  bilden  ein  Punkte- 
•  paar,  weil  —  1  —  {OÄ,ÄÄ')  —  (OÄ^A'Ä)  (288,  297). 

812»  Je  nachdem  der  Eollineationsmittelpunkt  0,  oder  die  Aze  s, 
oder  beide  im  Endlichen  oder  Unendlichen  liegen,  treten  besondere 
Fälle  der  KoUineation  ein,  welche  durch  den  Wert  der  Charakte- 
ristik d  noch  in  Unterfälle  geteilt  werden. 

1)  Liegt  0  und  8  im  Endlichen,  so  hat  man  die  KoUineation 
im  enjeren  Sinne,  die  bisher  betrachtet  wurde,  und  welche  fBr  d  »»  —  1 
invohUorisck  wird. 

318«   2)  Liegt  0  im  Unendlichen  und  8  im  Endlichen,  so  irili^gi^- 
die  Affinität  ein.   Beide  Ebenen  Fi^.  167. 

sind  nach  ihrer  Trennung  nicht 
parallel,  weil  $  im  Endlichen,  und 
es  findet  Parallelprojektion  statt, 
weil  0  und  dann  auch  0  im 
Unendlichen  liegen.  Die  Affinitat 
besitzt  folgende  Eigentümlich- 
keiten: a)  die  EoUineations*  oder 
Affinitatsstrahlen  sind  parallel 
(Parallelprojektion)  und  geneigt 
oder  senkrecht  zu  s\  b)  die  Gegenazen  liegen  im  Unendlichen;  c)  einem 
Parallel strablenbüEchel  des  einen  Systems  entspricht  ein  ebensolches 

des  anderen;  d)  die  Charakteristik  wird  «=  -^-T^  a«    - -'^- «»  d;  oder 

das  Verhältnis  der  Abschnitte  eines  Affinitätsstrahles  Yon  zwei  ent- 
sprechenden Punkten  bis  jedesmal  zur  Axe  ist  unveränderlich; 
e)  das  Verhältnis  der  Flächeninhalte  zweier  entsprechenden  Figuren 
ist  unyeranderlich  -o-  8\  f)  das  Verhältnis  zweier  parallelen  Strecken 
des  einen  Systems  ist  gleich  demjenigen  der  beiden  entsprechenden 
(und  ebenfalls  unter  einander  parallelen)  Strecken  des  anderen. 

Wird  tf  =»  —  1,  so  werden  die  affinen  Systeme  invohitorisch; 
es  wird  -1' J^  =  —  ÄAq,  B'jBq  «»  —  BSq,  . . .  Beide  Systeme  be- 
sitzen dann  schiefe  oder  senkreckte  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Aze  s. 
Die  letztere  ist  zugleich  KongruenBf  wobei  zum  Decken  im  allgemeinen 
Umklappen  um  s  notwendig  ist. 

314.   3)  Liegt  0  im  Endlichen,  s  im  Unendlichen,  so  tritt  dievur.ies. 
Mnlichkeit  ein.    Sie  entsteht  durch  Centralprojektion,  bei  welcher 
die  noch  nicht  vereinigten  Ebenen  unter  einander  parallel  sind,  und 
sie  besitzt  folgende  Eigentümlichkeiten:  a)  zwei  entsprechende  Ge- 
raden sind  unter  einander  parallel;  b)  die  Gegenaxen  liegen  im  Un- 
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endlichen;  c)  einem  PanUelstrahlenbüschel  des  einen  Systems  ent- 
spricht ein  ebensolches  mit  jenem  paralleles  Bttschel  des  anderen; 


Fig.  168. 
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d)  die  Chamkteristik  wird  OÄiOÄ^OBiOff 
«s  Sj  welche  auch  das  ÄhnlicMceitsverhäUnia 
heißt.  Für  ein  positiyes  d  nennt  man  0  den 
äußeren  Ähnlichkeit^nkty  so  bei  den  Figoren 
ABC,  äSC\  fOr  ein  negatives  8  den  inneren 
Jhhlichkeitspunktf  so  bei  den  Figaren  ABC, 
A"B"C"]  e)  das  Verhältnis  der  Flächenin- 
halte zweier  entsprechenden  Figuren  ist  nn- 
veränderlich  gleich  dem  Quadrate  der  Cha- 
rakteristik; A  ABC:  AA'B'C'^  OA^ :  OA'* 
""  d^;  f )  zwei  Strecken  des  einen  Systems 
haben  dasselbe  Verhältnis  wie  die  entsprechen- 
den des  anderen;  AB  :  BC—A'B' :  BC\ 

Wird  d  «s  —  1,  so  werden  die  ähnlichen 
Systeme  symmetrisck  inBesfitg  auf  einen  Punkt, 
daher  auch  kongruent,  wobei  zum  Decken  eine  Drehung,  ohne  Um- 
klappen, notig  ist.   So  ist  ABC  ^Ä^B^'C". 
ng.i69.         315,   Liegen  0  und  s  im  Unendlichen  ^  so  tritt  die  Kongruenz 
ein.   Sie  entsteht  durch  eine  Parallelprojektion,  bei  welcher  die  noch 

nicht  Tereinigten  Ebenen  unter  einander 
parallel  sind.  Die  Oegenaxen  liegen  im 
Unendlichen;  die  Charakteristik  ist  d  >»  1; 
entsprechende  Figuren  sind  kongruent  und 
gehen  durch  Parallelyerschiebang  in  ein- 
ander über.  Involution  ist  hierbei  un- 
mSglich. 

316.    Übungsaufgaben. 
1)  In  zweien  durch  ein  Paar  e^t8prechen- 
der  perspektiYer  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  gegebenen  kollinearen 
Systemen  die  KoUineationsaxe  s  und  die  beiden  Oegenaxen  r  und 
q  zu  konstruiren. 

2)  0, 8  und  eine  Figur  ABCD  . .  sind  gegeben,  die  entsprechende 
Figur  ÄB^CV  ...  zu  konstruiren,  wenn  die  Charakteristik  *  «=  i 
(oder  =«  —  i)  sein  soll. 

3)  Ein  gegebenes  Viereck  und  ein  Quadrat  in  Perspektive  Lage 
Sil  bringen. 
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V.   SneogniAse  projektiver  Strahlenbüeohel  und  Punktreihen 
in  einer  Sbene. 
81 7*   Nimmt  man  zwei  beliebige  Punkte  Ä  und  B  eines  Kreisesrigno. 
als  Mittelpunkte  zweier  Strahlenbüschel  und  nennt  diejenigen  Strahlen 
entsprechend  y  welche  sich  in  einem  Punkte 
des  Kreises  schneiden,  wie  AC  oder  c  und 
BC  oder  Ci,  so  sind  beide  Büschel  gleich, 
weil  die  Winkel  entsprechender  Strahlen  wie 
cd  und  c^di  gleich  sind.    Gelangt  der  lau- 
fende Punkt  des  Kreises  nach  Ä,  so  geht  der 
Strahl  aus  A  in  die  Tangente  a,  der  Strahl 
aus  B  in  BA  oder  Oj  über,  welche   beide 
Linien  sich  also  entsprechen.    Ebenso  ent- 
spricht dem  Strahle  AB  oder  h  aus  A  die 
Tangente  b^  in  B. 

Andererseits,  nimmt  man  zwei  beliebige  Tangenten  a  und  bv\9.in. 
eines  Kreises  als  Punktreihen  an  und  nennt  diejenigen  Punkte  ent- 
sprechend, welche  auf  derselben  pig,  171. 
weiteren  Tangente  des  Kreises 
liegen,  wie  C  und  C,  als  Schnitt- 
punkte mit  der  Tangente  c,  so 
sind  diese  Punktreihen  projektiv. 
Denn  werde  der  Kreis  von  a,  h, 
c,  d  der  Reihe  nach  in  A^  B^, 
C\Br ...  berührt,  so  ist  MC 
±AC,  MD  ±  AV,  daher  das 
Büschel  ilf(OD...)  ^  A{Ciy..) 
Aus  gleichen  Gründen  ist 
M{C,B,..:)^B,{C'  D\.^xaid. 
da  C',D' ....  aus  allen  Punkten 
des  Kreises,  so  auch  aus  A  und 
JB,  durch  gleiche  Büschel  pro- 

jicirt  werden,  sind  auch  die  Büschel  M(CD . . .)  und  M(CiDi.,.) 
einander  gleich,  und  daher  die  Punktreihen  CD...  und  C,D|... 
zu  einander  projektiv.  Läßt  man  die  bewegliche  Tangente  mit  a  zu* 
sammenfallen,  so  geht  der  Punkt  auf  a  in  den  Berührungspunkt  A, 
der  Punkt  auf  b  in  den  Schnittpunkt  ab  —  -4^  über,  und  A  und  A^ 
entsprechen  sich.  Ebenso  entspricht  dem  Punkte  ha^=^  B  auf  a  der 
Berührungspunkt  B^  auf  b. 

Wir    können     daher    folgende    beide     reciproke    Satze     aus- 
sprechen: 
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Zwei  beliebige  Punkte  A  und  B 
eines  Kreises  sind  die  Mittelpunkte 
aweier  projektiven  (gleichen) 
Strahlen  büschel,  in  denen  sich 
diejenigen  Strahlen  entsprechen^ 
welche  durch  denselben  Punkt  des 
Kreises  gehen.  Die  in  der  Verbin- 
dungslinie AB  vereinigten  Strah- 
len h  und  a^  entsprechen  den  Tan* 
genten  \  und  a  des  Kreises  in 
B  und  A. 


Zwei  beliebige  Tangenten  a 
und  h  eines  Kreises  sind  die  Trä- 
ger zweier  projektiven  Punkt- 
reihen; in  denen  sich  diejenigen 
Punkte  entsprechen  y  welche  auf 
derselben  Tangente  des  Kreises 
liegen.  Die  in  dem  Durchschnitts- 
punkte ah  vereinigten  Punkte  B 
und  A^  entsprechen  den  Berfih- 
rungspunkten  B^  und  Ä  des  Krei- 
ses mit  t  und  a. 


Fig.  171.  Nach  der  obigen  Gleichung  A  (C'D' . . .)  ^  M(CD . . .)  ist  das 
Strahlenbüschel;  welches  die  Berührungspunkte  CIX  . . .  aus  A  oder 
aus  irgend  einem  Punkte  des  Kreises  projicirt,  mit  den  Punktreihen 
CD  .  • .  und  CiDi  .  • .  projektiv. 

318.  Projicirt  man  einen  Kreis  aus  einem  außerhalb  seiner 
£bene  liegenden  Punkte  0  auf  eine  Ebene,  so  bilden  die  projiciren- 
den  Strahlen  die  Erzeugenden  eines  Kreiskegels  mit  der  Spitze  0, 
und  die  Projektion  einen  ebenen  Schnitt  dieses  Kegels,  den  mau 
einen  Kegdschnitt  nennt  und  dessen  Übereinstimmung  mit  den  früher 
unter  diesem  Namen  zusammengefaßten  Kurven  alsbald  nachgewiesen 
werden  wird.  Die  Projektionen  der  Tangenten  des  Kreises  sind  Tanr 
genten  des  Kegelschnittes  (253).  Projicirt  man  ferner  unter  ein- 
ander projektive  Strahlenbüschel  und  Punktreihen,  so  werden  daraus 
wieder  unter  einander  projektive  Strahlenbüschel  und  Punktreihen, 
so  daß  sich  die  Sätze  der  vorigen  Nr.  auf  die  Kegelschnitte  über- 


tragen und  wir  sagen  können: 

Zwei  beliebige  Punkte  A  und 
B  eines  Kegelschnittes  sind  die 
Mittelpunkte  zweier  projektiven 
Strahlenbüschel,  in  denen  sich 
diejenigen  Strahlen  entsprechen, 
welche  durch  denselben  Punkt  des 
Kegelschnittes  gehen.  Die  in  der 
Geraden  AB  vereinigten  Strahlen 
b  und  a^  entsprechen  den  Tangen- 
ten &|  und  a  des  Kegelschnittes 
in  B  und  A. 


Zwei  beliebige  Tangenten  a 
und  b  eines  Kegelsehnittea  sind 
die,  Träger  zweier  projektiven 
Punktreihen,  in  denen  sich  die- 
jenigen Punkte  entsprechen,  wel- 
che auf  derselben  Tangente  des 
Kegelschnittes  liegen.  Die  in  dem 
Durchschniitspunkte  ab  vereinig- 
ten Punkte  B  und  A,^  entsprechen 
den  Berührungspunkten  B^  und  A 
des  Kegelschnittes  mit  b  und  a. 


Die  Punktreihe,  welche  eine  bewegliche  Tangente  des  Kegel- 
schnittes auf  einer  festen  erzeugft^  ist  mit  dem  Strahlenbüschel  pro- 
jektiv, welches  die  Berührungspunkte  aus  irgend  einem  Punkte  der 
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Kurve  projicirt,  wenn  der  Scbnittpnnkt  einer  Tangente  dem  darch 
Beinen  Berührungspunkt  gehenden  Strahle  entspricht 
S19,  In  Umkehrung  des  vorigen  Satzes  gilt: 


Zwei  beliebige  in  einer  Ebene 
projektive      Strahlen- 


Zwei  beliebige  in  einer  Ebene 
liegende  projektive  Punktreihen 
bfischel  erzeugen  einen  Kegel-  erzeogen  einen  Kegelschnitt,  der 
schnitt,  der  durch  alle  Schnitt-  von  allen  Verbindungslinien  ent- 
punkte  entsprechender  Strahlen  sprechender  Punkte  berührt  wird, 
geht 

Um  zunächst  den  Satz  links  zu  beweisen  ^  bemerkt  man,  daß^-ns. 
die  beiden  Strahlenbüschel  Ä  und  B  durch  irgend  drei  Paare  ent- 

Flg.  118. 

1/^ 


sprechender  Strahlen,  wozu  die  vereinigten  und  ihre  entsprechenden, 
und  ein  weiteres  Paar  gewählt  seien,  bestimmt  sind,  nimlich  durch 
Ä{BFC)  und  B(FAC).  Legt  man  einen  die  AF  ij^  A  berühren- 
den  Kreis,  so  ist  dieser  zu  unserer  Kurve  perspektiv  mit  AF  als 
Kollineationsaze.  Zieht  man  nämlich  aus  F  die  zweite  Tangente 
an  den  E^reis,  welche  ihn  in  f  berührt,  sodann  J?C,  welche  die 
AF  in  E  trifft,  und  BEy  welche  den  Kreis  noch  in  C  schneidet, 
so  ist  der  Schnittpunkt  0  von  BJff  und  CC  der  Kollineations- 
mittelpuukt,  und  £,  B>  und  C>  C  sind  zwei  Paare  entsprechender 
Punkte.  Die  beiden  unter  einander  projektiven  Strahlenbüschel, 
welche  den  Kreis  erzeugen,  und  durch  A{B'FC')  und  B>  {FAC) 
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bestimmt  sind,  projiciren  sich  in  zwei  unter  einander  projektive 
Strahlenbüschel  A{BFC)  und  B{FAG),  also  in  die  Anfänge- 
genannten,  daher  jedes  vierte  Paar  entsprechender  Strahlen  der 
Büschel  Ä  und  Jff  in  ein  viertes  Paar  entsprechender  Strahlen  der 
Büschel  A  und  B^  und  der  Darchschnittspunkt  der  ersteren  in  den 
der  letzteren,  das  ist:  jeder  Punkt  des  Kreises  in  einen  Punkt  naserer 
Kurve,  welche  daher  ein  Kegelschnitt  ist. 

Für  den  Satz  rechts  seien  die  projektiven  Punktreihen  durch 
Ay  Fj  Dl  und  jF\  5,  D  bestimmt;  man  ziehe  wieder  einen  die  AF 
in  A  berührenden  Kreis,  an  ihn  aus  F  und  D^  zweite  Tangenten 
FSy  BiC,  welche  in  J5',  C  berühren,  und  sich  in  1/  treffen,  so 
ist  der  Schnittpunkt  0  von  BB'  und  JJIX  der  Kollineationsmittel- 
punkt  des  Kreises  und  unserer  Kurve.  Denn  die  projektiven  Punkt- 
reihen A,  F^  Dl  und  Ff  B",  IX,  welche  die  Tangenten  an  den  Kreis 
bestimmen,  projiciren  sich  auf  diejenigen  A,  F,  D^  und  F^  £,  D, 
welche  die  Tangenten  unserer  Kurve  bestimmen,  also  alle  Tangenten 
des  Kreises  in  diejenigen  unserer  Kurve. 

S20.  Durch  fünf  beliebige  Durch  fünf  beliebige  Gerade 
Punkte  in  einer  Ebene  ist  ein  in  einer  Ebene  ist  ein  von  ihnen 
durch  sie  gehender  Kegelschnitt  berührter  Kegelschnitt  bestimmt 
bestimmt 

Die  fünf  Punkte  A^  B,  C,  D,  E  bestimmen  zwei  aus  zweien 
dieser  Punkte  gezogene  projektive  Strahlenbüschel,  etwa  A{CDE) 
und  B(CDE),  welche  jenen  Kegelschnitt  festlegen.  Es  entsteht 
aber  derselbe  Kegelschnitt,  welche  zwei  von  den  fünf  Punkten  man 
als  Mittelpunkte  der  Strahlenbüschel  ansehen  mag,  weil  dies  von 
dem  Kreise  gilt,  als  dessen  Projektion  man  den  Kegelschnitt  be- 
trachten kann.  Entsprechend  bestimmen  die  fünf  Geraden  a,b,c,d,€ 
zwei  projektive  Punktreihen  a{cde)  und  b{cde). 

Liegen  zwei  der  gegebenen  Punkte  oder  zwei  der  gegebenen 
Geraden  unendlich  nahe  beisammen,  so  bestimmen  sie  in  jedem 
dieser  Fälle  einen  Punkt  und  die  Tangente  in  demselben,  so  daß 
der  Kegelschnitt  auch  durch  vier  Punkte  und  die  Tangente  in  einem 
derselben,  durch  drei  Punkte  und  die  Tangenten  in  zweien,  oder 
andererseits  durch  vier  Tangenten  und  den  Ber Öhrungspunkt  von 
einer  derselben,  durch  drei  Tangenten  und  die  Berührungspunkte 
von  zweien  gegeben  ist 

321.   Aufgabe. 
Den  Kegelschnitt  zu  konstrui-         Den  Kegelschnitt  zu  konstrui- 
ren,  welcher  durch  fünf  gegebene     ren,  welcher  fünf  gegebene  Ge- 
Punkte geht,  d.  h.  beliebige  sechste     rade  berührt,  d.  h.  beliebige  sechste 
Punkte  desselben  zu  finden.  Tangenten  desselben  zu  finden. 
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Sind  A,  B,  C,  D,  E  oder  a,  bj  c,d,e  die  fQnf  gegebenen  Punkte 
oder  Tangenten.,  so  sucht  man  in  den  projektiven  Btrahlenbüscheln 
Ä(CDE),  B{CDE)  oder  in  den  Punktreihen  a{ede),  b{ede)  vierte 
Paare  entsprechender  Elemente,  welche  einen  sechsten  Punkt  oder 
eine  sechste  Tangente  bestimmen. 

Aufl.  1.  Zu  den  Büscheln  A(CDE),  B{GDE)  sucht  man  denngm 
perspektiyen  Mittelpunkt  J  (284)  p. 

als  gemeinschaftlichen  Punkt  der 
Geraden,  welche  den  Schnittpunkt 
zweier  nicht  entsprechenden  Strah- 
len mit  demjenigen  der  ihnen  ent- 
sprechenden Ycrbinden,  also  den 
Schnittpunkt  von  AC  und  BD  mit 
dem  von  AD  und  BCy  sodann  den 
▼on  AD  und  BE  mit  dem  von 
AE  und  BD  (oder  den  von'  AE 
und  BC  mit  dem  von  AG  und 
BE).  Irgend  ein  Strahl  aus  J 
schneidet  dann  zwei  entsprechende 
Strahlen,  z.  B.  AD  und  BD  in 
Punkten  Fi  und  F„  welche   ein 

viertes  Paar  entsprechender  Strah-    yj>^ ^_    —  "^A. 

len  AF^  und  BF^  und  durch  sie  ^  V  "jf 

einen  sechsten  Punkt  F  bestimmen. 

Die  Strahlen  AJ  und  BJ  entsprechen  den  in  AB  vereinigten,  sind 
also  Tangenten  des  Kegelschnittes  in  A  und  B. 

Zu  den  Punktreihen  a(cde)  p.^  ^^^  ««.n«. 

und  b(cde)  suche  man  die  Per- 
spektive Aze  %  vermittelst  der 
Punkte,  in  denen  sich  die  Ver- 
bindungslinien zweier  nicht  ent- 
sprechenden Punkte  mit  derjenigen 
ihrer  entsprechenden  schneiden, 
also  die  Verbindungslinie  von  ac 
und  hd  mit  der  von  ad  und  bc, 
sodann  die  von  ad  und  be  mit 
der  von  ae  und  bd  (oder  die  von 
ae  und  bc  mit  der  von  ac  und 
be).  Irgend  ein  Punkt  auf  i  lie- 
fert durch  seine  Verbindung  mit 
zwei  entsprechenden  Punkten,  z.B. 
mit  ac  und  bc,  zwei  Gerade  f^ 


Wi0a«r,  L«lurbiMh  dar  d«BrtaUAo<lMi  0«om«fcil«. 
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und  /i,  welche  ein  viertes  Paar  entsprechender  Punkte  a/",  und 
If^  und  eine  sechste  Tangente  f  bestimmen.  Die  Schnittpunkte  ai 
und  hi  entsprechen  den  in  ah  vereinigten,  sind  also  die  Berührungs- 
punkte von  a  und  h  mit  dem  Kegelschnitte. 
Mg.  1T6  322.  Aufl.  2.  Bei  der  Aufgabe  links  schneide  man  das  Strah- 
lenbüschel A  (CDE)  durch  die  Gerade  CD  in  den  Punkten  C,  D,  E^, 

Fig.  176. 


und  B(CDE)  durch  CE  in  OjD^jE^  so  sind  die  so  erhaltenen 
projektiven  Punktreihen  auch  perspektiv  und  projiciren  sich  auf 
einander  aus  dem  Mittelpunkte  M,  welcher  der  Schnitt  von  EiEÄ 
und  DD^B  ist.  Ein  beliebiger  neuer  Strahl  aus  M  schneidet  CD 
und  CE  in  den  entsprechenden  Punkten  F^  und  F^-^  diese  liefern 
ein  viertes  Paar  entsprechender  Strahlen  ÄFi  und  DF^  und  diese 
einen  sechsten  Punkt  F  des  Kegelschnittes.  Die  Tangente  ÄG^  in 
Ä  ist  durch  das  Dreieck  ABO^MGLi^A  bestimmt,  die  Taugente  BH^ 
in  B  durch  BAH^MH^B. 
Fi«.  17«.  _  Bei  der  Aufgabe  rechts  projicire  man 

die  Punktreihe  a{cde)  aus  dem  Punkte 
cd  («=  3)  und  die  h  (ede)  aus  ce  («=  2); 
die  zwei  Strahlenbüsdhiel  sind  perspektiv, 
weil  sie  den  Strahl  e  entsprechend  gemein 
haben.  Die  beiden  entsprechenden  Strahlen 
3  (ad)  «»34  und  2  (bd)  «-24  treffen  sich 
in  4,  die  beiden  3  (ae)  «=31  und  2  (he)  =  21 
in  1;  daher  ist  die  Gerade  4lB»m  der 
Schnitt  beider  Büschel.  Ein  beliebiger  Punkt 
Fder  m  bestimmt  zwei  entsprechende  Strahl 
len  %F  und  2F^  welche  die  a  und  l  in  den 
entsprechenden  Punkte  6  und  5  treffen. 
6  ß  «  /*  ist  daher  eine  sechste  Tangente.  Der  Berührungspunkt  A 
von  a  ist  durch  das  Dreieck  0^{^^  ah)2GrZA  bestimmt,  der  Be- 
rührungspunkt B  von  l  durch  Qj^^H2B. 
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32S«  Die  Figaren  175  and  176  lassen  erkennen: 
Bewegt  sich  in  einer  Ebene  ein  Bew^t  ;sich  in  einer  Ebene  ein 
vf^ränderIiche8  Dreieck  F^ F^F  so,  reränderliches  Dreiseit  (6 6F)  so, 
daß  jede  Seite  sich  um  einen  ihrer  daß  jeder  Eckpunkt  eine  Gterade 
Pnnkte  dreht  {F^F^  um  M,  F^F  beschreibt  (F  die  m,  6  die  a,  5 
am  Ay  F^F  nm  B)  und  daß  zwei  die  b)  und  daß  zwei  Seiten  sich 
Eckpnukte  gerade  Linien  beschreib  je  um  einen  ihrer  Punkte,  drehen 
ben  (j;  die  CD,  F^  die  C'jE),  so  {6F  um  3,  bF  um  2),  so  be- 
beschreibt  der  dritte  Eckpunkt  schreibt  die  dritte  Seite  (fy  als 
(F)  einen  Kegelschnitt  Tangente)  einen  Kegelschnitt. 

Dean  die  Strdblenbüschel  Ä  Denn  die  Pnnktreihen  der  6 
und  B  sind  projeküv,  weil  die  und  6  sind  projektiv,  weil  die 
Punktreihen  der  F^  und  F^  aus  Strahlenbüschel  3  und  2  fiber  m 
M  perspektir  sind.  perspektiv  sind. 

824.  In  einem  einfachen  Sechsecke  oder  Sechsseite  nennt  man 
OegenseUen  solche,  welche  durch  je  zwei  Seiten,  Gegmedcm  solche, 
welche  durch  je  zwei  Ecken  getrennt  sind. 

SaU  vofi  Pascal.  Bei  jedem  Sattf  von  Brianchon,  Bei  jedem 
einem  Kegelschnitte  eingeschrie-  einem  Kegelschnitte  umsehriebe- 
benen  einfachen  Sechsecke  liegen  nen  einfachen  Sechsseite  schnei- 
die  drei  Schnittpunkte  von  je  zwei  den  sich  die  drei  Yerbindungs- 
Gegenseiten  auf  einer  Geraden  linien  Ton  je  zwei  Gegenecken  in 
(Pascalsches  Sediseck,  Pasealsehe  einem  Punkte  (Brianchansches 
Gerade).  Sechsseity  Briandumscher  Punkt). 

Die  Beweise  sind  durch  die  zweite  Auflösung  der  Torhergehenden 
Aufgabe  gegeben.  Da  nämlich  Ä,  E,  G,  2>,  B,  F  sechs  beliebige 
Punkte  eines  Kegelschnittes  sind  und  in  einer  beliebigen,  z.  B.  der 
angeschriebenen,  Reihenfolge  zu  einem  einfachen  Sechsecke  Ter-Fig.i76. 
bunden  wurden,  das  die  Seiten  AE  -«  1 ,  EC  =«  2,  , . .  FA  —  6  be- 
sitKt,  und  da  nach  der  Konstruktion  die  Punkte  1A=^  M,  25  «»  F^y 
36  » JF\  ätif  einer  Geraden  liegen,  so  ist  der  Pascarsche  Satz  be- 
wiesen. FQr  den  von  Brianchon  sind  a,  e,  c,  df,  h,  f  die  Seiten  des  be-Fig.iT«. 
liebig  umschriebenen  Sechsecks,  mit  den  Eckpunkten  ae-»  1,  ec»»  2, 
..«/a««6;  es  schneiden  sich  nach  der  Konstruktion  14,  25,  36 
im  Punkte  F. 

Uniffekd^Hy  wenn  ein  Sechseck  oder  Sechsseit  die  genannte 
Eigenschaft  besitzt,  so  ist  es  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben  bezw. 
umsehrieben,  weil  dem  durch  ftlnf  der  Elemente  gegebenen  Kegel- 
schnitte das  sechste  durch  die  Konstruktion  mittelst  jenes  Punktes 
M  oder  jener  Geraden  m  zugehört 

886.  Fallen  im  eingeschriebenen  Sechsecke  zwei  benachbarte 
Punkte  zusammen,  so  wird  die  Seite  zur  Tangente;  fallen  im  um- 
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Bchriebenen  Sechsseite  zwei  benachbarte  Seiten  zusammen ,  so  wird 
der  Eckpunkt  zum  Berührungspunkte.  Dann  treten  folgende  be- 
sondere Fälle  ein: 


Es  fallen  in  eine  Gerade  bei 
jedem  einem  Kegelschnitte  ein- 
geschriebenen einfachen  1)  Fünf- 
ecke die  zwei  Schnittpunkte  je 
zweier  nicht  auf  einander  fol- 
genden Seiten  und  derjenige  der 
letzten  Seite  mit  der  Taugente 
in  der  Gegenecke; 

2)  im  Vierecke  die  zwei  Schnitt- 
punkte der  Gegenseiten  und  die 
zwei  Schnittpunkte  der  Tangen- 
ten in  zwei  Gegenecken  (vier 
Punkte); 

3)  im  Dreiecke  die  drei  Schnitt- 
punkte jeder  Seite  mit  der  Tan- 
gente in  der  Gegenecke. 


Es  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitte umschriebenen  einfachen 
Fünfseite  die  zwei  Verbindungs- 
linien je  zweier  nicht  auf  ein- 
ander folgenden  Ecken  und  der- 
jenige der  letzten  Ecke  mit  dem  Be- 
rührungspunkte der  Gegenseite; 

im  Vierseite  die  zwei  Verbin- 
dungslinien der  Gegenecken  und 
die  zwei  Verbindungslinien  der 
Berührungspunkte  je  zweier  Ge- 
genseiten (vier  Gerade); 

im  Dreiseite  die  drei  Verbin- 
dungslinien jedes  Eckpunktes  mit 
dem  Berührungspunkte  der  Ge- 


genseite. 

826.  Äufg,  In  sncd  prcjektiven  koncentrischen  in  derselben  Ebehe 

liegenden  StraUenbüscheln  die  Doppelstrahlen  m  finden. 

nc.  1T7.        Aufl.    Man  lege  durch  den  Mittelpunkt  S  beider  Büschel  abc 

und  €Lhc,  in  ihrer  Ebene  einen 
Fiff,  177.  *   1  * 

Kegelschnitt;    am   besten   einen 
Kreis,  schneide  diesen  durch  die 
Strahlen  (außer  in  S)  in  -4,  B,  0; 
Äiy  Bu  (7|,  so  projiciren  sich  diese 
Punkte  aus  allen  Punkten  des  Ke- 
gelschnittes in  Strahlenbüscheln, 
die  mit  dem  ersten ,  bezw.  dem 
zweiten  gegebenen  projektiv  sind 
(318).     Demnach  sind  auch  die 
Strahlenbüschel  Ai(ÄBC)   und 
Ä^Ä^BiCj)  unter  einander  pro- 
jektiv und  außerdem  perspektiv,  weil,  die  entsprechenden  Strahlen 
A^Ä  und  AA^  sich  decken.    Daher  ist  der  Schnitt  beider  Büschel 
eine  Gerade  i,  welche  durch  die  Schnittpunkte  yon  A^B  und  AB^^ 
von  A^C  und  AC^  bestimmt  ist.    Schneidet  %  den  Kreis  in  M  und 
N^  so  sind  ^Jf  und  ^^Jlf  entsprechende  Strahlen.   Daher  entspricht 
SM  sich  selbst  und  SM  und  ebenso  SN  sind  die  gesuchten  Doppel- 
strahlen.  Auf  »müssen  sich  auch  BiC  vaid  BC^  treffen,  weil  i  die 
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Geiade  des  Pascalschen  Sechsecks  A^BC^AB^C  ioL    M,  N  sind 
unabhängig  Ton  der  Wahl  der  entsprechenden  Pankte  A,  A^. 

327.   Aufy,    In  zweien  m  einer  Chraden  vereinigten  prcjektiven^Hi'if^ 
Funktreihen  die  Doppelpunkte  0u  finden. 

Fig.  178. 

ultf/L  Man  lege  an  den  geraden  Träger  einen  berührenden  Kegel* 
schnitt  (Kreis)^  an  ihn  ans  den  Punkten  A^  B,  0;  A^,  B^  C^  der  Beihen 
die  neuen  Tangenten  a,  b,  c]  a^,  b^,  Ci,  welche  besw.  auf  o^  nnd  a  die 
projektiven  nnd  Perspektiven  Ponktreihen  a^  {abc)  und  a  (^i&i^) 
erzeugen,  und  bestimmt  deren  Projektionsmittelpunkt  J  als  Schnitt 
der  zwei  Geraden,  welche  die  Punkte  a^b  und  ab^,  sowie  a^c  und 
aC|  verbinden.  Die  beiden  an  den  Kegelschnitt  (Kreis)  aus  /  ge- 
legten Tangenten  gehen  durch  die  gesuchten  Doppelpunkte  M  und 
Jf,  Entsprechend  wie  oben,  mufi  wegen  eines  Brianchonschen  Sechs- 
seits  andi  die  Yerbihdungslinie  von  b^e  und  bc^  durch  J  laufen. 

In  zweien  projektiven  Ebenenbüscheln  mit  gemeinschaftlicher 
Aze  werden  die  Doppelebenen  vermittelst  der  Strahlenbüschel  auf 
einer  schneidenden  Ebene,  oder  der  Punktreihen  auf  einer  schnei- 
denden Geraden  gefunden. 

Man  erhält  0tm,  ein  oder  keine  JDoppddemente^  je  nachdem  > 
oder  /  zwei,  einen  oder  keinen  Schnittpunkt,  bezw.  Tangente  liefert. 
Wie  bei  der  Involution  sagt  man  auch,  daß  stets  zwei  Doppel- 
elemente vorhanden  seien,  die  aber  reell  und  getrennt,  reell  und 
zusammenfallend,  oder  imaginär  sein  können.  —  Sind  die  Gebilde 
unffleicklaufendf  so  müssen  sie  stets  jfwd  rceUe  Doppelelemente  be- 
sitzen, sind  sie  gUicUaufendy  so  kann  jeder  der  drei  FaUe  eintreten. 
Bei  zwei  ungleichlaufenden  Strahlenbüscheln  z.  B.  Verden  auch  die 
Punktreihen  auf  dem  Kegelschnitte  (Fi^.  177)  ungleichlaufend,  so 
duß  AB  und  AiB^  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen  werden« 
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Daher  müiiäen,  v/enn  mati  beide  Bogen  so  klein  nimml,  daß  ai« 
sich  /licht  teilweise  decken,  die  Sekanten  /4,  iS  und  Äli^  sich  im 
Inneren  des  Kreises  schneiden,  so  daß  i  innere  Punkte  entlmlt  and 
daher  den  Kegelschnitt  in  reellen  Punkten  schneidet. 

328.  Satsi  uifd  Aufgabe.  Ein  durch  fünf  in  einer  Ebeiie  bdicbiff 
artgenowment  Punkte  oder  Tangenten  hestimmter  fCegelschnUi  kann  auf 
unendlich  viele  Weisen  mtf  einen  Untdrchungskpffd  gelegt  werden;  die 
in  diesem  Salze  liegende  Aufgabe  ist  zu  losen. 

Beweis  und  Auflösung.  Löst  man  die  Aufgabe  für  einen  der 
beiden  Fälle,  z.  ß.  bei  fünf  gegebenen  Punkten,  so  braucht  man 
im  andern  Falle  nur  die  Berührungspunkte  der  ffinf  Tangenten  m 
konstruiren;  dann  geht  der  durch  die  fQnf  Tangenten  bestimmte  Kegel- 
scliuitt  au(*J)  durch  diese  fQnf  Berührungspunkte,  so  daß  man  ihn 
mittelst  der  Auflösung  des  ersten  Falles  auf  den  Umdrehungskegel 
legen  kann. 

Man  küustruire  aus  den  fünf  gegebeneu  Punkten  die  Tangente 

in  einem  derselben,   so   sind  von   dem  Kegelschnitte  Tier  Pnnkte 

'i«"»-  .,._  --.  etwa  A,B,C,  D  und 

die  Tangente  AH  in  Ä 
gegeben;  man  lege  dann 
einen    Kreis,    welcher 
AH  m  A  berührt  und 
durch  einen  der  andern 
Punkte,  etwa  B  geht, 
so    befindet    sieh    der 
Kreis  mit  dem  Kegel- 
schnitte in  perspektiTer 
KoUineation,  für  welche 
A  der  Mittelpunkt  isi 
Die  dem  0  und  7>  ent* 
sprechenden  Punkte  ^C7'  und  If  des  Kreises  sind  durch  die  Strahlen 
AC  und  AJ)  bestimmt,  und  die  Axe  geht  durch  den  sich  selbst 
entsprechenden  Punkt  B  und  den  Schnittpunkt  E  der  entsprechenden 
Ueraden  CD  und  Clf,   Man  ziehe  nun  an  jenen  Kreis  parallel  zur 
KoUineationsaxe  BE  zwei  Tangenten,  bestimme  deren  Berührungs- 
punkte F  und  O'y  und  suche  zu  diesen  die  entsprechenden  Punkte 
F  und  Q  des  Kegelschnittes.  Die  Tangenten  in  den  letzteren  laufen 
dann  ebenfalls  |  BE  und  mögen  die  AH  in  H  und  J  schneiden. 
Da  nun  die  Kreistangenten  in  A  und  F  gleiche  Winkel  mit  der 
Sehne  AF  bilden,  so  gilt  dies  auch  yon  den  zu  ihnen  parallelen 
Kegelschnittstangenten,  so  daß  AFH  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
mit  SA  -"  HF  ist.  Ebenso  ist  JA  ««  JQ.  Dadurch  ist  es  möglich, 
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einen  Kreis  %n  legen ^  welcher  in  zwei  Punkten  Ä  und  F,  und  einen 
andern,  welcher  in  Ä  und  O  den  Kegelschnitt  berührt  Man  lege 
den  Exeis  h  durch  denjenigen  (F)  der  beiden  Punkte  F  und  G, 
welcher  1)  den  andern  Punkt  G  außerhalb  seiner  liegen  hat  und 
welcher  2)  von  der  Yerbindangslinie  GH  des  G  mit  dem  Schnitt- 
punkte H  der  Tangenten  in^  und  F  getroffen  wird.  Liegen  F 
und  G  auf  derselben  Seite  Yon  ÄSy  also  G  auf  dem  Halbstrahle 
AG\  welcher  G'  enthält,  so  ist  die  zweite  Bedingung  von  jedem 
der  beiden  Punkte  F  nnd  G  erFüllt,  indem  jeder  Strahl  aus  H  nach 
einem  Punkte  G  den  Krei;  AF  und  jeder  Strahl  JF  den  Kreis 
AG  schneidet;  es  ist  dann  die  erste  Bedingung  maßgebend.  Liegen 
dagegen  F  und  G  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  AH^  so  ist  von 
jedem  Punkte  die  erste  Bedingung  erfüllt,  daß  er  außerhalb  des 
durch  den  andern  Punkt  gehenden  Kreises  liegt  Dann  liegt  G  auf 
dem  Halbstrahle  AG',  welcher  G'  nicht  enthält,  etwa  in  G^,  femer 
liegt  J  mit  H  auf  derselben  Seite  von  A,  etwa  in  eTj,  und  es  muß 
derjenige  Kreis  AGi'=^Jci  gezogen  werden,  dessen  Tangente  die 
AH  in.  dem  bei  A  näheren  Punkte  (Jj)  schneidet  Dann  trifft  FJi 
den  Kreis  AG^,  aber  nicht  G^H  den  Kreis  AF. 

Durch  den  so  bestimmten  Kreis  k  lege  man  irgend  eine  Kugel, 
an  diese  die  beiden  Berührungsebenen  in  A  und  F,  welche  sich  in 
einer  durch  H  gehenden  (nicht  verzeichneten)  Geraden  HN  treffen. 
Die  durch  JETJV  und  G  gelegte  Ebene  schneidet  die  Kugel,  weil 
GH  den  Kreis  k  schneidet;  und  G  ist  ein  äußerer  Punkt  der  Kugel. 
An  den  Schnittkreis  ziehe  man  aus  G  eine  der  beiden  möglichen 
Tangenten,  welche  die  JETJV  in  S  treffe.  Der  aus  S  an  die  Kugel 
gelegte  berührende  Kegel  ist  ein  Umdrehungskegel  und  sein  Schnitt 
mif  der  Ebene  der  Figur  ist  ein  Kegelschnitt,  der  mft  unserem 
zusammenfällt  Denn  er  enthalt  die  drp*  Pimkte  A,  Fy  G,  weil 
SA,  8F,  8G  Erzeugende  des  Kegels  ind,  und  er  besitzt  die  Tan- 
genten AS  und  FH,  weil  diese  Linien  in  den  Berüfarungsebenen 
der  Kugel  und  daher  auch  des  Kegels  in  A  und  F  liegen.  Da  un^* 
endlich  viele  Kugeln  durch  k  gelegt  werden  können,  so  gibt  es 
auch  unendlich  viele  ümdrehnngskegel,  welche  den  Kegelschnitt 
enthalten. 

Afvm.  Bei  diesem  Beweise*)  kam  es  darauf  an,  ohne  erst  ans 
der  neuen  Entstehungeart  die  Eigenschaften  der  Axen  zu  gewinnen, 
diese  dennoch  zu  konstruiren  nnd  zu  benutzen.  Es  wird  sich  bald 
zeigen^  daß  die  auf  einander  senkrechten  Halbirungelinien  der  Winkel 


^  Verl  hat  denselben  veröffentlicht  in  SehlOmilchs  Zeitsdir.  t  Math,  n, 
Phy».,  1Ö75,  B.  90,  S,  317. 


Digitized  by 


Google 


364  VI,  8S8— S80.  Ph>jektiTe  Geometrie. 

AHF  und  AJG  die  Axen  sind^  und  zwar  die  ersterC;  welche  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  Ic  enthalt,  die  Hanptaxe;  und  diese  Figur 
wird  später  einer  Konstruktion  der  Axen  aus  fünf  Punkten  des 
Kegelschnittes  zu  Grunde  gelegt  werden. 

329.  Eine  Ebene  schneidet  einen  Umdrehungskegel  in  einer  EU^, 
einer  Hyperbel  oder  einer  Faräbd,  ;V?  nadid^tm  eine  paräUd  mit  ihr 
durdb  füe  SpÜ0e  des  Kegels  gelegte  Ebene  von  demselben  keine,  m/oei 
oder  eine  Erzeugende  enthStt.  Die  Brennpunkte  sind  die  Berälirungs- 
pnnkte  der  Schnittebene  mit  Kugdn,  toddie  außer  dieser  Ebene  den 
Kegel  nach  einem  TaraUeOcreise  beriihren;  die  Bauptaxe  liegt  in  der 
eur  Sdmiitebene  senkrechten  Meridianebene. 
Fig.i8a  y.     ^^  Beweis,  Erster  FaH.  EstrüR 

dann  die  Schnittebene  alle  Erzeu- 
^JL  genden  auf  demselben  Kegelaste, 

/l\  etwa  in  der  Kurre  APÄi»   Eine 

_/txAV  #r  durch    die    Kegelaxe    senkrecht  1 

yP-gi^ta^T-^  zur  Schnittebene   gelegte  Ebene  I 

/  V'  \j^^f^jr^\^  ^     schneide  den  Kegel  in  den  Er-  ' 

/^^     /xfjzK  zeugenden  SA,  SA^,  die  Ebene 

/     y/   jf^     \  in  der  Geraden  AA^.  Man  lege  an 

//  y^^^nh-<^     \  ^*^*  ^'^^  Gerade  innerhalb  des 

t-.L^^y        \  ^'^'nA  Kegels  zwei  berührende  Kreise; 

i^^^^3~*4:r^*    i^Ä  ^^®  Mittelpunkte  liegen  auf  der 

A^_ 1 ^^^^i  Kegelaxe   und  ihre  Berüfarungs- 

'T^^^^''*'^*'— -»^.^J*    ^^^A       punkte  seien  D,  JB,  F,  bezw.  D^ 
//  l^     "  |\     JBi ,  Fj.  Dreht  man  die  Kreise  und 

ihre  Tangenten  um  die  Kegelaxe, 
so  beschreiben  sie  Kugeln,  welche  von  allen  Erzeugenden  des  Kegds 
in  Punkten  der  Parallelkreise  DE^  B^E^^  und  von  der  Schnittebene 
in  den  Punkten  F;  Fj  berührt  werden.  Eine  durch  den  beliebigen 
Punkt  P  der  Schnittkurve  gelegte  Erzeugende  BS  schneide  jene 
Parallelkreise  in  Q  und  Q^\  zieht  man  noch  BF  und  PF|,  so  ist 

BF^BQ    und    BF^^BQ^, 

jedesmal  als  zwei  Tangenten  aus  P  an  dieselbe  Kugel.    Daher  ist 

BF  +  BF,  -BQ  +  BQ,^QQ,^  DD, , 

oder  da  für  alle  Punkte  P  der  Schnittkurve  QQ^  unveränderlich 
^^DD^f  so  ist  die  Kurve  eine  Ellipse  mit  F  und  F,  als  Brenn- 
punkten und  AA,  als  Hauptaxe,  die  also  in  der  zur  Schnittebene 
senkrechten  Meridianebene  liegt. 
Fiir.iBi.  ä30.  Zweiter  Fall  Wenn  die  parallel  zur  Schnittebene  durch 
die  Spitze  des  Kegels  gelegte  Ebene  zwei  Erzeugende  enthalt,  so 
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sind  diese  mit  der  Schnittebene  Fig*  ^^l. 

parallel  und  trennen  diejeni- 
gen Erzeugenden^  welche  die 
Schnittebene  auf  dem  einen 
Eegelaste  treffen,  von  denen, 
welche  sie  auf  dem  andern 
treffen.  Man  verfahre  wie  vor- 
her und  es  gelten  dieselben 
Bezeichnungen;  die  beiden  be- 
rflhrenden  Kugeln  liegen  jetzt 
innerhalb  der  verschiedenen 
Eegelaste.    Wieder  gilt 

PF—PQ  und  PF.^PQ,, 

woraus 

PF^  -'PF'^  PQ,  ^PQ  — 

die  Schnittkurve  ist  daher  eine  EyperM  mit  F  und  JF,  als  Brenn- 
punkten xmA  AA^  als  Hauptaxe. 

331.    Dritter  Fatt.   Wenn  die  parallel  zur  Schnittebene  durchnf.ia. 
die    Spitze    des    Kegels    gelegte  p.     ^ 

Ebene  nur  eine  Erzeugende,  SB,  '^' 

desselben  enthält,  so  enthält  sie 
auch  von  einem  Parallelkreise  nur 
einen    Punkte    schneidet   dessen 
Ebene  also  in  einer  Tangente  des 
Kreises   und  berührt  daher  den 
Kegel,  und  zwar  nach  der  Erzeu- 
genden SB.    Nun  ist  die  Kreis- 
tangente senkrecht  auf  dem  Halb- 
mester    des    Berührnngsponktes 
und  auf  der  Umdrehungsaxe,  da- 
her senkrecht  auf  der  Meridian- 
ebene der  SB\  und  auf  ihr  steht  daher  auch  die  Berührungsebene 
und  unsere  Schnittebene  senkrecht     Diese  Meridianebene  schneide 
den  Keg^l  nach  den  Erzeugenden  SB  und  SA,  die  Schnittebene 
nach  AF,  wobei  SB  \AF.    Die  einzige  hier  mögliche  Kugel  be- 
rühre den  Kegel  nach   dem   Parallelkreise  DE,  die   Schnittebene 
im  Pmdcte  F.    Die  Ebene  des  Berührangskreises  schneide  die  Schnitt- 
ebene nach  der  Geraden  d,  welche  senkrecht  auf  der  Meridianebene 
ASB  steht,  da  dies  für  die  beiden  Ebenen  gilt,  deren  Schnitt  sie 
ist   Daher  ist  auch  AFA,d.  Die  durch  einen  Punkt  P  der  Schnitt- 
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kurre  gelegte  Erzeugende  PS  schneide  den  Parallelkreis  DE  in  V; 
zieht  man  nun  PU±d  also  PCJ  FÄ  ||  BS,  so  ist  Pü  mit  PS 
gleichgeneigt  gegen  die  £bene  des  Parallelkreises  DE,  BS  gleich« 
geneigt  mit  PQ  als  Erzeugende,  also  aach  PU  mit  PQ,   Daher  ist 

PU^-'PQ,  außerdem  PF—  PQ, 

demnach  PF^^  FU,  oder  es  sind  die  Abstände  des  P  ton  t"  und 
▼on  d  gleich;  also  ist  die  Kurve  eine  Parabel  mit  F  als  Breimpunkt 
und  d  als  Leitlinie. 

332.  Es  ergibt  sich,  daß  die  Ellipse  keinen,  die  Parabel  einen, 
die  Hyperbel  zwei  Ptinkte  im  Unendlidien  besitzt,  weil  der  Reihe 
nach  keine,  eine,  zwei  Erzeugende  des  Kegels  mit  der  Schnittebene 
parallel  sind.  Die  Tangente  der  Parabel  in  ihrem  unendlich  fernen 
Punkte  ist  ebenfalls  unendlich  fern;  denn  die  Berührungsebene  des 
Kegels  nach  der  Erzeugenden  SB,  welche  den  unendlich  fernen 
Punkt  liefert,  ist  mit  der  Parabelebene  parallel,  bestimmt  also  eine 
unendlich  ferne  Tangente  in  diesem  Punkte.  Von  den  Tangenten 
in  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Hyperbel  gilt  nicht  dasselbe. 

Der  ebene  Schnitt  eines  Kegels,   wenn  er  durch  dessen  Spitze 

geht,  artet  aus  in  einen  Punkt,  eine  Gerade,  zwei  Gerade,  Abarten 

der  Ellipse,  der  Parabel,  der  HyperheL 

^u.*  18?        ^^^   Auch  bei   der  Ellipse  und  bei  der  Hyperbel  heißen  die 

zwei  Schnittgeraden  d  ihrer  Ebene  mit  den  Ebenen  jener  Berüh- 

Fig.  188.  Fig.  184. 


rungskreise  der  Kugeln  und  der  Kegel  LeitUnien  (Directrixen).    Ist 
PU±dy  HQ  hat  daa  Verhältnis  PF:  Pü  —  PQ :  PU  einen  unver- 
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anderlichen  Wert;  weil  alle  PQ  diesellie  Neigung  gegen  die  Ebene 
des  BerQbrungskreises  besitzen^  und  ebenso  alle  FU  eine  unter- 
einander gleiche.  Dieses  Verhältnis  wird,  wenn  P  nach  Ä  rückt^ 
^ÄFiÄC'^AD:  AG  ««  ÄB^ :  AA^  (wobei  A^B,  |  EDC)  — 
FF^ :  AA^  (weil  AB,  —  AD,  +  B,D,  —  AD^^  +  A,E^  —  AF^  + 
A,F^  —  AF,  +  AF^  FF,)  —  c :  a.  Daher  gilt:  Das  YethäUfm 
der  Abstände  jedes  PmdUes  eines  KegeisehnUtes  van  einem  Brennptmkte 
und  von  der  demsdben  zugeordneten  (benachbarten)  Leitlinie  ist  '^e  :a; 
es  ist  daher  bei  der  Ellipse  <!,  bei  der  Faräbei  '^1^  bei  der  Hy- 
perbel >1. 

Da  femer  die  Dreiecke  PQT  und  FFT  alle  drei  Seiten  paar^r 
weise  gleich  haben  und  der  Winkel  bei  Q  ein  rechter  ist;  so  ist 
es  auch  der  bei  F]  daher:  Das  Stück  FT  einer  Tangente  eines  Kegel- 
Schnittes  swisAen  dem  Berähmngspunkte  F  und  einer  Leitlinie  d  er- 
scheint van  dem  der  Leitlinie  sugeardneten  Brennpunkte  F  aus  unter 
einem  rechten  Winkel,  Die  beiden  ans  einem  Punkte  T  der  d  ge- 
zogenen Tangenten  TFy  *TF^  erscheinen  Yon  F  aus  unter  zwei 
Rechten  oder  ihre  beiden  Berührungspunkte  P,  P'  liegen  mit  F  in 
einer  geraden  Linie. 

Femer  lieg^  der  Schnit^^nkt  je  sumer  auf  einander  senkrechten 
Tangenten  einer  Faräbd  anf  ihrer  Leitlinie;  denn  diese  Tangenten 
und  die  Yon  dem  Brennpunkte  auf  sie  geföllten  Senkrechten  bilden 
ein  Rechteck;  dessen  eine  Diagonale  die  Scheitel tangente  (223)  und 
dessen  einer  Eckpunkt  der  Brennpunkt  ist^  so  daß  der  gegenüber* 
liegende  Eckpunkt;  d.  i.  der  Schnittpunkt  der  Tangenten;  auf  der 
licitlinie  liegen  muß. 

8S4.   Um  den  Ort  der  SpHse  8  eines  Umdrehungskegds  zu  be-vi«.!». 
stimmen;    welcher    durch    einen 


KegdschniUj  zunächst  eine  EUipse 
geht;  lege  man  eine  ihre  Ebene 
in  einem  der  Brennpunkte  F  be- 
röhrende Kugel;  schneide  diese 
durch  eine  senkrecht  zur  Ebene 
der  Ellipse  durch  deren  Hauptaxe 
AA,  gelegte  Ebene  in  einem  größ- 
ten Kreise  (der  in  der  Figur  um 
AA,  in  die  Ebene  der  Ellipse 
umgelegt  gezeichnet  ist);  ziehe 
aus  A  und  A^  die  zweiten  Tan- 
genten an  diesen  KreiS;  so  ist 
deren  Schnittpunkt  S  ein  gesuchter 
Punkt;    und    der   aus    ihm   der 


Fig.  186. 
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Kugel  umschriebene  ümdrehnn^Hkegel  enthält  unsere  Ellipse.  Denn 
die  Ebene  derselben,  da  sie  senkrecht  auf  der  Meridianebene  ÄSA^ 
des  Kegels  steht,  schneidet  diesen  in  einem  Kegelschnitte,  dessen 
Hauptaxe  ÄA^  und  dessen  einer  Brennpunkt  F  ist,  also  in  unserer 
Ellipse.  Der  Ort  der  Spitze  S  des  Kegels  ist  eine  Hyperbel,  welche 
A,  Äj  %Vi  Brennpunkten  und  F,  F^  zu  Scheiteln  der  Hauptaxe  hat; 
denn  sind  D,  1)^  die  Berührungspunkte  der  Kreistangenten,  also 
SD  —  SDi,  so  ist 

SA^  -SA^  D^A^  —  DA  «  FA,  ^FA  —  FF^, 
woraus   die  Behauptung  folgt     Diese  Hyperbel  heißt   der  Fc^cal- 
Jcegelschnitt  der  Ellipse. 

Ganz  entsprechend  läßt  sich  eine  Hyperbel  und  eine  Parabel 
auf  unendlich  viele  Weisen  auf  einen  Umdrehungskegel  legen  und 
es  ergibt  sich  der  Satz:  Der  Ort  der  Spitzen  der  Umdrehmgdsegdf 
die  man  durch  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  legen  kann,  heißt 
deren  FokaJkegdedinitt  und  ist  besfw.  eine  Hyperbel,  Ellipse  oder  iV 
rabd,  deren  Ebene  senkrecht  auf  der  Ebene  der  ursprüngliehen  Kurve 
steht  und  durch  deren  Hauptaxe  gdU^  und  welche  die  Brennpkmhte  der 
ursprünglichen  Kurve  eu  Scheitdn  und  deren  ScheUd  mu  Brennpunktm 
liaL  Der  Fokalkegelschnitt  einer  Parabel  ist  also  eine  mit  ihr 
kongruente  Parabel.*) 

885«  Wir  können  nun  folgende  Satze  aussprechen.  Jede  in 
einer  Ebene  aus  moei  projektiven  Strahtenbüscheln  oder  Punktreihen 
durch  die  SdiniUpunkte  entdeckender  Strahlet^  oder  durth  die  Ter- 
JrindungAvnien  entsprechender  Punkte  gebildete  Kurve  ist  (328,  331) 
eine  ElUpse,  eine  Hyperbel  oder  eine  Parabel  oder  eine  Abart  derselben. 

Jede  ElUpse,  Hyperbel  oder  Pardbd  kan/n  durdi  med  projMne 
Strahlenbüschel  oder  Punktreihen  erzeugt  uferden.  Denn  sie  kann  auf 
einen  Umdrehungskegel  gelegt  (334)  und  daher  ab  Projektion  eines 
Kreises  angesehen  werden,  woraus  die  Behauptung  folgt  (318). 

Diese  drei  Kurven  und  die  Projektion  eines  Kreises  sind  also 
dieselben,  woraus  die  Benennung  der  ersteren  als  Kegelschnitte  ge- 
rechtfertigt ist. 

Jede  Prqjehtian  eines  Kegelschnittes  ist  wieder  ein  Kegdschnitt,  da 
derselbe  aus  projektiven  Strahlenbüscheln  oder  Punktreihen  ent- 
standen gedacht  werden  kann.  Durch  Parallelprojektion  wird  die 
Art  als  Ellipse,  als  Hyperbel  oder  als  Parabel  nicht  geändert,  da 
dabei  die  Anzahl  der  unendlich  fernen  Punkte  erhalten  bleibt  (332). 

*)  Die  Satte  dieser  Nr.  und  diejemgen  Ober  die  in  den  Berflhrangspnnkteii 
der  eingeacbriebenen  Kugeln  liegenden  Brennpunkte  (8S9,  SSO,  Ml)  rfihren 
yon  Quetelet  und  Dandelin  her  (Mto.  d.  VAcad.  de  Bmxelles,  t  II  (ISS«), 
t  m  (16M)). 
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Äüe  Kegdsdinitte  sind  unter  einander  koüinear,  weil  aUe  es  nUt 
ernenn  Kreise  sind  (309  Zus.)« 

336.  Zwei  in  einer  Ebene  liegende  projektive  Sirahlenhüschel  er- 
eeugen  eine  EUipse^  Parabel  odet  Hyperbel^  je  nachdem  das  eine^pa- 
raUd  mit  sieh  selbst  hmoentrisch  in  das  andere  geschoben,  mit  diesem 
keinen,  einen  oder  Mwei  DoppelstrcMen  besitzt.  Denn  eben  so  yiele 
unendlich  ferne  Punkte  sind  vorhanden  ^  woraus  der  Satz  folgt  (332). 

Danach  erzeugen  ungleichlaufende  Strahlenbüschel  stets  Hy- 
perbeln (327);  die  Mittelpunkte  der  Büschel  liegen  dann  augen- 
scheinlich auf  verschiedenen  Ästen  der  Kurve.  Gleichlaufende  Strah- 
lenbüschel können  Ellipsen,  Parabeln,  Hyperbeln  erzeugen;  bei 
letzteren  Kurven  liegen  ihre  Mittelpunkte  auf  demselben  Aste. 

Liegen  die  beiden  gegebenen  Strahlenbüschel  koncentrlsch^  so 
erzeugen  sie  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  oder  zwei  Gerade;  liegen 
sie  uor  perspektiv,  so  erzeugen  sie  zwei  Gerade,  bestehend  aus  der 
Perspektiven  Schnittlinie  und  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte. 
Alles  dies  sind  Abarten  der  Kegelschnitte  (329  £). 

337.  Zwei  in  einer  Ebene  liegende  projektive  FunktreQicn  ersseugen 
eine  Fardbely  wenn  sie  ähnlich  sind.  Denn  dann  entsprechen  sich  die 
unendlich  femen  Punkte,  und  ihre  Verbindungslinie,  die  unendlich 
ferne  Gerade,  ist  eine  Tangente  der  Kurve  (332). 

Sind  die  Funktreihen  g  und  g  ^.  ng.iM. 

nicht  ähnlich,  ist  B'  der  unendlich 
ferne  Punkt  von  g'^  R  der  Gegenpunkt 
der  g,  so  ist  HR  eine  Tangente  des 
Kegelschnittes.  Sind  femer  Ä  und  Jff 
im  Schnittpunkte  gg^  vereinigt,  und 
sind  Ä'  und  S  ihre  entsprechenden 
funkte,  80  kann  B  auf  der  endlichen 
Strecke  AB  oder  außerhalb  derselben 
(in  J?,)  liegen.    B  ist  aber  ein  Be- 
rührungspunkt der  g.    Zieht  man  nun  an  einen  Kreis  aus  einem 
äußeren  Punkte  zwei  Tangenten,  so  trifft  jeder  Strahl  aus  diesem 
Punkte  innerhalb  des  einen  von  den  Tangenten  gebildeten  Winkels 
den  Kreis  in  zwei  Punkten,  innerhalb  des  anderen  in  keinem  Punkte. 
Diese  Eigenschaft  überträgt  sich  bei  der  Projektion  auf  die  Kegel- 
schnitte.   Die  aus  dem  unendlich  fernen  Schnittpunkte  der  beiden 
Tangenten  g'   und  B^B  gezogene  unendlich   ferne    Gerade   enthält 
daher  keine  Punkte  der  Kurve,  wenn  B  auf  der  endlichen  Strecke, 
also  innerhalb  des  Parallelstreifens  der  Tangenten,  liegt;  sie  enthält 
zwei  Punkte,  wenn  B  (als  B^)  außerhalb  liegt.    Daher:   Zwei  in 
einer  Ebene  liegende  projektive  gerade  Punktreihen  ermugcn  eine  Eüipsc 
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öder  Hyperbel^  je  nachdem  der  Berührungspuvikf  einer  jeden  Geraden 
innerJiaJh  oder  außerhalb  der  endlichen  Strecke  snoisehen  ihrem  Gegen- 
punkte und  der  arideren  Geraden  liegt  (Bei  der  Parabel  ist  diese 
Strecke  AR  nur  eine  unendliche.) 

Liegen  beide  Ponktreihcn  in  derselben  Geraden  und  besiteen 
einen  Doppelpunkt^  so  gehört  jede  durch  denselben  gehende  Gerade 
EU  dem  Gebilde.  Die  eingehallte  Kurve  artet  daher  in  die  Gerade 
selbst^  in  einen  oder  zwei  Punkte  (und  ihre  Strahlenbüscbel)  aus, 
je  nachdem  keine  ^  ein  oder  zwei  Doppelpunkte  vorhanden  sind. 
Liegen  beide  Punktreihen  perspektiv,  so  artet  die  Kurve  in  zwei 
Punkte  aus,  deren  einer  der  Schnittpunkt  und  deren  anderer  der 
Projektionsmittelpunkt  der  beiden  Punktreihen  ist. 

888.  Ein  Kegelschnitt  kann  An  einen  Kegelschnitt  können 
von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  aus  einem  Punkte  nicht  mehr  als 
als  in  zwei  Punkten  geschnitten  zwei  Tangenten  gezogen  werden, 
werden. 

Denn  beides  gilt  von  dem  Kreise,  dessen  Projektion  der  Kegel- 
schnitt ist,  und  die  Eigenschaft  ist  projektiv.  Die  Ordnung  einer 
ebenen  Kurve  bestimmt  man  durch  die  Anzahl  der  Schnittpunkte, 
die  sie  mit  einer  Geraden  haben  kann  (206),  die  Klasse  durch  die 
Anzahl  der  Tangenten,  welche  man  aus  einem  Punkte  an  sie  legen 
kann.  Daher  sind  die  Kegdschnitte  Kurven  von  der  zweiten  Ordnu/ng 
und  zugleich  von  der  zweiten  Klasse,  oder  zusammenfassend,  vom 
zweiten  Grade.  Die  Kurven,  deren  Ordnung  man  angibt,  denkt  man 
sich  aus  Funkten  gebildet,  z.  B.  die  Linien  der  zweiten  Ordnung*} 
als  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  zweier  projektiven 
Strahlenbüschel;  die  Kurven,  deren  Klasse  man  angibt,  durch  Gerade, 
welche  sie  berühren,  z.  B.  die  Linien  der  zweiten  Klasse*^)  durch  die 
Verbindungsgeraden  der  entsprechenden  Punkte  zweier  projektiven 
Punktreihen.  Man  nennt  die  Gesamtheit  dieser  Geraden  (Tangenten) 
auch  ein  StreMenbüschd  Zureiter  Ordnuvg. 

889.  Übungsaufgaben. 

1)  Fünf  Punkte  in  einer  Ebene  sind  gegeben;  zu  entscheiden, 
welcher  Art  der  durch  sie  gehende  Kegelschnitt  ist  (336). 

Im  Falle  ein  Punkt  im  Inneren  des  endlichen  Dreiecks  dreier 
anderen  Punkte  liegt,  kann  die  Kurve  nur  eine  Hyperbel  sein. 

2)  Fünf  Gerade  in  einer  Ebene  sind  gegeben;  zu  entscheiden, 
welcher  Art  der  von  ihnen  berührte  Kegelschnitt  ist  (337). 


*)  In  der  Analysis  wird  bewiesen,  daß  die  Kegelsebnitte  die  einsigeo 
Linien  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasde  sind. 
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VL   Pol  tind  Polare  sn  einem  Kegelschnitte. 

310.    Zieht  man   aus   einem   inneren   (Fig.  a)    oder  äußerenpi«  ist. 
(Fig.  b)  Pnnkte  P  eines  Eegelschnittes  zwei  Sekanten  dieselben,  so 

Fig.  187  a. 


bestimmen  deren  vier  Schnitt-  Fig.  187  b. 

pmxkte  A^  C  und  By  D  mit  dem 
Kegelschnitte  und  die  Tangen- 
ten OyCjhyd  in  denselben  einer- 
seitfl  ein  dem  Kegelschnitte  ein- 
geschriebenes eiitfaehes  Viereck 
ABCD,  in  welchem  jene  Se- 
kanten die  Diagonalen,  also  Ä 
mid  C^  sowie  B  und  D  Oegen- 
ecken  sind,  und  andererseits  ein 
einfisches  Vierseit  abcd  mit  den 
Gegenseiten  a  und  c,  sowie  b 
und  d.  Die  Schnittpunkte  der 
Gegenseiten  des  Vierecks,  n&mlich  Q  von  AB  und  CD,  und  R  Ton 
BC  und  DA,  sowie  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  des  Vier- 
seit^, nämlich  8  von  a  und  c,  und  T  yon  b  utid  df  liegen  (825,  2) 
links)  auf  einer  Geraden  p,  welche  die  Polare  des  Punktes  P  zu 
dem  Kegelschnitte  oder  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  genannt 
wird,  während  P  der  Pol  von  p  heißt  Schneidet  p  die  Sekante 
APC  in  U,  die  BPD  in  F,  so  sind  (291)  P  und  U  durch  A  und 
C7  und  ebenso  P  und  F  durch  jB  und  D  harmonisch  getrennt  Von 
den  sechs  Punkten  der  Polaren  reichen  zwei  zu  ihrer  Bestimmung 
aus;  es  ist  dazu  nur  eine  Sekante  aus  P notwendig.  Dieselbe  schneide 
den  Kegelschnitt  in  A  und  (7,  so  ist  der  Yon  P  durch  A  und  C 
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harmonisoh  getrennte  Punkt  Uein  Punkt  der  j>,  wahrend  ein  anderer 
im  Schnittpunkte  8  der  Tangenten  in  Ä  und  C  liegt.  Welche 
zweite  Sekante  aus  P  man  nun  auch  ziehen  möge,  so  liegen  die 
durch  sie  allein  bestimmten  Punkte  V  und  T^  sowie  die  durch  beide 
Sekanten  bestimmten  Punkte  Q  und  B  auf  derselben  jp. 

So  kann  man  auf  yerschiedene  Weisen  zu  P  die  Polare  p  be- 
stimmen und  zwar  eindeutig  (d.  h.  nur  eine  einzige  p)  und  durch 
lineare  Konstruktion  (d.  h.  vermittelst  gerader  Linien).  Reciprok 
kann  man  aber  auch  zu  p  den  Pol  P  eindeutig  und  linear  auf  ver- 
schiedene Weisen  konstruiren.  Denn  zieht  man  aus  zwei  äußeren 
Punkten  8  und  T  der  jp  je  zwei  Tangenten  a,  c  und  b^d  an  den  Kegel- 
schnitt;  deren  Berührungspunkte  Ä,  C,  B,  D  sind;  so  gehen  von 
dem  Yierseit  abcd  die  Verbindungslinien  der  Gegenecken  ab  und 
cd,  sowie  der  bc  und  da,  und  von  dem  Vierecke  ABCD  die  Ver- 
bindungslinien der  Gegenecken  Ä  und  C,  sowie  der  B  und  D  durch 
denselben  Punkt  P  (325;  2)  rechts).  Außerdem  ist  p  harmonisch 
getrennt  von  SP  durch  a  und  C;  und  von  TP  durch  b  und  d  (291). 
Von  den  sechs  durch  P  gehenden  Geraden  reichen  zwei  zu  seiner 
Bestimmung  hin.  Daß  P  der  Pol  von  p  ist,  folgt  daraus ,  daß  man 
aus  P,  etwa  mittelst  zweier  Sekanten  PAG  und  PBD  und  der 
Tangenten  a,  c  und  b,  d,  die  Punkte  8  und  T  auf  jP;  also  p  als 
Polare  von  P  erhält. 

Ist  P  ein  äußerer  Punkt  des  Kegelschnittes ,  aus  dem  man  alao 
zwei  Tangenten  an  denselben  ziehen  kann,  so  liegen  deren  Berfih- 
rangspnnkte  auf  p]  denn  dann  fallen  die  zwei  Schnittpunkte  A  und 
C  im  Berührungspunkte  zusammen^  und  in  diesen  fällt  auch  der 
vierte  harmonische  Punkt  U.  p  ist  dann  die  BerQhrungssehne  von 
P,  und  schneidet  den  Kegelschnitt.  Und  umgekehrt,  ist  p  eine  schnei- 
dende  Gerade,  so  ist  P  ein  äußerer  Punkt,  in  dem  die  Tangenten 
der  Schnittpunkte  zusammentreffen.  Ist  P  ein  innerer  Punkt,  so 
schneidet  p  nuAt,  und  umgekehrt  Bückt  P  auf  den  K^elschnitt, 
so  geht  p  in  dessen  Tangente  in  P  über. 

341.  Zusammenfas/Bend  kann  man  sagen,  indem  man  das  Viereck 
ABCD  und  das  Vierseit  abcd  als  vollständige  ansieht: 

1)  Gehen  in  einem  vollständigen  Liegen  in  einem  vollständigen 
Vierecke,  das  einem  Kegelschnitte  Vierseit,  das  einem  Kegelschnitte 
h  eingeschrieben  ist,  zwei  Gegen-  k  umschrieben  ist,  zwei  Gegen- 
seiten durch  einen  Punkt  P,  so  ecken  auf  einer  Geraden  p,  eo 
liegen  die  beiden  Schnittpunkte  gehen  die  beiden  Verbindungs- 
von  je  zwei  anderen  Gegenseiten  linien  von  je  zwei  anderen  Gegen- 
auf der  Polaren  p  von  P  zu  i;  ecken  durch  den  Pol  P  von  p  zn  k\ 
oder  in  einem  dem  k  eingcschrie-      oder  in  einem  dem  k   umschrie- 
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benen  Tolktandigen  Vierecke  ist  benen  yoUständigen  Yierseiie  ist 

jede  Nebenseite   die  Polare  der  jede  Nebenecke  der  Pol  der  nicbt 

nicht  auf  ihr  liegenden  Nebenecke,  durch  sie  gehenden  Nebenseite. 

2)  Die  Tangenten  in  den  zwei  Die  Berührungspunkte  der  zwei 
Schnittpunkten  jeder  aus  P  ge-  aus  jedem  Punkte  der  jp  an  k  ge- 
zogenen Sekante  der  h  schneiden  zogenen  Tangenten  liegen  in  einer 
sich  auf  jp.  Geraden  mit  P. 

3)  Die  zwei  Schnittpunkte  jeder  Die  zwei  Tangenten,  aus  jedem 
aus  P  gezogenen  Sekante  mit  i  Punkte  der  p  an  h  gelegt,  wer- 
werden  durch  P  und  jp  hanno-  den  durch  p  nnd  P  harmonisek 
nisch  getrennt.  getrennt. 

4)  Die  Berührungspunkte  der  Die  Tangenten  in  den  Schnittr 
aus  P  an  %  gezogenen  Tangenten  punkten  der|>  mit  i  gehen  durch  P« 
liegen  auf  p. 

Ist  JP  die  Polare  von  P,  so  ist  auch  P  der  Pol  yon  p.  Pol 
und  Polare  zu  einem  gegebenen  Kegelschnitte  bestimmen  sich  gegen- 
seitig eindeutig.  Ihre  Projektionen  auf  eine  andere  Ebene  sind  Pol 
und  Polare  zu  der  Projektion  des  Kegelschnittes;  weil  alle  bestim- 
menden Eigenschaften  projektiver  Natur  sind« 

342.  Die  Polare  q  von  jedem         Der  Pol  B  von  jedem  Strahle  Fig.  m. 
Punkte  Q  einer  Geraden  p  geht     r  aus  einem  Punkte  P  liegt  auf 
durch  deren  Pol  P.  dessen  Polare  p. 

Sei  Q  der  willkttrliche  Punkt  auf  jp,  oder  PQ  —  r  der  will- 
kürliche Strahl  aus  P,  so  findet  man  zunächst  die  Polare  q  von  Q, 
indem  man  durch  P  eine  den  Kegelschnitt  h  (ia  Ä  und  G)  schnei- 
dende Gerade  legt^  QÄ  zieht  und  mit  h  noch  in  B  schneidet,  BO 
zieht  und  mit  jp  in  JR  schneidet;  dann  ist  PB  ■»  ;  die  Polare  von 
P.  Denn  zieht  man  noch  PB,  Hchneidet  sie  mit  Je  noch  in  J),  so 
muß  CD  die  AB  in  Q,  AD  die  J?  (7  in  JB  treffen,  weil  diese 
Schnittpunkte  der  Gegenseiten  des  eingeschriebenen  Vierecks  auf  der 
Polaren  p  von  P  liegen  müssen  (341,  1)).  Dann  ist  aber  nach 
demselben  Satze  PB  ■»  g^  die  Polare  von  Q  und  ebenso  JB  der  Pol 
von  PQy  wodurch  beide  Sätze  bewiesen  sind. 

343.  Besdireibt  ein  Punkt  Q  eine  Gerade  p,  so  besdireibt  atme 
Polare  q  ein  der  Pmktreihe  projektives  Strählenbüschel  P  und  um- 
gekehrt. Denn  mit  der  Punktreihe  Q  ist  das  Büschel  der  Strahlen 
AQB,  welches  die  B.eiKe  aus  A  projieirt,  perspektiv,  mit  ihr  das 
Büschel  der  Strahlen  CBB,  welches  die  Schnittpunkte  B  der  ersteren 
Strahlen  mit  h  aus  C  projieirt  (318),  mit  diesem  die  Punktreihe 
der  J3.  Daher  ist  mit  der  Punktreihe  der  Q  das  Büschel  ihrer 
Polaren  PjR  =  5,  und  mit  dem  Büschel  der  Strahlen  PQssar  die 
Reihe  ihrer  Pole  B  projektiv. 

Wiea«r,  Lehrbooh  der  dnrttoUenden  Geosnatrlo.  18 
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344.  Zwei  Punkte  nennt  man 
in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
konjuffirt,  wenn  der  eine  und  folg- 
lich jeder  von  beiden  auf  der  Po- 
laren des  anderen  liegt.  Ein  Punkt 
der  Kurve   ist  sich  selbst  kon- 


Ztoei  Gerade  nennt  man  in  Be* 
zug  auf  einen  Kegelschnitt  hon- 
jugirt,  wenn  die  eine  und  folglich 
jede  von  beiden  durch  den  Pol 
der  uideren  geht.  Eine  Tangente 
der  Kurve  ist  sich  selber  kon- 
jugirt 


jugirt. 

Fig.  m.  Liegt  z.  B.  der  Punkt  jR  auf  der  Polaren  q  des  Punktes  Q,  so 
liegt  auch  Q  auf  der  Polaren  r  des  JR  (342).  Q  und  JR  sind  dann 
konjugiri 

Fig.  188. 


Die  Beihe  der  Punkte  einer 
Qeraden  und  die  Beihe  ihrer 
koDJugirten  Punkte  auf  derselben 
Geraden  bilden  eine  Involution, 
deren  Doppelpunkte  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  mit  dem 
Kegelschnitte  sind;  die  Involution 
ist  gleichlaufend  oder  ungleich- 
laufend, je  nachdem  die  Gerade 
den  Kegelschnitt  nicht  trifft  oder 


Das  Bflschel  der  Strahlen  ans 
einem  Punkte  und  das  Baschel 
ihrer  konjugirten  Strahlen  aus 
demselben  Punkte  bilden  eine  In- 
volution, deren  Doppelstrahlen 
die  Tangenten  aus  dem  Punkte 
an  den  Kegelschnitt  sind;  die  In- 
Tolution  ist  gleichlaufend  oder 
ungleichlaufend,  je  nachdem  der 
Punkt  im  Inneren  oder  Äußeren 
des  Kegelschnittes  liegt. 


trifft 

Denn,  für  den  Satz  links,  bilden  auf  der  Geraden  p  die  kon- 
jugirten Punkte  Q  und  JR  zwei  projektive  Punktreihen  (343)  und 
dazu  eine  Involution,  da  zwei  konjugirte  Punkte  Q  und  JR  sich 
doppelt  entsprechen.  Auf  derselben  sind  die  Schnittpunkte  der  Ge*- 
raden  mit  dem  Kegelschnitte  sich  selbst  zugeordnet,  also  Doppel- 
punkte. Bestehen  solche  Schnitt-  oder  Doppelpunkte,  so  ist  die 
piff-iwi^yoiution  uDgleichlaufend,  sonst  gleichlaufend  (298).    Ebenso  er^ 
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gibt  sich  die  Richtigkeit  des  Satses  rechts.  Die  Tangenten  ans  dem 
Ponkte  sind  die  DoppelstrahleA  und  sie  sind  nnr  fOr  einen  äußeren 
Punkt  mflglich^  weshalb  fdr  ihn  die  Inrolution  eine  ungleichlaufende  ist. 

Da  wir  in  Nr.  300  jeder  InYolution  zwei  Doppelelemente  sn- 
geschrieben  haben^  welche-  aber  reell  oder  imaginär  sein  können, 
so  schreiben  wir  auch,  in  Erweiterung  der  Nr.  $'6S,  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnittes  jeder  Geraden  swei  Schnittpunkte  mit  demselben 
und  jedem  Strahlenbfisohel  zwei  Tangenten  an  denselben  zu.  Die 
Punkte  oder  Tangenten  sind  entweder  beide  reell  und  getrennt, 
oder  beide  reell  und  zusammenfallend,  oder  beide  imaginär.  Eine 
Gerade  mit  zwei  imaginären  Schnittpunkten  nennt  man  auch  eine 
uneigmtlicJie  Sekante. 

Zus.  Von  zwei  konjugirten  Punkten  einer  eigetiüidien  Sekante  p  ist 
stets  der  eine  ein  innerer,  der  andere  ein  äußerer,  von  zwei  kon- 
jugirten Strahlen  aus  einem  äußeren  Punkte  P  der  eine  eine  eigent-  . 
liehe,  der  andere  eine  uneigentliche  Sekante.  Die  hmjugirtm  Ele- 
mente »ind  dunh  die  Schnittpunkte  der  p  mit  h,  lerne,  durch  die  Tan- 
genten aus  P  an  k  harmonisch  getrennt  (301). 

846.  Ist  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  von  drei  Pnnki:efurjg.i88. 
P,  Q,  JS  jeder  jedem  anderen  konjugirt,  so  ist  jeder  der  Pol  der 
durch  die  beiden  anderen  gehenden  Geraden,  und  jede  solche  Ge- 
rade ist  dann  auch  jeder  der  anderen  konjugirt.  Ein  solches  Dreieck 
heißt  Polatrdreieck,  Es  ist  sowohl  das  Nebendreieck  eines  dem  Kegel- 
schnitte eingeschriebenen  vollständigen  Vierecks,  als  das  Nebendrei- 
seit  eines  demselben  umschriebenen  yollstimdigen  Vierseits  (341, 1)). 

846.  Skoei  Punkireihen  ABC...  und  Ä^B^O^...  auf  eifs^mvigm. 
Kegdsdmitte  heißen  projektiv ,  wenn  sie  aus  einem  und  dann  aus 
jedem  Punkte  der  Kurve  durch  zwei  projektive  Strahlenbüschel  pro- 
jioirt  werden,  und  imdutorisA,  wenn  durch  zwei  involutörische. 
Ebenso  heißen  moei  Schaaren  von  Tangenten  abc . . .  und  ai\c^ . « « 
eines  Kegdschwittes  projdctiv,  he0w,  involutoriscii,  wenn  sie  auf  einer 
und  dann  auf  jeder  Tangente  der  Kurve  zwei  projektiye,  bezw.  in- 
Tolutorische  Punktreihen  einschneiden.  Sind  die  Punktreihen  des 
Kegelschnittes  projektiv,  so  sind  es  auch  die  Schaaren  der  in  diesen 
Punkten  berührenden  Geraden  (318,  Ende),  und  umgekehrt;  ebenso 
ist  das  eine  Gebilde  involutorisch,  wenn  es  das  andere  ist. 

Bei  der  Jnvciuiian  auf  einem  Kegdsdmüte  gehen  alle  Verbin^ 
dungdinien  je  zweier  zugeordneten  PunktCj  also  AA^j  BB^,  CC^ . . ., 
durd^  densdben  Punkt  P,  und  es  liegen  aUe  Schnittpunkte  je  zweier 
zugeordneten  Tangenten^  also  aa^,  hb^^  ec^.. .  auf  derselben  Geraden 
Pf  wddie  die  Polare  von  P  zu  der  Kurve  ist  P  heißt  der  Mittd- 
punkt  und  p  die  Axe  der  Involution. 
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Denn  es  ist  wegen 
des  doppelten  Entspre- 
chens  und  wegenNr.279 

^{ÄC,BB,), 
daher 

Ä{CÄ,BB^)  — 

CiAG.BB,), 

Also  sind  diese  beiden 
Strahlenbüschel  projek- 
tiY,  aber  auch  perspektiv,  weil  die  entsprechenden  Strahlen  AC 
und  CA  sich  decken.  Ihre  Perspektive  Schnittlinie  enthält  die 
Punkte  B,  B^  und  den  Schnittpunkt  JP  von  AA^  und  CC^.  Also 
geht  durch  den  Schnittpunkt  P  der  beiden  Verbindungslinien  AA^y 
COi  je  zweier  zugeordneten  Punkte,  auch  diejenige  BBy^  ii^end  zweier 
anderen.  —  Dann  müsaen  sich  aber  auch  die  in  A  und  A^  ge* 
Bogenen  Tangenten  a  und  o^  in  einem  Punkte  A'  der  Polaren  p 
Ton  P  treffen  (341,  2))  und  ebenso  die  Linien  AB,  A^B^  in  einem 
solchen  I)  und  AB^,  A^B  ia  einem  solchen  1/  (341,  1)). 

Man  bemerkt,  daß  ein  Kegelschnitl  h  mit  sich  selbst  perspektiv- 
keUinear  ist,  wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  P  seiner  Ebene  als 
EoUineationsmittelpunkt  und  dessen  Polare  p  als  Eollineationsaxe 
annimmt;  die  zwei  Punkte  des  k  auf  einem  Strahle  aus  P  sind  ent- 
sprechende; die  Systeme  sind  inyolutorische  (<}  «a  —  1)  (312). 

847.  In  der  Fig.  189  zeigt  das  in  den  Kegelschnitt  k  ein- 
geschriebene Viereck  ABA^B^,  daß  D  und  1/  konjugirte  Punkte 
sind.  Da  zu  ihrer  Bestimmung  nur  die  Geraden  AB,  A^B  und  p 
notwendig,  die  Lage  des  Punktes  B^  auf  k  und  daher  aach  von  P 
auf  AA^  aber  unwesentlich  sind,  p  jedoch  die  Polare  irgend  eines 
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Punktes  der  AÄ^  d.  L  der  AÄ  konjugirt  ist,  so  ergibt  sich  fol- 
gender ScAb  und  sein  reciproker. 

Verbindet  man  zwei  feste  Schneidet  man  zwei  feste  Tan- 
Punkte  Ay  A^  eines  Kegelschnittes  genten  a,  a^  eines  Kegelschnittes 
%  mit  einem  wechselnden  Punkte  Jk  mit  einer  wechselnden  Tangente 
B  desselbeni  so  schneiden  je  zwei  h  desselben^  so  sind  die  Verbin- 
Geraden  AB^  A^B  auf  jeder  xu  dnngslinien  je  zweier  8chnitt- 
der  Geraden  AA-^  konjngirten  Oe-  punkte  ah^  a^  mit  jedem  zu  dem 
raden  j>  konjugirte  Punkte  in  Schnittpunkte  a€^  konjngirten 
Bezug  auf  %  ein.  Punkte  P  konjugirte  Gerade  zu  %. 

Hierdurch  sind  die  Aufgdbm  gelost  auf  einer  Geraden  p  eine 
Reihe  von  Paaren  konjugirter  Punkte ;  oder  aus  einem  Punkte  P 
eine  Reihe  von  Paaren  konjugirter  Strahlen  zu  bestimmen.  Man 
muß  nur  zunächst  zu  p  eine  konjugirte,  den  %  sehneidende  Gerade 
AA^  dadurch  bestimmen ,  daß  man  aus  zwei  Punkten  der  |>  je 
zwei  Tangenten  des  jfc  ziefai;  AA^  ist  dann  eine  den  jb  schneidende 
Nebenseite  des  yon  den  vier  Tangenten  gebildeten  Yierseits.  Ebenso 
ziehe  man  aus  P  zwei  den  i  schneidende  Gerade;  aa^  ist  dann  eine 
zu  Jb  äußere  Nebenecke  des  von  den  vier  Schnittpunkten  gebildeten 
Vierecks. 

348.  Aufg,  In  sinem  mvolutorischen  StrahlmMschd  S  sind  inmmg,m. 
SircMenpaare  aa^y  h\  gegeben; 
wan  soU  1)  den  mem  Strahle    ^\^^ 
0  sfugeardnden  c^,  2)  das  Paar  ^  nST^"^--*^^-^^^ 
auf  einander  senkrechter  Strah- 
len, 3)  die  DcfpdstrMen  be- 
stimmen. 

Aufl.  Man  lege  durch  S 
einen  Kegelschnitt  hy  wegen  2) 
einen  Kreis;  auf  ihm  bestimmt 
das  Büschel  S  eine  Intolution 
AA^y  BBi]  man  konstruire 
deren  Mittelpunkt  P  (AA^y 
BBy)  und  Axe  p  (AB,  A^B^\  >'^-"' 
AB.yA^B)  (346); durch Strah-  A" 

len  aus  P  ergeben  sich  entsprechende  Punkte  Cy  C^  auf  h  und 
Strahlen  (c,  c^)  aus  8.  Die  Doppelstrahlen  laufen  aus  8  nach  den 
Schnittpunkten  M,  N  von  jp  mit  h  Das  Paar  auf  einander  senk«« 
rechter  Strahlen  geht  durch  die  Endpunkte  des  aus  P  gezogenen 
Durchmessers  PO  des  Kreises  h. 

Zus.  Sind  die  Strahlen  von  zwei  Paaren  auf  einander  senk- 
recht ^  so  sind  es  alle;  denn  die  ersteren  bestimmen  dann  die  End- 
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pnnkte  "Zweier  Dorchmesser  des  Kreises  h,  sein  Mittelpunkt  ergibt 

»sich  da<ibrch  als  InToltitionsmittelpuBkt,  woraus  die  Behauptung  folgt 

jhe.tn,        349.    Äufg.    Von  emer  irivölutarischm  Funkbreihe  s  ami  moei 

Pmktepaare  ÄÄ^  BBi  gegtben;  man  soü  1)  den  einem  Punkte  C 

Fig.  191. 

'vf<%'i 'x 


sugeardneten  C^f  2)  den  Mittelpunkt  0  der  InvoMianj  3)  die  Doppd- 
punkte  finden. 

Aufl.  üian  ziehe  einen  die  s  berührenden  Kegelschnitt,  am 
leichtesten  einrai  Kreis  k,  lege  an  ihn  die  Tangenten  aus  den  ge- 
gebenen Punkten  y\(welche  eine  Involution  bilden) ,  bestimme  deren 
Axe  p  und  Mittelpunkt  P  (346) ,  so  ergeben  sich  aus  jedem  Punkte 
der  p  zwei  zugeordnete  Tangenten  der  k  und  dadurch  zwei  zuge- 
ordnete Punkte  der  ^3  der  Mittelpunkt  0  ergibt  sich  als  der  dem 
unendlich  fernen  Punkte  der  s  zugeordnete;  die  beiden  Tangenten 
aus  P  an  i  liefern  die  Doppelpunkte  My  N  auf  s. 

86O4  Äufg.  Eine  Ebene  und  ein  Punkt  &  deredben  seien  die 
Träger  gweier  involutorischen  Strähtenbäschd,  oder  eine  Gerade  s  sei 
der  Träger  0weier  inwlutoriscf^  J^mktreihen;  man  soll  in  jedem  FdOe 
die  beiden  Elemente  bestimmen,  u^ddic  einander  eugleich  in  der  ei$^en 
und  in  der  anderen  Involution  eugeordnot  sind.  E>.  sind  diese  Elemente 
auch  diejenigen,  welche  durch  die  (reellen  oder  imaginären)  Doppel- 
elemento  sowohl  der  einen,  wie  der  anderen  Inyolution  harmanisd^ 
getrennt  si}td. 

Aufl.  für  den  ersten  Fall,  Man  lege  durch  S  einen  Kreis  (oder 
6inen  anderen  Kegelschnitt) ,  suche  die  Mittelpunkte  P  und  P'  beider 
Involutionen,  so  schneidet  PP"  den  Kreis  in  den  beiden  Punkten, 
durch  welche  die  gesuchten  Strahlen  gehen.  —  Im  zweiten  Falle 
verfahre  man  reciprok. 

Vergegenwärtigt  man  sich,  z.B.  bei  dem  StrahlenbÜscbel  S', 
die  Lagen  von  P  und  P',  welche  bei  imaginären  ^Doppelelemesten 
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innere,  bei  reellen  äußere  Punkte  des  Hilfskreises  sind,  und  be- 
achtet, daß  die  beiden  gesuchten  Elemente  reell  oder  imaginär  sind, 
je  nachdem  es  die  Schnittpunkte  der  Geraden  W  mit  dem  Hilfs- 
kreise sind,  so  findet  man,  (2ap  äxa  gesuchten  gememduxßlichen  EU- 
fneftte  der  beiden  Involutionen  reeU  sind,  icenn  die  Doppelelemente  von 
einer  oder  von  beiden  Involutionen  imaginär  eind^  oder  wenn  sie  von 
beiden  reeU  sind,  und  unmn  dt^cnigen  der  einen  die  der  anderen  ein- 
sehließen,  dagegen  imaginär,  ivenn  sie  reell,  und  dii^enigen  der  einen 
die  der  anderen  trennen. 


yn.  Konatraktion  eine«  Kegelaohnittes  ans  imaginlren  Elementen« 


Einen  Kegelschnitt  h  zu  kon- 
struiren,  Ton  welchem  drei  reelle 
und  zwei  konjugirte  imaginäre 
Tangenten  gegeben  sind. 


861.  Äufg.  Einen  Kegelschnitt 
Je  zu  konstruiren,  von  welchem 
drei  reelle  und  zwei  konjugirte 
imaginäre  Punkte  gegeben  sind 

Aufl.  Seien  A,B,C  ^^  ^^  iig.iM. 

die  reellen  Punkte  and 
seien  die  konjugirien  ima- 
ginären Punkte  durch  die 
gleichlaufende  Involution 
BVEE'  auf  der  Geraden 
P  gegehen,  so  suche  man 
zuerst  den  Schnittpunkt 
8  der  über  DIX  und  über 
EE'  als  Durehm  esser  be- 
schriebenen Halbkreise, 
aus  denen  sich  zwei  zu- 
geordnete Punkte  durch 
zwei  auf  einander  senk- 
rechte Strahlen  projici- 
ren  (302).  Sodann  be- 
stimme man  den  Punkt 

A^  des  h  derart,  daß  AA^  durch  den  Pol  von  p  gehi  Schneiden 
BA  und  CA  die  jp  in  JP*  bezw.  O,  so  mOssen  BAy^  und  CA^  durch 
F  bezw.  Q'  gehen  (346),  wodurch  A^  bestimmt  ist 

Weitere  Punkte  ron  h  sind  dann  die  Schnittpunkte  von  Strahlen, 
welche  aus  A  und  A^  nach  zugeordnetem  Punkte  der  p  gezogen 
werden,  so  AD,  A^V  und  Alf,  A^D.  —  Die  Angabe  rechts  wird 
xeeiprok  gelöst 

Zus.  Ebenso  ist  ein  Kegdsehmtt  h  bestimmt  durclh  eine  Gerade 
p  und  ihren  Pol  P  su  k,  durdi  die  (eu  einander  Perspektiven)  Invo- 
lutionen konjugirter  Punkte  auf  p  und  Strahlen  aus  P  in  BeMug  auf  k 
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und  durch  ewen  Punkt  Ä  von  k.  Man  bestimmt  auf  PÄ  den  von  A 
durch  P  und  p  harmonisch  getrennten  Punkt  Ä^ ,  und  verfahrt  dann 
wie  vorher.  —  Man  sagt,  daß  der  Kegelschnitt  durch  gu;ei  imaginäre 
Punkk  auf  p,  die  imaginären  Tangenten  in  denselben,  welche  nach  P 
laufen,  und  einen  reellen  Pmkt  A  bestinunt  seL 

352.  Aufg.  Einen  Kegelschnitt  Einen  Kegelschnitt  k  zu  kon- 
Jb  zu  konstruiren,  von  welchem  struiren,  von  welchem  eine  reelle 
ein  reeller  Punkt  und  zwei  Paare  Tangente  und  zwei  Paure  kouju- 
konjugirtei:  imaginärer  Punkte  ge-  girter  imaginärer  Tangenten  ge- 
geben sind.  geben  sind, 
pig^iw.  Auft,  links.  Sei  A  der  reelle  Punkt  und  stellen  J5J5',  CC  auf 
p  lund  DVf  EE'  auf  |>|  die  beiden  imaginären  Punktepaare  dar. 
Fig.  193.  Im  Schnittpunkte  von  p  und  p^  seien 
die  Punkte  B  und  D  vereinigt,  deren 
entsprechende  f  und  Uf  sind.  Da  nun 
die  Polare  von  JB  durch  Jff  und  die 
von  D  durch  B'  geht  (M4),  so  ist 
Sjy  die  Polare  von  B{D\  auf  wel- 
cher daher  die  Pole  von  p  und  von  |^^ 
liegen.  Da  femer  B{B)  ein  äußerer 
Punkt;  so  schneidet  seine  Polare  J^2/ 
den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punk- 
ten F  imd  jF|y  die  auf  denjenigen  Strahlen  aus  A  liegen,  welche 
durch  zugeordnete  Punkte  sowohl  .  der  p  als  der  p^  gehen  (351). 
Projicirt  man  «daher  die  Punktinvolutionen  jp,  Pi  aus  A  durch  Strahlen- 
involutionen, so  findet  man  nach  Nr.  350  AF,  AF^  als  die  Strahlen, 
welche  in  jedem  dieser  Büscheln  einander  zugeordnet  sind.  Weitere 
Punkte  erhält  man  dann  durch  Strahlen  aus  F  und  JP\,  welche  nach 
zugeordneten  Punkten  der  p  (und  zugleich  der  p^  gehen,  wie  der 
FC,  F^C  und  FC,  F^G.  —  Die  Aufgabe  rechts  wird  reciprok  gelöst 

vm.   Beoiprooit&t  in  der  Sbene. 

363.  Wir  haben  in  Nr.  286  die  ersten,  und  seitdem  viele  Paare 
reeiproker  Sätze  ausgesprochen,  bei  denen  aber  stets  beide  des  Be- 
weises bedurften.  Vermittelst  der  Sätze  über  die  Polarität  der  Kegel- 
schnitte können  wir  nun  das  Gesetz  der  Beciprocität  oder  Dualität 
aufstellen,  nadi  dem  man  zu  einem  bewiesenen  Satze  über  projektive 
Eigenschaften  sogleich  den  reciproken  aussprechen  kann,  der  dadurch 
bewiesen  ist,  daß  er  nach  dem  Gesetze  der  Reciprocität  gebildet 
wurde. 

Nennt  man  m  einer  Ebene  einen  Punkt  und  eine  Gerade  reci« 
prok,  w^n  sie  in  Bezug  auf  eisen  festen  Kegelschnitt^  d^i  man  die 
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Direktrix  der  Reoiprocität  iieimt,  gegenseitig  Pol  und  Polare  tind,  so 
ergeben  sich  folgende  reciproke  Gebilde  und  Sätse: 

Ein  Punkt  und  eine  Gerade^  eine  Gerade  und  ein  Punkt^ 
die  durch  ihn  geht;  der  auf  ihr  liegt  (342); 

eine  gerade  Punktreihe;  ein  damit  projektives  Strahlen- 

büschel (843); 

eine  Beihe  wn  Renkten  in  ste-  ein  Büschel  von  Strahlen  in  ste- 
tiger Folge  oder  eine  tUfikfhwrve  tiger  Folge  oder  eine  einJmUende 
Ton  der  Stetigkeit  erster  Ordnung,  Kurve  von  der  Stetigkeit  zweiter 
für  welche  auch  die  Verbindungs-  Ordnung,  fttr  welche  auch  der 
IJnie  zweier  benachbarten  Punkte  Schnittpunkt  zweier  benachbarten 
oder  die  Tangente  der  Kurve  ste-  QenAeii  oder  der  Berührungspunkt 
üg  ihre  Richtung  ändert,  so  daß  der  Xurre  stetig  seinen  Ort  ändert, 
die  Kurve  auch  die  Stetigkeit  so  daß  die  Kurve  auch  die  Ste* 
zweiter  Ordnung  besitzt;  tigkeit  erster  Ordnung  besitzt; 

eine  solche  Kurve  (Punktkurve)  ein  solches  Strahlenbüschd  heißt 
heißt  von  der  n**  Ordnung,  wenn  von  der  n*^  Ordnung,  wenn  es  mit 
sie  mit  einer  geraden  Punktreihe  einem  Strahlenbüschel  n  reelle 
n  reelle  und  imaginäre  Punkte  und  imaginäre  Strahlen  gemein 
gemein  hat  hat    Die  einhilüende  Kurve  heißt 

dann  von  der  n*"  Klasse  (338). 
Bei  einer  Kurve  sind  die  Ordnung  und  die  Klasse  im  Allge- 
meinen verschieden;  stets  aber  ist  jede  Kurve  von  der  zweiten  Ord- 
nung gugUich  von  der  mceiten  Klasse  und  umgekehH;  und  diese  Kurven 
sind  die  Kegelschnitte.  Ist  der  Kegelschnitt  die  einzige  Kurve  zweiter 
Ordnung  (338,  Anm.),  so  ist  das  reciproke  Gebilde  die  einzige  Kurve 
zweiter  Klasse  und  es  ist  nur  zu  zeigen,  daß  diese  ebenfalls  ein 
Kegelschnitt  ist.  Entsteht  die  erstere,  eine  Punktkurve,  aus  zwei 
projektiven  Strahlenhüscheln,  so  entsteht  die  reciproke  Kurve  aus 
zwei  projektiven  Punktreihen,  ist  daher  ein  Kegelschnitt  (319). 

Bas  Gesetz  der  Beciprocität  lautet  nun:  Zu  jedem  Satze  über 
projektive  Eigenschaften  kann  man  einen  reciproken  dadurch  bilden^ 
daß  man  alle  Begrifie  in  demselben,  denen  reciproke  gegenüber- 
stehen, durch  diese  ersetzt  (s.  285). 

864.  ÜbungsaufgcAen.  In  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kreis  als 
Direktrix  der  Reciprocität  zu  einer  gegebenen  Kurve  die  reciproke 
'ZU  konstruiren: 

.  1)  Zu  einem  Kreisej  und  dabei  zu  entscheiden,  in  welchen  Fällen 
eme  Ellipse,  eine  Parabel  und  eine  Hyperbel  entsteht 

2)  Zu  einer  Sinuslinie;  sie  besitzt  die  Gleichung  ^  «>  sin  ^,  und 
fiire  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  bildet  den  Winkel  9>  mit  der 
9  Axe^  «Ar  welchen  tg  9>  >»  cos  Xj  woraus  die  Tangente  zu  kon- 


uigitizea  Dy 


Google 


282  VI,  854—365.   Projektive  Geometrie. 

struiren  ist.  Den  beiden  unendlich  yielfachen  Tangenten  entsprechen 
zwei  unendlich  yi^Ifache  Punkte.  Den  aus  dem  Mittelpunkte  der 
Direktrix  gezogeneu  Tangenten  entsprechen  unendlich  ferne  Punkte. 
Bei  der  Eonstraktion  beachte  maU;  daß  die  Polare  eines  Punktes 
senkrecht  auf  dem  durch  um  gelegten  Durchmesser  der  Direktrix  steht^ 
daß  es  Torteilhaft  ist,  diejenigen  Punkte  der  Kurve  zusammenzufassen, 
welche  auf  einer  Parallelen  zur  xAxe  liegen,  indem  ihre  Polaren 
durch  den  Pol  dieser  Parallelen  gehen,  und  indem  die  Tangenten 
in  denselben  zwei  Schaaren  paralleler  Geraden  bilden,  deren  Pole 
auf  zweien  zu  den  Tangenten  senkrechten  Durchmessern  der  Direk- 
trix liegen. 

3)  Zu  einer  Tangentenlinie,  für  welche  y— tga?,  tgy— Ircos'rc, 
was  leicht  zu  konstruiren. 

4)  Zu  einer  gemeinen  CyKUride^  deren  Konsiruktion  im  IL  Bande 
nachgeschlagen  werden  kann.  Man  wird  finden,  daß  die  reciproke 
Kurve  eine  kollineare  Kurve  der  Tangentenlinie,  und  daß  die  Re- 
ciproke der  Tangentenlinie  eine  Kollineare  der  gemeinen  Cjkloide  ist 

5)  Zu  einer  Sdcantenlinie;  y  '^aecx,  tg  7  »>  tg  a;  :  cos  o;. 

IX   Kox^jugirte  Durchmesfer  der  KegelM^nttt». 

vig.  194.        35&«  Läßt  man  einen  Punkt  P  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes 
ins  Unendliche  rücken,  so  werden  die  aus  ihm  gezogenen  Sekanten 
pjg  194  AB,  CD  parallel;  und  die  Polare  p 

von  P;  welche  mit  P  die  Punkte  Ä 
"g  und  B,  C  und  D  u.  s.  w.  harmonisch 
trennt  (341,  3));  muß  durch  die  Mit- 
telpunkte der  Sehnen  gehen  (286). 
Daher:  die  Mittelpunkte  paraUder 
Sehnen  eines  Kegelschfiittes  hegen  u^f 
einer  geraden  Linie;  dieselbe  heißt 
ein  Durdimesser  des  Kegelsclmätes  wid 
ist  die  Polare  des  unendlü^  fernen  Rmktes  der  Sdmen, 

Auf  diesem  Durchmesser  liegen  auch  die  Berührungspunkte  der 
mit  den  Sehnen  parallelen  Tangenten,  der  Schnittpunkt  zweier  in 
den  Endpunkten  einer  der  Sehnen  gezogenen  Tangenten ,  und  der 
Schnittpunkt  zweier  neuen  Gegenseiten  eines  durch  zW^ei  jener  Sehnen 
gebildeten  Vierecks  (wie  ABBC)  (341). 

Die  Burehmesser  der  Parabel  sind  einiander  parallel  und  laufen 
nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  derselben.  Denn  eine  der  beiden 
Tangenten,  welche  aus  einem  unendlich  fernen  Punkte  P  an  die 
Piirabel  gdegt  werden  können,  ist  die  unendlich  ferne  äerade,  und 
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3ur  BerDhrangspnnkt  der  nnendlich  ferne  Punkt  der  Kurve  (332), 
durch  den  daher  die  Polare  von  P^  also  jeder  Durchmesser  geht. 

856.  Ein  Durchmesser  schneidet  den  Kegelschnitt  in  zwei 
reellen  oder  imaginären  Punkten ;  je  nachdem  er  die  Polare  eines 
äußeren  oder  inneren  unendlich  fernen  Punktes  ist  (340);  entsprechend 
ist  auch  die  Größe  des  Bwrekmeswrs  reell  oder  imaginär.  Da  nun 
die  Hyperbel  äußere  und  innere  Punkte  auf  der  (schneidenden)  un- 
endlich fernen  Geraden  besitzt^  so  hat  sie  auch  reeUe  und  imaginäre 
Durchmesser,  die  Ellipse  dagegen  nur  reelle. 

367.  Alle  Durdimesser  eines  Kegdschnittes  gAen  durch  den  jRrf 
der  unendUdi  fernen  Geraden^  welcher  der  Mittelpunkt  heißt,  und  fver- 
den  in  ihm  haBnrt  (341,  3)).  —  Da  die  EUipee  Ton  der  unendlich 
fernen  Geraden  nicht  geschnitten  wird,  so  ist  ihr  Mittelpunkt  ein 
innerer  Punkt  (340),  der  der  HgperM  dagegen  ein  äußerer.  Durch 
denselben  gehen  die  Asymptoten,  als  die  Tangenten  in  den  unendlich 
fernen  Punkten.  Als  Mittelpunkt  der  Parabel  ist  ihr  unendlich  femer 
Punkt  anzusehen,  als  Berflhrung^spunkt  und  Pol  der  unendlich  fernen 
Geraden;  wobei  aber  wohl  zu  beachten,  daß  der  Abstand  des  Mittel- 
punktes Ton  dem  unendlich  fernen  Berührungspunkte  unendlieh  groß 
ist;  daß  aber  deonoch  beide  Punkte  als  der  eine  unendlich  ferne 
Punkt  eines  Durchmessers  bezeichnet  werden,  weil  ihnen  dieselbe 
Grenzlage  aller  von  ihnen  abhängigen  Gebilde  zukommt  (72,  73). 

868.  2!tpei  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  sind  honjugirt,  wenn 
jeder  durch  den  (unendlich  fernen)  Fei  des  andern  geht  (344).  Daher 
haXbirt  jeder  die  paräUd  gu  dem  andern  geßogenen  Sehnen.  Denp  (355) 
er  ist  dann  die  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  des  anderen 
(p  und  q  in  Fig.  194). 

Bei  dem  Ereise  sind  konjügirte  Durchmesser  auf  einander  senk- 
recht; bei  der  Partäfel  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  als  der  zu 
jedem  anderen  Durehmesser  konjügirte  anzusehen. 

Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eiues  Durchmessers  sind 
parallel  mit  dessen  konjugirtem  Durohmesser. 

Das  Bflschel  der  Durchmesser  und  das  ihrer  konjugirten  Durch- 
messer bilden  eine  Inrolution,  welche  bei  der  Ellipse  gleichlaufend, 
bei  der  Hyperbel  ungleichlaufend  ist,  deren  Doppelelemente  im 
letzteren  Falle  die  Asymptoten  sind  (344,  rechts).  Zwei  konjügirte 
Durehmesser  einer  Hyperbel  sind  durch  die  Asymptoten  harmo- 
nisdi  getrennt;  einer  derselben  ist  reell,  der  andere  imaginär 
(344,  Zus.). 

Die  auf  einander  svikrechtm  hmjugirten  Durehmesser  eines  Kegel- 
Schnittes  neptnt  man  seine  Axen.  Sie  sind  Symmetrielinien,  und  be- 
stehen stets  (348,  2)). 
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Fig.  105.        359.   Die  Diagonalen  eines  um  einen  Kegebdmitt  leschriebenen 
Farallehgrammes   ABCD  sind  honjugirte  Durchmesser.     Denn  die 


Fig.  196. 


Diagonalen  AC,  BD  und  die  unendlich 
ferne  Gerade  bilden  ein  Polardreieck  (345). 
Daher  bestimmt  manzwei  konjagirte  Durch- 
messer durch  die  Schnittpunkte  zweier  pa- 
rallelen Tangenten  mit  einer  beliebigen 
dritten,  indem  man  diese  Schnittpunkte 
mit  dem  Mittelpunkte  M  rerbindet 

Die  Diagonalen  eines  in  einen  Kegel- 
schnitt  eingeschriebenen  ParalUiogrammes 
EFGH  sind  Durchmesser  uHd  die  Seiten 
desselben  mit  Jcofyugirten  Durchmessern  parallel.  Denn  der  Mittel- 
punkt und  die  beiden  (unendlich  fernen)  Schnittpunkte  je  zweier 
parallelen  Seiten  bilden  ein  Polardreieck  (345).  Und  umgekehrt 
bestimmen  zwei  beliebige  Durchmesser  ein  eingeschriebenes  Paral- 


Pig.  196. 


vig.ie6. 


lelogramm.  Daher  bestimmt  man 
zwei  konjugirte  Durchmesser  als 
Parallele  zu  0wei  hrnjugirten  Sek* 
nen^  worunter  man  solche  Tor- 
stehl^  welche  von  den  zwei  End- 
punkten eines  Durchmessers 
ausgehen  und  sich  in  einem 
Punkte  des  Kegelschnittes  treffen, 
wfe  EF  und  GF. 

360.  Da  in  einer  Hyperbel 
zwei  konjugirte  Durchmesser 
MÄf  MB"  durch  die  Asympto- 
ten MC,  MD  harmonisch  ge- 
trennt sind  (358);  so  schneidet 
eine  mit  Jl/J?"  parallele  Gerade 
die  anderen  Geraden  in  den  Punk- 
ten G,  (7,  D,  fttr  welche  giK 
6^(7«»  —  QD.  Schneidet  femer  diese  Sekante  die  Hyperbel  in  E 
und  F,  so  ist  auch  GE'-^--  GF  (358).  Also  ist  auch  GG-r^GE 
—  —  {GD  —  GF),  EG^--  FD.  Daher:  Auf  einer  Sekante  einer 
Hfperhd  ist  das  Stück  zwischen  dem  einen  HyperbeH-  und  dem  einen 
Asymptotenpunkt  gleich  und  entgegengesetzt  mit  dem  StüeJce  zunsdien 
dem  anderen  Hyperbel-  und  dem  anderen  Asyinptotenpunkte.  Im  Be- 
sonderen: das  Stück  einer  Hyperbeltangente  zwischen  den  Asymptoten 
wird  vom  Berührungspunkte  halbirt  {ÄF^=^  —  ^'0* 
Fig.  197.        361.  Die   Verbindungssirecke  DC  des  Schnittpunktes  D  zweier 
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Fig.  197. 


Parabeltangenten  mä  dem  MUtdpunkte  C  der  Sehne  AB  der  Be- 
rährungsptmkte  Hegt  auf  einem  Durahmesser  und  wird  van  der  Pardbd 
in  E  Judbirt,  deren  Tangente  ET  mit  AB  por 
raüel  UUrft.  Denn  BG  ist  die  Polare  des  un- 
endlich fernen  Punktes  von  AB  (341;  2)  und  3)), 
also  ein  Durchmesser,  und  D  und  G  werden 
durch  E  und  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
Parabel  harmonisch  getrennt  Die  Involution  auf 
einem  Parabeldurehmesser  besteht  also  aus  zwei 
kongruenten  entgegengesetzten  Punktreihen  mit 
den  Doppelpunkten  auf  der  Parabel  und  im  Un- 
endlichen. 

362.  Aüe  um  eine  EBipse  heschrid>enenmParäUelogramme,  deren 
Seiten  mit  evxA  ionjugirten  Durchmessern  pa/rdXld  sind^  Juanen  denselben 
FlächeninhaU  4ah.  Denn  sie  entstehen  durch  dieselbe  Parallelpro- 
jektion aus  den  einem  Kreise  umschriebenen  Quadraten  (145).  Oder: 
„In  einer  Ellipse  besitzen  alle  Dreiecke ,  welche  zwei  konjugirte 
Halbdurchmesser  zu  Seiten  haben,  denselben  Flächeninhalt  Sind  a' 
und  V  zwei  konjugirte  Halbdurchmesser  und  aV  ihr  Winkel,  so  ist 
aV  sin  a'V  «»  ah. 

368,  Die  auf  konjugirte  Durclimesser  heeogene  Oleicliung  einervi9.i9^. 
Eüipse  m  entwickeln.  Es  seien 
MA  —  a',  MB  —  V  die  kon-  ^^'  *^^' 

jugirten  Halbdurchmesser,  G 
ein  beliebiger  Punkt,  GD  ||  6' 
und  DC—  y,  MD»^  x  seine 
Koordinaten.  Bildet  man  die 
affine  Figur  des  Kreises,  der 
aus  M  durch  A  gelegt  ist^ 
indem  man  MA  als  Affini- 
tatsaxe,  den  Punkt  B'  des 
Kreises  (J.Jlf£'<»J3)  als  dem 
B  der  Ellipse  entsprechend, » 
daher  BB^  als  Af&nitatsstrahl 
annimmt,  so  ist  dies  unsere 
Ellipse,  und  ihrem  Punkte  G 
entspricht  G'  des  Kreises,  wenn 
DCIMS  und  G'G^BB. 


Sei  DC  ^y\  so  gilt  für  den  Kreis 
Sodann  ist  aber  /  :  y  -=  MB^ :  MB  —  d  :  6';  und 
aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich  die  gesuchte  Gleichung 


?!.  J.  ?^1  =  1 
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Für   die   auf  einander  senkrechten  Axen  a  und  b  ergibt  sich  die 
Axe^ngleichung 


5^  +  ^*-l 


364.   Die  Summe  der  Quadrate  Bweicr   Jußi^ugkim  JSalbdurch' 
vig.iw.mtiser  einer  Ellipse  ist  unverätiderlich.  Seien  MA  ««  o^  MB  «»  b  die 


Fig.  199. 


\^  1 

1          y 

1     y^ 

4 


beiden  Halbaxen,  MC*^ 
a\  MD  -B  b'  irgend  zwei 
konjugirte  Halbdurch- 
mesaer  der  Ellipse^  so  be- 
trachte man  diese  als 
affine  Figur  des  aus  M 
durch  A  gelegten  Kreises 
mit  der  Affinitätsaxe  MA 
und  mit  darauf  senkrech- 
ten Affinitatsstrahlen. 
Dann    entsprechen    den 


Punkten  B^CyD  der  Ellipse  die  F,(7,2)'  des  Kreises,  wobei  MC, 
MÜ  ebenfalls  konjugirte,  d.  h.  auf  einander  senkrechte  Durch- 
messer des  Kreises  sind.  Nun  ist  (siehe  Fig.):  JfQ*  +  CJ^C *«««*, 

^^^  -  T  <^^^  A^  -  \  ^0^';  -»^A  -  0,C\  Djy  -  MG^ 
a'^  +  b'^^MC^  +  MD^'^MC^^  +  C^C'  +  MD^^  +  D^D'^MC^^ 


Fig.  200. 


vtg.soa 


865.  In  einer  Hyperbd  haben 
adle  Dreiedce,  wdche  durcli  die 
beiden  Ajsymptoten  und  äne  Tan- 
gente gebildet  werden,  denselben 
FlächeninhaU.  So  ist  A  MPQ 
-  i^MP.MQ .  BinPMQ^ab. 
Denn  die  Tangente  PQ  erzeugt 
auf  den  Asymptoten  projektive 
Punktreihen,  deren  Gegenpunkte, 
(welche  den  Berührungspunkten 
der  Asymptoten  entsprechen)  in 
ihrem  Schnittpunkte  M  zusam- 
menfallen (318);  daher  ist 
MP.  MQ  unveränderlich  (280). 
Für   die  Scheiteltangente   wird 

das  Dreieck  «=  a&  «=  ^e*  sin  PjJfö« 
Daher  auch  MP .  MQ  =  e*.  — 
Betrachtet  man  die  Asymptoten  als  Koordinatenaxen,  so  sind  von 
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demBerührcmgsptmkt«  J.'  die  Koordinaten  X'^MX^^^MP,  y^^MY 
«»  ^MQy  woraus  die  Asymptotengleichung  der  Hyperbel 

360.  Auf  einem  imaginären  Durchmesser  MJBf  findet  eine 
gleichlaufende  Involution  konjugirter  Punkte  statt,  deren  Mittelpunkt 
M  ist,  und  deren  zugeordnete  von  üf  gleichweit  entfernte  Punkte  ^,  J?/ 
die  ideellen  Doppelputdcie^  d.  i.  auch  die  ideellen  Schnittpunkte  mit  der 
Kurve  sind  (344).  um  sie  zu  bestimmen,  ziehe  man  die  beiden  mit  MS 
psMrallelen  Tangenten  an  die  Hyperbel,  deren  Berührungspunkte  ^'^^^'^ 
und  deren  Schnittpunkte  mit  den  Asymptoten,  bezw.  P,  Q  und  Pj,  Q^ 
sind.  FQP^Qi  ist  dann  ein  Parallelogramm,  von  dem  zwei  Gegen- 
seiten die  gesuchten  Punkte  JB",  £/  enthalten.  Denn  Ä'B^'  QQQ^) 
ist  die  Polare  von  Q,  indem  sie  die  Berührungspunkte  der  beiden 
aus  Q  gezogenen  Tangenten  verbindet;  ebenso  ist  ^/J5/  die  Polüre 
von  Pj.  Daher  ist  P/  der  Pol  von  QP^,  und  die  gleichweit  Ton  M 
entfernten  Punkte  P"  und  P/  sind  konjugirt  Man  nennt  P^P^^ 
den  ideeUm  zu  Ä'Jj^  konjugirten  Durchnhesser  der  Hyperbel, 

36  ?•  Die  Endpunkte  der  ideellen  Durchmesser  einer  Hyperbel 
li^en  auf  einer  zweiten  Hyperbel,  welche  mit  der  ersten  dieselben 
Asymptoten  besitzt  Denn  PQ  und  PQ^  beschreiben  auf  MP  die- 
selbe und  auf  MQ  gleiche  und  in  Bezug  auf  M  symmetrische  Punkt- 
reihep.  Daher  sind  die  Ton  PQ^  beschriebenen  Punktreihen  unter 
einander  projektiv,  und  zwar  sind  in  M  die  Oegenpunkte  vereinigt 
Demnach  sind  MP  und  MQ  Tangenten  und  zwar  Asymptoten  des 
von  PQ^  erzeugten  Kegelschnittes,  der  demnach  eine  Hyperbel  ist 
—  Umgekehrt  sind  die  ideellen  Durchmesser  (^^^/)  dieser  zweiten 
Hyperbel  reelle  der  ersten.  Beide  Hj^^hel/n  heißen  komplementär 
oder  konjugirt, 

368.  AUe  Parallelogramme  PQPiQu  welche  eu)äen  Jconjugirtm 
HyperheHn,  parallel  mü  ßwei  Jcor^ugirten  Burekmessem^  umschry^>en 
sind,  hohen  denselben  Flächeninhalt  —  4  A  MPQ  »«  4a5  (365). 

369.  Ist  a'  ein  reeller  und  V  sein  konjugirter  ideeller  Halb- 
dnrchme&ser  einer  Hyperbel,  so  ist  unveränderlich 

a'«'-6'«  — a«  — &^ 

Denn  im  Parallelogramme  MXA'T  ist  MA'  :^a\  XY ^b\ 
MX  —  X,  MY^  y,  ^  XMr—  <^  aiy;  daher 

a"'  BS  j;^  4"  >*"+  2a:y  coaa;y, 
ft'*  =«  a;*  +  y*  —  ^xy  cos  a:y, 
a'«  —  J'»  =5  ^xy  cos  icy  «=«  c*  cos  xy^ 
also  unveränderlich  wie  ^xy. 
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VI,  870—871.  Projeküve  Geometrie. 


Fig.  201. 


370.  Die  avtf  gwei  Jconjugirte  JDwrchmesser  hesfogene  Ql^chimg  der 
Hypefbel  m  entwickeln. 
Kg.  201.        Seien  MG,  MD  die  Asymptoten,  MÄ  —  a   ein  reeller  Halb- 

durchmesser,  CAD  die  Tangente  der  Hy- 
perbel in  Äf  also  ÄC^^AD  gleich  und 
parallel  zu  dem  konjugirien  Halbdnrch- 
messer  &',  MQ  —  x,  QP  ■=»  y  die  Koordi- 
naten in  Bezug  auf  die  Asymptoten^  MR^^x, 
EP^^y  diejenigen  in  Bezug  auf  a  und  h\ 
Zieht  man  nun  AE  ^  MC^  so  ist  für  d^ 
Punkt  A  der  Hyperbel  {ME  ^x^--^  ED, 
EA^y,) 

Zieht  man  femer  RS,  BT  parallel  zu  je  einer  Asymptote,  so 
gilt  wegen  der  ahnlichen  Dreiecke  MRS,  MAE  und  RPT,  DAE 

x~MQ^M8-TR^x%' 


&'  ' 


!/" 


QP  ^  SR  +  TP^ 


r'^-K  +  y^' 


h^' 


Durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen  entsteht  unter  Berück- 
sichtigung der  vorhergehenden  Gleichung: 


ä'I  h'*  ^f 


daher  auch  die  Axengleichung: 


y' 


-¥ 


Flf.SOS. 


Fig.  202. 


37  L  Fallt  man  aus  einem 
Punkte  P  einer  Hyperbel  Senk- 
rechte PQ  und  PRy  bezw.  auf 
die  x^  und  y-Axe,  welche  eine 
Asymptote^  bezw.  in  S  und  T 
schneiden,  und  setzt  MQ  «b 
RP^x,MR^QP^y,QS^ 
y,  RT^üi,  so  bilden  y,  y,  h 
und  X,  x\  a  rechtwinklige  Drei- 
ecke.   Denn  es  ist 


QS^y 
RT^x 


X   - , 
a 


und  da  sich  die  Gleichung  der 
Hyperbel  schreiben  laßt 
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6« 


^*at"-y-^^*    «ad    a:»_y«~.  +  a% 


•o  ist 


i/« . 


y «  89  y^  4-  6^    und    sf  tm*x^  +  a*, 

was  zu  beweisen  war.    Daraus  läßt  sich  m  dem  gegebenen  x  oder  Q, 
und  0u  y  oder  B  der  Punkt  P  konstruiren. 


X*  Losung  Von  Aufgaben  über  die  KegelBohnitte  mittelst  der 

KoUineation. 

372.  Aus  der  koUinearen  Verwandtschaft  der  Eegelscbuitte  mit 
dem  Kreise,  die  bei  der  Ellipse  eine  afjfine  sein  kann,  entstehen 
zweckmäßige  Eonstraktionen  derselben. 

Äufg.  Eine  EUipse  0h  kanstruiren,  deren  beide  Axen  gegeben  sind. 

Äufi.    Sind  ÄMÄi,  BMB^  die  Axen,  so  ist  die  Ellipse  per-Figw». 
spektiv    affin    mit    dem  ^ig^  208. 

über  der  einen.  Axe  AA^ 
als  Durchmesser  beschrie- 
benen Kreise,  wenn  AA^ 
die  Kollineationsaxe  und 
BB^  ein  Kqllineations- 
strahl,  welcher  den  Kreis 
in  B'  treffe.  Schneidet 
ein  Kolüneationsstrahl 
die  Ellipse,  den  Kreis  und 
die  AA^  bezw.  in  C,  C\ 
Co,  so  gilt  CoC:  C^C  =  MB  :  MBT  —  &  :  a. 

um  C  zu  konstruiren,  lege  man  daher  aus  M  auch  durch  B 
einen  Kreis,  schneide  denselben  mit  MC  in  C'\  ziehe  C"C\  MA, 
so  schneiden  sich  CG  und  CC^  in  C.  Man  konstruirt  auf  diese 
Weise  zweckmäßig  einen  Quadranten  unter  Gleichteilung  Ton  AS, 
und  bildet  die  übrigen  durch  Symmetrie.  —  Die  Ellipse  ist  auch 
mit  dem  über  der  Axe  BB^  als  Durchmesser  beschriebenen  Sjreise 
perspektiy-affin,  daher  gilt  auch  CjC:  C^CT"  -=  a :  6. 

Die  Tangente  TCTJ  an  die  Ellipse  in  G  trifft  die  Tangente  C'T 
an  den  Kreis  AA^  in  T  auf  der  Axe  AAy^  und  die  Tangente  C  U 
an  den  Kreia  BB^  in  U  auf  der  Axe  BB^,  wodurch  die  Konstruk- 
tion der  Tangente  gegeben  ist.  Die  beiden  angeschriebenen  Propor- 
tionen lassen  sich  leicht  in  Lehrsätzen  aussprechen« 

873.  Äufg.  Eine  Eüipse  0u  kanstruiren,  von  welcher  »wei  h^tk% 
jugirte  Durchmesser  AA^y  BB^  gegeben  sind. 

Aufl.  Man  zeichne  über  dem  einen  derselben,  zweckmäßig  O^ng^fo«. 
dem  größeren  AA^,  als  Durchmesser  einen  Kreis,  dessen  eiter/at^f- 

Wienar,  Lalurbnoh  d«r  dantellendaa  Geometrie.  19 , 
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VI,  87S— 874.  Projektiye  Gaometrie. 


F  10.104. 


AAj  senkrechter  Halbmesser 
MB^  sei.  Kreis  und  Ellipse 
sind  dann  perspektiv -affin, 
ÄÄ^  ist  die  Axe,  BS^  ein 
Strahl  der  EoUineation.  Einer 
anderen  mit  MB'  parallelen 
Ordinate  des  Kreises  DCT  ent- 
spricht die  mit  MB  parallele 
Ordinate  DC  eines  Pnnktes 
C  der  Ellipse,  und  C  findet 
man  durch  (fClBB. 

Die  Tangenten  CT  und 
(TT  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  T  des  gemeinschaft- 
lichen Durchmessers.  Auch 
«US  einem  Punkte  P  außerhalb  der  Ellipse  lassen  sich  in  dieser 
und  der  Torhergehenden  Aufgabe  die  Tangenten  konstruiren,  indem 
man  den  entsprechenden  Punkt  P"  der  Kreisebene  sucht,  aus  P' 
die  Tangenten  an  den  Kreis  zieht  und  deren  entsprechende  an  die 
Ellipse  bestimmt 

Fig.  806.  Flg.  806. 


^-*^^ 


K'-^ 


874«  Am  vorteilhaftesten  ist  ds,  aus  den  konjugirten  Durchs 
messem  die  Abbildung  des  dem  Kreise  umschriebenen  regdmaßigen 

T\g.9fA  Ackteeks  herzustellen.  Zu  dem  Ende  trägt  man  auf  dem  (größeren) 
Durchmesser  AA^  die  Längen  MC  «»  MCi  ^^Y2MA  auf;  welche 
man  an  irgend  einem  in  der  Zeichnung  vorhandenen  rechten  Winkel 
bestimmt,  sieht  durch  My  Cy  C^  Parallele  su  BA  und  BAi,  zieht 
außerdem  die  Tangenten  in  A,  Ai^  Bf  B^,  so  ist  das  Achteck  mit 
seinen  BerOhrungspunkten  gezeichnet  —  Dasselbe  darfte  in  den 
meisten  Fallen  zur  Verzeichnung  der  Ellipse  ausreichen.  Anderen- 
falls kann  man  die  Abbildung  des  regelmäßigen  einem  Kreise  um- 
schriebenen ZwSlfecks  mit  den  Berührungspunkten  bestimmen;  indem 

vig.so6  man  aus  M  durch  A  einen  Kreisbogen  und  an  ihn  eine  Tangente 
zieht;  welche  die  MA  u]|iter  60^  in  JE;  schneidet;  ME^ »  ME, 
MC  — '  MO^  —  2MA  macht;  auf  MB  die  D  und  F  bestimmt  durch 
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CD  I  SF I  AB]  CFy  ED  sieki  und  damit  Parallele  durcli  C^  und  Jf, 
ebenso  0|F,  £|D  und  damit  Parallele  durch  C  und  Jlf. 

Da  die  Vereeichnung  der  Ellipse  aus  ihren  Axen  mittel9t  der 
lürOmmungskreise  in  den  Scheiteln  (250),  oder  aus  zwei  beliebigen 
konjugirten  Durchmessern  die  vorteilhaftesten  sind,  so  sucht  man 
meist  diese  Bestimmungsstflcke  zu  ermitteln. 

876..  Aufg.  Für  rinm  durch  Zeieknung  gegdfenen  EegdschnUt 
bestimmt  man  1)  zu  einer  gegebenen  Richtung  den  konjugirten  Durch- 
messer  als  Verbindungslinie  der  liittelpunkte  zweier  in  der  Sichtung 
gezogenen  Sehnen;  oder,  wenn  schon  ein  Durchmesser  gegeben  ist 
mittelst  zweier  über  demselben  gezogenen  konjugirten  Sehnen,  wo- 
von die  eine  die  gegebene  Richtung  hat,  die  andere  mit  dem  ge- 
suchten Durchmesser  parallel  ist;  oder  nach  Nr.  359,  Anfang;  2)  den 
Mittelpunkt  als  Mittelpunkt  eines  zu  suchenden  Durehmessers,  oder 
als  Mittelpunkt  eines  umschriebenen  Parallelogramms;  3)  den  Be- 
riihrungepunkt  einer  Terzeichneten  Tangente  durch  den  zu  ihrer 
Richtung  konjugirten  Durchmesser;  4)  die  Berithrungspunkle  der 
beiden  aus  einem  außerhalb  gegebenen  Punkte  gezogenen  Tangenten 
durch  die  Polare  dieses  Punktes  (341,  1));  5)  die  Tangeiüe  in  einem 
gegebenen  Punkte  der  Kurve  a;ls  Parallele  zu  dem  Durchmesser, 
wdcher  demjenigen  des  Punktes  konjugirt  ist;  6)  die  Aaen  ver- 
mitteilt,  eines  Kreises,  welcher  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kurve 
gezogen,  dieselbe  in  einem  und  dann  in  vier  Punkten  schneidet,  und 
zwar  als  die  Durchmesser,  welche  mit  je  zwei  Seiten  des  Rechtecks 
der.  vier  Punkte  parallel  sind. 

S76.  At^g.  Aus  twei  konjugirten  Durchmessern  AA^,  2MB  mh 
ei$um  HaJbdurchmesßer  MC,  dessen  Lage  wfXOeärlich  gegeben  und  dessen 
Längf  schon  bestimmt  ist,  den  kotyugirten  Halbdurchmesser  MD  su 

Aufl.  Man  bilde  eines  der  beicfen  Parallelogramme  CEDF, 
dessen  Seiten  mit  BA,  bezw.  BA^^  parallel  laufen,  von  dem  die  eine 
Ecke  in  (7,  die  eine  benachbarte  auf  AA^,  die  andere  benachbarte 
auf  Miß  liegt,  so  ist  die  vierte  Ecke  der  gesuchte  Punkt  D.  Denn 
die  Konstruktion  ist  offenbar  ftlr  den  Kreis  richtig  (ABA^  »>  ü), 
und  iet  affiner  Natur.  Für  AMB  —  B  wird  JBD  —  CJ^  («  CF), 
wenn  JP  der  Schnittpunkt  von  CE  mit  dem  Durchmesser  ist, 
wdehoT'f  nicht  enih&lt 

S77*.  Aufg.  Aus  0wei  "konjugirten  Durchmessern  einer  EUipse 
ihre  Axen  mn  bestimmen. 

Aufl.  L  Seien  MC  und  MD  die  konjugirten  Halbdurchmesser,7i9.is7. 
soü  lege  man.  einen  Kreis  vom  Halbmesser  ITC  «■  JfC,  der  in  D 
die.  Ellipse  berfihrt;  man  kann  dann  die  gemeinschaftliche  Tangente 
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DE  als  Affinitatsaxe  /wischen  Ellipse  und  Kreis  ansehen,  wahrend 
MM'  ein  Affinitätsstrahl  isi  Der  ans  einem  Punkte  der  DE  durch 


Fig.  207. 


^f-l^.-^^ 


^  V 

>/^> 


Flg.  soft. 


»f.  S09. 


M  und  M'  gelegte  Exeis  schneidet  die 
DE  in  den  Punkten  E  und  F^  durch 
welche  die  Axen  der  Elly)se  gehen, 
weil  sie  zweien  konjugirten  Durch- 
messern des  Kreises  entsprechen  und 
auf  einander  senkrecht  stehen,  Ihre 
^*~  Längen  werden  aus  den  entsprechen- 
den des  Kreises  durch  die  KoUineations- 
strahlen  ÄÄ,  SD  bestimmt 

Auft,  2.  Die  folgende  einfachste 
der  bekannten  Konstruktionen  führt 
schon  Fr4zier*)  jedoch  mit  einem  ungenügeQden  Beweise  versehen, 
an.  Der  folgende  Beweis  schließt  sich  an  die  Konstruktion  der 
Ellipse  aus  den  Axen  mittelst  Affinität  (372)  an.  Zwei  Halbdurch- 
messer MC  und  MD  der  Ellipse  sind 
konjugirt,  wenn  sie  aus  den  zweien  auf 
einander  senkrechten  Halbmessern 
MC\  MD  des  großen,  und  MG\ 
MD'  des  kleinen  Kreises  entstanden 
sind.  Verlängert  man  MC  um  C'E 
—  J,  so  ist  ACG'Err^DD'M,  weil 
die  Winkel  bei  C  und  D"  einander 
gleich,  weil  C'E---D'M=h  und 
CG'  «=  DD"  (wegen  Kongruenz  der 
Dreiecke  CC'O"  und  DD'D).  Daher 
ist  auch  CE^DM  und  außerdem 
JL  DM,  weil  in  jenen  kongruenten 
Dreiecken  schon  zwei  Seiten  des  einen,  bezw. 
auf  den  ihnen  gleichen  des  andern  senkredit 
stehen.  Im  rechtwinkligen  Dreiecke  CCTC 
ist  der  Mittelpunkt  jP  der  Hypotenuse  auch 
der  Mittelpunkt  des  diesem  Dreiecke  umschrie- 
benen Kreises,  oder  es  ist  FC—  FC  —  FC\ 
und  auch  FE^FM.  Es  ergibt  sich  daher 
folgende  KonstruJUiofi  der  Axen:  Man  ziehe 
CE±  und  —  JfD,  femer  ME,  halbire  ME 
in  F,  mache  auf  ME  die  FC  «  FC  -=  FC, 


*)  Frdader,  th.  et  pr.  de  la  coiiqpe  des  pierres  et  des  bois,  noa?.  (S.)  töt, 
t  1,  1764,  p.  169;  (1.  Ansg.  17S7). 
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so  ist  die  eine  Axe  MA  \  GC  und  —  UG\  die  andere  ÜB  \  CC 
QHd  —  MC'\ 

Die  CE  ist  die  Normale  der  Kurve;  weil  sie  senkrecht  anf  demng.sos. 
konjngirten  Durchmesser  MD,  also  auch  auf  der  Tangente  in  G 
stehl  Verlängert  man  EG  über  G  hinaus  um  sich  selbst,  so  daß 
EC-^GE\  so  ist  ME'IFG,  und  Jf£' —  2FC— O'C"  — a- 6; 
und  schneidet  man  noch  GC  mit  dem  Kreise  über  AA^  in  G\ 
GC  mit  dem  fiber  BB^  in  Q'\  so  ist  wegen  Ähnlichkeit  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  G'FG  und  G'MG'  auch  MQ'  \  FG,  und  ebenso 
MG''  I  FG,  so  daß  die  Tier  Punkte  M,  E\  G\  G"  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  und  man  den  Punkt  G  der  Ellipse  auch  mittelst  des 
Durchmessers  MG'  konstruiren  kann.  Da  nun  MA  und  MB  die 
Winkel  Yon  MG' E  und  MG'E'  halbiren,  so  gelten  die  Sätze:  Trägt 
man  auf  der  Normalen  einer  EUipse  von  ihrem  FußputJcte  G  aus 
die  CE  tmd  GE'  gleich  dem  eu  MG  hmjugirten  Halbdurchmesser  MD 
auf,  so  sind  die  Abstände  der  Endpunkte  E  und  E'  vom  Mittelpunkte 
M  der  EÜipse  hejsw.  gleich  der  Summe  und  der  Differenz  der  leiden 
HaXbaxen,  oder  ME  ^a  +  l,  ME'  ^a  —  h,  und  es  hüden  ME 
und  ME'  gleiche  Winkel  mit  den  Axen,  Demnach  wird  die  No)r- 
male  CE  gefunden,  wenn  man  MC  mit  dem  aus  M  mit  dem  Halb- 
messer a'\''b  beschriebenen  Kreise  in  E  schneidet;  oder  CE',  wenn 
man  MG'  mit  dem  aus  M  mit  dem  Halbmesser  a  —  h  beschrie- 
benen Kreise  in  K  schneidet. 

Aus  diesem  YerfEJiren  läßt  sich   leicht  das  jRyts'sche*)  yer- 
stehen,  das  Ton  gleicher  Kfirze  ist:  Man  zieht  MH  A.  *—  MD,  danrnncniL 
BG,  halbirt  HC  in  F,  macht  auf  HG  „. 

die  FA^FS^FM,  so  sind  MÄ,  '^' 

MBf  die  Axen,  deren  Längen  MA  *-»  ÄH,         ^ 
MB  =-  B^H  anfgeiragen  werden.    Denn       /  v'^s^  ^ 
man  erkennt,  daß  wenn  man  in  Fig.  208      /      \ 
CF  über  F  um  sich  selbst  bis  H  Ter-      \      JV 
lingert,  H  die  Dreiecke  C'CC  und  EGM      \      ^ 
zu    Parallelogrammen    ergänzt,    so    daß         ^'^^, 
MHltCE^   und  ±MD,  und    wenn  ^^j^ ""      jf 

man  GH  mit  MA  in  A'  und  mit  MB  in 

Fl  schneidet,  FM  —  FÄ  —  FB!  und  MA  —  MC  —  ÄH,  MB  — 
Jfcr'  — irs  sind. 

878.  Aufg.  Aus  fünf  gegebenen  ISmkten  eines  Kegelschnittes  k 
seine  Ascen  m  bestimmen. 

*)  Dieses  Verfahren  teilt  Moßbrugger  in  seinen  „Ördsstentheils  neue  Anf-^ 
gaben  ans  dem  Gebiete  der  g^om^trie  descriptiTe  u.  s.  w.,  ZUrich,  1845**  8.  12S 
mit  und  sagt,  daß  er  es  von  Prof.  Ejts  in  Aanm  erftlmn  habe. 
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J»ß,  Die  bekannte  Konstruktion  mittelst  Bestimmung  des 
Mittelpunktes  und  des  Bechtwinkelpaares  der  Involution  iw  kon- 
jugirten  Durehmesser  ist  umstSndlieh.  Eine  einfache  Auflösung  er* 
gibt  sieh  aus  der  in  Nr.  S28  gegebenen  Auflösung  der  Aufgabe,  einen 
durch  fBnf  Punkte  gegebenen  Kegelschnitt  auf  einen  Umdrehungs- 
kegel zu  legen.  Aus  der  dortigen  Darstellung  ergibt  sich  folgende 
m.  tu.  Konstruktion.  Bind  AyB,üjD  Yior  der  gegebenen  Punkte,  so  ersetae 
p.  man  den  fBnften  durch  die  Tan- 

1^  gente  a  in  A,  lege  einen  Kreis 

/\j^x         ^   ^  ^  durch  Ä  und  B  berflhrend  an 

j^i  \    ^^y^^^-i^^  ^f  schneide  ÄC^  AD  mit  c  in 

l'V/'^.^T^ic      Ne  ^'>^f  ebenso  C2)    mit    C'I/ 

^^SL    'j^r'  ß\  \  in  .B,  so  ist  BE  die  KoUinea- 

/S-^^^^j/Z^J/^  \         tionsaxe  zwischen  i'und  e  ftlr 

I       l  V -^x^C^    ^"^^^      /         den  Kollineationsmittelpunkt  A» 
€tli^^\  \  //^^^^^^^^^^^^  ^^•^^  °^"^  nun  J.BjBden  Durch- 

NT^'^)^'  ^^^HP       messer  des  c,  dessen  einer  (von 

-SÄl^?^^.<:i:i. \  SE  entferntere)  Endpunkt  O' 

^ '  -^  ^  sei,  schnddet  ihn  mit  BE  in 

JT,  und  bestimmt  dann  G  als  entsprechend  zu  Qr\  wobei  Gf  ü 
und  QB  sich  auf  BE  treffen  massen,  so  entspricht  dem  Durch- 
messer OtK  des  c  die  Gerade  GK  des  i  (eben&Us  ein  Durchmesser). 
Man  ziehe  dann  GJ\  BE  <bis  J  auf  a,  so  ist  JMJlAG  (und 
parallel  zur  Sehne  eines  im  Winkel  der  a  und  BE  aus  dessen  Schei- 
tel gezogenen  Kreisbogens)  die  eine  Axe,  ihr  Schnit^unkt  M  mit 
GK  der  Mittelpunkt  und  die  MB  Jl  JM  die  andere  Axe  des  h 
Schneiden  diese  Axen  die  BE  in  N  und  £,  und  entspricht  dem 
Punkte  M  der  M  auf  G'K^  so  entsprechen  den  Axen  ML^  MN 
die  Geraden  M'Ly  3£N  und  ihren  Schnittpunkten  P  bezw.  ^  mit 
c  die  Endpunkte  P  bezw.  Q  der  Axen.  Wird  der  Schnittpunkt  3£ 
oder  3f  unsicher,  so  ermittelt  man  aus  dem  zweiten  Endpunkte 
F  des  Durchmessers  G'K  des  c  den  Punkt  F  (s.  Fig.  179);  dann 
ist  M  der  Mittelpunkt  von  GF.  —  Ist  der  Kegelschnitt  eine  Ily- 
perbel,  so  kann  die  eine  von  beiden  Linien  ÜTX,  JTJV  den  e  nicht 
treifen;  dann  zieht  man  aus  IT  eine  Tangente  an  e^  deren  ent- 
sprechende, aus  M  nach  ihrem  Schnittpunkte  mit  BE  gezogene 
Gerade  eine  Asymptote  des  Kegelschnittes  ist;  durch  diese  und 
die  reelle  Axe  ist  dann  auch  die  ideolle  Axe  des  k  bestiuunt. 
Oder,  nachdem  die  Kollineationsaxe  BE  gezeichnet  ist,  ermittelt 
man  nach  der  Nr.  383  die  Gegenaxe  imd  darilus  die  Asymptoten 
und  Axen. 

379.  Aufg.  Gegeben  die  Asymptoten  und  ein  Punkt  E  einer  Bg^ 
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paM;  man  soU  van  ihr  weitere  Funkte,  die  Tomgente,  die  Sdieitel 
und  kanjugirte  Durehmeseer  finden. 

Aufl.   Man  lege  durch  E  eine  beliebige  Qeradei  welche  diene  tis. 
Asymptoten  in  C7  und  D  echnei-  Wir  ti« 

det,  trage  auf  ihr  DJ*— —  Ci?  ^* 

ab,  so  ist  jP  ein  neuer  Punkt 
der  Hyperbel  (S60).  Zieht  man 
durch  den  beliebigen  Punkt  A' 
der  Kurve  eine  Parallele  zur 
einen  (entfernteren)  Asymptote, 
welche  die  andere  in  Y  triflFl, 
trSgt  auf  der  ersteren  JfP«" 
2  TA'  auf,  so  ist  A'P  die  Tsn- 
gente  in  A\  Die  redle  Axe 
halbirt  denjenigen  Winkel  der 
Asymptoten,  in  welchem  E  liegt. 
Dm  auf  ihr  den  Scheitel  A  zu 
finden  9  konstruire  man  den 
Schnittpunkt  H  der  Scheitel- 
tangente mit  einer  Asymptote 

aus  der  Formel  MIP  «-  MPMQ  (865),  worin  P,  Q  die  Schnitt- 
punkte irgend  einer  Hyperbeltangente  mit  den  Asymptoten  sind. 

Oder  man  findet  auf  der  Axe  oder. auf  irgend  einem  reellenvii.>ia. 
Durchmesser  den  Hyperbelpunkt  A,  indem 
man  durch  einen  anderen  Hyperbelpunkt  C 
Parallele  zu  den  beiden  Asyrnjitoten  zieht^ 
sie  mit  MA  in  D  und  E  schneidet^  und  MA^ 
*— IfDJfJ^  macht  Denn  jene  Parallelen 
aus  dem  yeränderlichen (/erzeugen projektiYe 
Reihen  der  Punkte  D  und  E  (318),  welche 
zugleich  involnlorisch  sind,  weil  in  jeder 
Reihe  M  und  der  unendlich  feine  Punkt  sich 
entsprechen«  A  ist  aber  ein  Doppelpunkt  der  Involution.  —  Der 
dem  reellen  Durdunesser  MA  konjugirte  ideelle  wird  in  seiner 
Richtung  MG  durch  FO  —  DF  (s.  Fig.)  gefunden,  und  in  seiner 
halben  L&nge  durch  MB  »^AH,  wenn  ^^  |  MG  durch  eine  Asymp** 
tote  in  H  begrenzt  wird. 

880.  Aufg.   Van  einer  Bxrabel  sind  0wei  Punkte  C  und  D,  die^tg^iu 
Tangente  CE  in  dem  einen  der$cU>en  und  ein  Durchmesser  CT  gegeben, 
man  $cU  von  ihr  weitere  Punkte,  die  Tangente  in  einem  soldten,  die 
Axey  den  SdieiiA  A  und  den  Brennpunkt  F  bestimmen. 

Aufi.    Man   ziehe   DE  {CT,   sodann  OD,   nehme   auf  CD 


Fig.  818. 
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Fig.  214.  Punkte  K  an,  passend  dnrcli 

Gleichteüung;  projicire  diesel- 
ben durch  Parallele  zu  CE  auf 
DE  in  die  Punkte  K\  lege 
durch  die  Punkte  K  Parallele 
zu  CT,  durch  die  K'  Strahlen 
aus  C;  so  schneiden  sich  ent- 
sprechende Strahlen  in  Punk- 
ten P  der  Par^ibd.    Denn  der 
durch  die  projektiyen  Strahlen- 
büschel    entstehende     Kegel- 
schnitt ist  eine  Parabel,  weil 
er  in  dem  unendlich  fernen  Mittelpunkte  des  Parallelbüschels  die 
Entsprechende   des  Strahles  CT  aus  C,   d.  i.   die   unendlich  ferne 
Oerade  zur  Tangente  hat;  er  geht  durch  C  und  D  und  hat  in  C 
die  CE  zur  Tangente.  Die  Tangente  FT  ergibt  sich  durch  CT=  PQ 
(weil  in  Fig.  197,  DE^CE,  Tangente  in  E 1  CB,  also  BT  *  ED). 
um  die  Axe  zu  finden,  ziehe  man  Strahl  CO'  ±.  CT,  schneide  CG' 
mit  ED  in  G'  und  bestimme  G  auf  DE  durch  G'G  |  CE,  so  liefert 
GSl  CT  auf  Cff  den  Punkt  H  der  Parabel    Da  CH  eine  auf  den 
Durchmessern  senkrechte  Sehne,  so  ist  ihr  Mittelpunkt  J  ein  Punkt 
der  Äxe  JA.   Der  Scheitd  A  ist  die  Mitte  des  Axenstückes  zwischen  J 
und  der  CE.  Zieht  man  die  Normale  CN  ±.  CE,  so  ist  JN  die  Sub- 
normale; daher  ist  der  BrennpuiMFh^siimmi  durch  AF'^^^JNi^ÜQ). 
381.    Vorteilhafte  KanstruikHan  eines  Kegelschnittes,  wenn  0wei 
Punkte  mit  ihren  Tangenten  und  noch  ein  Punkt  oder  eine  Tangente 
gegeben  sind.     Der  Satz  Ton  Pascal  und  der  von  Brianchon   (324 
oder  321)   liefern   einen  Punkt  oder  eine  Tangente  je  durch  drei 
Operationen,  das  folgende  Ver&hren  dagegen  einen  Punkt  mit  Tan- 
gente durch  vier,  also  jedes  Stück  durch  zwei  Operationen.     Zu- 
n&chst  bestimme  man  zum  letzten  Punkte  noch 
die  Tangente  oder  umgekehrt  (325,  3)),  so  daß 
Fif.n6.  /\  drei  Tangenten  a,&,c,  welche  das  Dreieck -4.' jB'(r 

bilden,  und  ihre  Berührungspunkte  ^,  £,  C7  be- 
kannt sind.    Eine  vierte  Tangente  d  mit  ihrem 
Berührungspunkte  D  wird  durch  den  Satz  (325 
2)  rechts)   über   das  umschriebene  Vierseit  ge- 
funden, in  welchem  man  b,  c  und  a,  d  als  Gegen- 
seiten betrachtet.    Man  ziehe  BC,  wähle  darauf 
einen  Punkt  D>,  schneide  S'D'  mit  b  in  D^,  C'Pf  mit  c  in  D^,  so  ist 
D|D,  die  d,  und  ihr  Schnittpunkt  mit  AU  \Ai  D.  Bestimmt  man 
dann  zu  einer  Tangente  eine  Parallele,  z.B.  zu 5,  indem  man2>|  auf 


Fig.  215. 
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h  ins  Unendliche  rücken  läßt,  so  begrenzen  die  BerOhrangsponkte 
beider  Tangenten  einen;  Durchmeasery  dessen  Mittelpunkt  der  des 
Kegelschnittes  ist  und  Yorteilbaftznr  Bestimmung  gegenüberliegender 
Elemente  benutzt  werden  kann. 

382.  Dies  Verfahren  wendet  man  zweckmaßig^  auf  eine  Ellipse 
an,  von  welcher  zwei  kcnjugirte  Durchmesser  gegeben  sind,  wenn 
man  die  Endpunkte  eines  Durch-  Fig.tis. 

messers  mit  Ä  und  B  und  einen  ^' 

Endpunkt  des  konjngirten  mit  C  -^      ^  _?  ^ 

bezeichnet  Man  konstruirt  dann 
nur  den  Bogen  BC,  um  nur  im 
Inneren  des  umschriebenen  Pa- 
rallelogramms zu  zeichnen,  und 
aberträgt  die  Ergebnisse  vorteil- 
haft  mit  dem  Zirkel  in  die  drei 
anderen  Abteilungen. 

Für  die  Hyperbd  ist  es  zweckmäßig  die  beiden  Asymptoten  als  Fig.  tn. 


Fig.  217. 


h  und  Cf  und  eine  andere  Tangente 
als  a  anzunehmen.  BO  fallt  dann 
ins  Unendliche  und  die  drei  Geraden 
durch  2X  (Fig.  215)  werden  parallel. 
I^llt  Ds  über  die  Zeichenfläche  hin- 
aus, so  mache  man  E^D  ^^  —  E^Ä. 

Für  die  Tcvrahd  ist  es  vorteil- 
haft, die  unendlich  ferne  Gerade  mit 
ihrem  Berührungspunkte  als  a  und  A 
(oder  auch  als  l  und  B)  anzusehen. 

383.  Aufg.  Von  ernenn  Kegel- 
schnitte  k  sind  drei  Punkte  Ay  B,  C  und 
die  Tangenten  a,  h  in  moeien  derselben 
gegAen,  man  soll  vermittelst  seiner  SoUineation  mit  einem  Kreise  V 
weitere  Funkte^  Tangenten^  die  etwaigen  Asymptoten^  den  Mittelpunkt 
und  die  Axen  finden.  Sind  fünf  Punkte  gegeben,  so  bestimme  man 
zuerst  die  Tangenten  in  zweien  (331). 

Aufl.  Man  beschreibe  einen  Kreis  k',  welcher  a  und  b  (in  A'Fig,tis. 
und  J7)  berührt  und  in  demselben  Winkel  der  Tangenten  liegt  wie 
C,  oder  in  dessen  Scheitelwinkel.  Dann  sind  beide  Kurven  per- 
spektiv-kollinear;  der  Punkt  ab  oder  0  ist  der  KoUineationsfnittel' 
pmkty  dem  C  entspricht  einer  der  Schnittpunkte  von  OC  mit  k\ 
etwa  0',  und  die  KoUineaMonsaxe  s  ist  durch  die  Schnittpunkte  2) 
von  AB  und  A'B',  sowie  E  von  AC  und  A'C  bestimmt  Die 
Schnittpunkte  F,  G  des  k'  mit  s  gehören  auch  dem  Kegelschnitte  k 
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Fig.  216. 


an.  Die  beiden  anderen  (in  der  Figur  iroagiDiren)  Scbniitponkte 
▼on  h  und  Je  hätte  man  anf  DE^  — >  s^  (in  der  Fignr  niebt  ange- 
geben) gefanden,  weim  man  dem  C  anf  dem  Strahle  OC  den  anderen 
Punkt  Ci  des  V  Utte  entsprechen  lassen.  Zu  einem  beliebigen 
Punkte  H'  des  V  und  seiner  Tangente  findet  man  nach  Nr.  307  den 
entsprechenden  Punkt  H  und  seine  Tangente.  Um  die  Qegenaxe  r 
in  der  Ebene  des  V  zu  finden,  bilde  man  den  unendlich  fernen 
Punkt  JR  eines  Strahles  OC  als  S  ab  (OJRIT  eine  Oerade,  AR  und 
ÄK  schneiden  sich  auf  s);  durch  X  geht  /  |  s.  Die  Schnittpunkte 
Yon  r  mit  dem  Kreise  bildein  sich  als  die  unendlich  fernen  Paukte 
des  i  ab,  so  «r  in  -Jy  und  ihre  Tangenten  als  die  AsffmpMenj  so 
t'K  als  JKt  und  der  Schnittpunkt  M!  der  beiden  Ereistangenten 
als  der  Mittelpunkt  Jf.  Die  Axen  halbiren  die  Winkel  der  Asymp- 
toten. Die  Oröße  der  reellen  Axe  bestimmt  sich  aus  der  ent- 
sprechenden Linie  im  Kreise.  —  Je  nachdem  r  mit  dem  Kreise  h' 
0;  1,  2  Punkte  gemein  hat,  ist  h  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hy- 
perbel *-  Bei  den  Ellipsen  werden  die  Axen  so  gefunden:  dem 
Pole  JUC  von  r  su  h'  entspricht  der  Pol  M  von  r  zu  X;,  d.  h.  der 
MitUSfuvict.  Zweim  konjugirten  Strahlen  aus  JT  entsprechen  zwei 
konjugirte  Durchmesser  aus  My  und  in  der  Inrolution  derselben 
kann  aus  zweien  Paaren  das  Paar  auf  einander  senkrechter  oder  der 
Aam  bestimmt  werden  (348).    Oder  nach  Nr.  378. 

Übungsanfg.  Zu  einem  Kreise  h'  die  perspektiv-koUineare  Figur 
k  zQ  verzeichnen,  wenn  Mittelpunkt  0,  Axe  s  und  Gegenaxe  r  der 
Kollineation  gegeben  sind.  Es  entsteht  eine  Ellipse,  Parabel  oder 
Hyperbel,  je  nachdem  k'  mit  r  0,  1  oder  2  Punkte  gemein  hai 
Ist  0  der  Mittelpunkt  von  Ä:',  so  wird  er  (wie  alsbald  gezeigt  werden 
wird)   ein  Brennpunkt   des   k     Dieser   letztere   Fall   wird   sp&ter 
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auch  durch  die  Projektionen  des  ebenen  Schnittea  eines  Umdrehungs- 
kegels  auf  eine  sur  ümdrdiungsaxe  senkrechte  Ebene  dargestellt 
werden. 

S8i.  Die  8dmitlpimkf$  emes  äurcA  ßnf  PUfikte  A,  ß^  G,  D,  E 
gegebenen  Kegiiachntttes  mU  eiiier  gegebenen  Geraden  g  m  beeümmen. 

An^  1.  Man  schneide  die  projektiven  Strahlenbüschel  A{CBE) 
und  B{CDE)  mit  g  in  den  projekti?en  Punktreihen  CiB^E^  und 
<\D^E^^  so  sind  deren  Doppelpunkte  (327)  die  gesuchten  Schnitt- 
punkte. 

AufL  3^  Man  bestimme  (383)  einen  mit  dem  Kegelschnitte  per-ri9.m. 
spektiyen  Kreis  und  suche  j,.     ^^^ 

die  der  g  entsprechende 
Gerade  y;  diese  schneidet 
den  Kreis  in  zwei  (reellen 
oder  imaginären)  Punkten^ 
deren  entsprechende  die 
gesuchten  sind.  —  Ist  der 
Kegelschnitt  (wie  in  der  Fi- 
gur) durch  drei  Punkte  und 
die  Tangenten  in  zweien 
gegeben,  so  ist  diese  Aufl. 
die  kürzere.     Man  kann, 

wie  die  Figur  zeigt,  die  KoUineationsaxe  ehtbehren;  die  Schnitt- 
punkte sind  Jtf  und  N.  Reoiprok  wird  die  Aufgabe  gelöst,  an 
einen  durch  fünf  Tangenten  gegebenen  Kegelscbnitlr  die  Tamgentm 
aus  einem  gegebenen  Punkte  zu  legen. 

XL  Mtse  über  die  perspekthre  Lage,  dio  Brennpunkte,  dto  Ihn- 
liohkeit  und  die  Krfimmnngnnittelpiinkte  der  Kegelschnitte. 

886.  Ein  Punkt  P  und  seine  Polare  p  zu  einem  Kegel- 
schnitt h  projiciren  sich  als  ein  Punkt  P'  und  seine  Polare  p' 
zu  der  Projektion  k'  des  ifc,  weil  die  vier  harmonischen  Punkte  auf 
einem  Strahle  aus  P  (n&mlich  P,  ein  Schnittpunkt  mit  p,  zwei 
mit  k)  sich  wieder  als  vier  harmonische  Punkte  projiciren.  Daher 
projicirt  sieh  auch  die  Involution  konjugirter  Strahlen  aus  P  oder 
konjugirter  Punkte  auf  p  in  Bezug  auf  k  als  solche  Gebilde 
in  Bezug  auf  k\  und  daraus  folgt,  daß  $wei  in  einer  Ebene  liegende 
Kegdsdmtte  k,  k\  welche  einen  Punkt  0  mum  Mütelpmkte  und  eine 
Gerade  s  eur  Axe  der  KaUmeation  haben,  dieedbe  TnvoluUan  k4>njugirter 
Elemente  im  Strahtenbüe^el  0  und  in  der  Pufdclreihe  s  hesiben,  der- 
art, daß  wenn  zwei  Strahlen  aus  0  oder  zwei  Punkte  auf  8  in  Bezug 
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^ig-  2S0.  auf  Ic  konJQgirt  sind,  sie  es 

Fif.sso.  lO  auch   in  Bezug   auf   V  sind. 

Insbesondere  haben  sie  die 
Doppelelemente  gemein^  näm- 
lich die  Tangenten  aus  0  und 
die  Schnittpunkte  mit  s, 

S86.   Sal$.  Wenn  in  Be- 
zug cmf  jnvei  in  einer  Ebene 
liegende    Kegdechnitte    k    und 
Je    die   InvoluHan    Jconjugirter 
Strählen  aus  einem  Funkte  0 
oder    Jconjugirter   Punkte    auf 
einer  Geraden  s  dieselbe  isty  und 
wenn  ein  und  dann  aUe  Strahl 
len  aus  0,  unUche  den  Je  sdmü- 
den,  auch  den  Je  treffen,  oder 
wenn  ein  und  dann  (Me  Funkte 
der  Sy  wddie  gwei  durch,   sie 
gehende  Tangenten  an  k  guiassen,  auch  zum  soldie  an  k'  gestattenj  so 
liegen  beide  Kurven  perspektiv,  wobei  sowohl  0  als  ein  zweiter  Rmkt  0^ 
Mittdpunkt  der  KoUineation  sein,  und  wobei  zu  jedem  dieser  Punkte 
jede  von  zwei  Geraden  s  und  5^  die  KoUineationsaxe  bilden  kamt.    Die 
Gerade  00^ «» p  ist  die  Polare  des  Schnittpunktes  P  der  Potaren  o 
und  Ol  von  0  zu  k  bczw.  zu  k';  und  durch  P  gehen  auch  s  und  s^ 
und  werden  in  P  lumnonisch  getrennt  sowohl  durch  die  Polaren  o 
und  o'  von  0,  cUs  durch  diejenigen  o^  und  o/  von  0^  zu  k  bezw.  zu  k\ 
Ebenso  werden  0  und  0^  auf  p  Juirmonisch  getrennt  sowohl  durch  die 
Pole  von  s,  als  durch  diejenigen  von  s^  zu  k  bezw,  zu  k\ 

Bew.  Zieht  man  aus  0  einen  den  kinA  und  A^j  und  den  k'  in  A' 
(und  einem  zweiten  Punkte)  schneidenden  Strahl^  und  sind  B  und  ff 
zwei  entsprechende  Punkte  der  Polaren  o  und  o'  von  0,  so  liegen  die 
Dreiecke  PAB  und  PAP!  perspekti?,  und  PE  »»  s  ist  die  Eollinea- 
tionsaxe,  wenn  P  und  E  die  Schnittpunkte  bezw.  von  O;  o  und  AB,  Ä  S. 
Der  Kegelschnitt  k  ist  aber  durch  den  Punkt  A,  das  Büschel  konjugirter 
Strahlen  0  und  die  Polare  o  von  0  bestimmt^  das  ist  durch  die  reellen 
oder  imaginären  Tangenten  ans  0  und  deren  Berflhrungspunkte  auf 
0  (351,  Zus.).  Diese  Elemente  projiciren  sich  bei  jener  KoUineation 
(0,  b)  bezw.  nach  Ä,  0,  o\  und  da  dieselben  die  bestimmenden 
Elemente  ron  V  bilden,  so  ist  V  die  Projektion  yon  k.  Hätte  man 
dagegen  Ä  dem  A^^  als  entsprechend  zugewiesen,  so  hätte  man 
PE^  OS  s^  als  Kollineationsaxe  erhalten.  Bezeichnet  man  die  Schnitt- 
punkte Yon  0  mit  OA  und  EEy^  durch  C  und  D,  so  sind  AA^CO 
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Tier  harmonische  Punkte;  dieselben  projiciren  eich  aus  B  nach  EE^DB^, 
und  diese  werden  daher  aus  P  durch  yier  harmonische  Strahlen  881^0' 
projieirt^  w.  z.  b.  w« —  Geht  man  in  reciproker  Weise  von  der  Geraden  8 
aus,  auf  welcher  dieselbe  Inyolution  konjogirter  Punkte  in  Bezug 
auf  h  und  k'  stattfindet^  so  ergibt  sich  nach  dem  Gesetae  der  Beci- 
procitat  5  als  Eollineationsaze  Ton  k  xmdk\  und  es  gehören  dazu  zwei 
Kollineationsmittelpunkte  0,  0^  welche  auf  der  Verbindungslinie  der 
Pole  8  und  8'  von  s  bezw.  zu  k  und  k'  liegen  und  durch  diese 
Punkte  harmonisch  getrennt  sind.  Nun  liegen  aber  8  und  8'  bezw. 
auf  den  Polaren  von  P  zu  2;  und  k',  ^  L  auf  dem  zu  OP  konjugirten 
Strahle  p  des  Büschels  0;  und  da  0  einer  dieser  beiden  EoUinea- 
tionsmittelpunkte  ist,  so  ergibt  sich  der  andere  0^  als  der  von  0 
dureh  8  und  8'  harmonisch  getrennte.  Ebenso  findet  man  za  8^ 
als  Eollineationsaze  zwei  auf  p  liegende  Eollineationsmittelpunkte, 
welche  aber  mit  0  und  0^  zusammenfallen  müssen.  Denn  da  aus 
jedem  Eollineationsmittelpunkte  zwei  reelle  oder  imaginäre  ge- 
meinschaftliche Tangenten  an  k  und  k'  laufen  ^  so  müßten  k  und 
k'  mehr  als  vier  Tangenten  gemein  haben  und  zusammenfiEÜlen^  wenn 
mehr  als  zwei  Eollineationsmittelpunkte  auf  derselben  Geraden  p 
lagen  (352). 

387.  Zwei  Eegelschnitte,  welche  sich  ans  einem  Punkte  0  auf 
einander  projiciren  und  in  parallelen  Ebenen  U^en,  oder  welche  in  der- 
selben Ebene  liegen  und  deren  unendlich  ferne  Gerade  zur  Eollineations- 
aze haben  (314)^  nennt  man  ähnUeh  und  ähnlich  liegend  oder  homath&' 
tisch.  Sie  besitzen  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  ihrer  Ebenen 
—  ihrer  Eollineationsaze  r-  dieselbe  Involution  konjugirter  Punkte 
(385).  Daher  sind  einem  Paare  konjugirter  Durchmesser,  den  Azen 
und  den  Asymptoten  des  einen  bezw.  ein  Paar  konjugirter  Durch- 
messer, die  Azen,  die  Asymptoten  des  anderen  parallel;  zwei  kon* 
JQgirte  Durchmesset  des  einen  und  die  entsprechenden  (ihnen  pa- 
rallelen) des  anderen  haben  dasselbe  gleichgeordnete  Verhältnis.  Sie 
besitzen  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  ein  Paar  gemeinsohaft- 
licher  Punkte  (die  Doppelpunkte  jener  Involution),  die  reell  und 
getrennt  (Hyperbeln),  oder  zusammenfallend  (Parabeln),  oder  ima* 
ginär  (Ellipsen)  sind.  —  Umgekehrt:  Erzeugen  zwei  Eegelschnitte 
in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen  auf  deren  unendlich  femer 
Geraden  dieselbe  Involution^  und  ist  irgend  ein  Punkt  dieser  Ge- 
raden zugleich  für  beide  Eegelschnitte  äußerer  oder  innerer,  so  sind 
die  Eegelschnitte  ähnlich  und  ähnlich  gelegen.  Denn  sie  haben 
dann  auch  einen  EoUineationsmittelpunkt  (386).  Sind  die  Doppel- 
punkte jener  Involution  imaginär  oder  zusammenfallend,  so  sind  alle 
Punkte  der  Geraden  äußere,  und  die  Eegelschnitte  —  Ellipsen  oder 
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Parabela  —  sind  ähnlich«  Und  weil  bei  den  Parabeln  alle  Involotioiien 
auf  dw  unendlich  fernen  Geraden  kongruent  sind^  indem  stete  allen 
Punkten  der  einzige  Doppelpunkt  zugeordnet  ist,  so  sind  aUe  Parabdn 
unter  einaikkr  ähnlich.  Sind  aber  die  Doppelpunkte  der  Involution  reell, 
sind  also  die  Euryen  Hyperhdn  mä  parallelen  Asymptoten,  so  sind  nach 
der  zweiten  Bedingung  diese  nur  ähnliA,wenneie  in  den  entsprechenden 
(gleichen)  Sdieitdumikdpaqren  der  Asymptoten  liegen.  Doch  wird  sich 
dieser  Begriff  später  durch  die  Imaginarprojektion  erweitem.  — 
Sind  endlich  zwei  konjugirte  Durohmesser  a,  h  eines  Kegelschnittes 
h  parallel  und  von  demselben  gleichgeordneten  Yerhaltnissay  wie 
zwei  konjugirte  Durchmesser  a,  V  eines  anderen  Ic^  und  sind  zwei 
parallele;  z.  B.  a  und  a\  reell,  so  sind  h  und  V  ähnlich  und  ähn- 
lich liegend.  Denn  ein  ähnlich  und  ähnlich  liegend  mit  2;.  über  a' 
als  Durchmesser  konstruirter  Kegelschnitt  enthält  V,  ist  also  h\ 

Alle  Kreise  in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen  haben/  weil 
ähnlich  und  ähnlich  liegend,  zwei  Punkte  der  unendlich-  fernen  Ge- 
raden ihrer  Ebenen  gemein,  welche  auf  den  Doppelstrahlen  einer 
rechtwinkligen  Strahleninvolution  liegen,  und  die  unendlidi  fernen 
(imaginären)  Kreispunkte  ihrer  Ebenen  heißen.  Daher  sind  zur  Be- 
stimmung eines  Kreises  nur  noch  drei  Punkte  notwendig. 

388.  Begriff  und  8at0.  Die  FUmkte  in  der  Ebene  eines  K^- 
Schnittes,  in  deren  jedem  die  InvoluHon  der  hmjugirten  Sbrakkn  redU- 
ioinklig  ist,  heißen  die  Brennpunkte  dessdben.  Es  gibt  sechs  solche: 
0wei  reetle  auf  der  Hcmptaxe,  tcdche  mit  den  früher  bestimmten  Bremh 
punkten  eusammen fallen,  zwei  imaginäre  auf  der  Nebenaxe  und  §wei 
imaginäre  auf  der  unehäUA  fernen  Geraden,  die  unendUdi  fernen 
Kreispuidcte. 

Bew.  Solche  Punkte,  wenn  sie  sich  im  Endlichen  befinden, 
können  nur  auf  einer  Aze  liegen;  denn  dem  durch  den  gegebenen 
Punkt  gehenden  Durchmesser  ist  ein  zu  seinem  konjugirten  Durch- 
messer paralleler  Strahl  koigugirt,  und  beide  stehen  nur  f&r  einen 
Punkt  der  Axe  auf  einander  senkrechi  um  nun  denjenigen  Punkt 
einer  Aze  z^  finden,  in  welchem  noch  ein  Paar  konjogirter  Strahlen 
und  dann  alle  solche  auf  einander  senkrecht  stehen  (348,  Zus.), 
lege  man  irgend  ein  BSschel  paralleler  Strahlen  und  das  Parallel- 
büschel der  zu  ihnen  konjugirten  auf  ihnen,  senkrechten  Strahlen^ 
beide  erzeugen  auf  der  Axe  projektive  Punktreihen,  deren  Doppel- 
»«.ttupunkte  die  gesuchten  sind.  Eine  Tangente  des  Kegelschnittes,  welche 
in  C  berührt,  der  zu  ihr  parallele  Durchmesser  und  die  unendlich 
ferne  Gerade  )>estimmen  ein  Parallelstrahlenbüschel,  welches  auf  der 
einen  Axe  die  Punktreihe  Ci,  M  (Mittelpunkt),  ü  (im  Unendlichen) 
einschneidet.  Die  Pole  dieser  Strahlen  liegen  auf  dem  Durchmesser  MC 
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4er  Beüie  nacli  in  C>  im  un-  ^*  ^^i- 

«ndlich  fernen  Pnnkte  nnd  in 
Jf.  Die  von  diesen  Punkten  auf 
die  Siarahlen  des  ersten  Büschels 
gefilUten  Senkrechten  bestim- 
men das  Parallelbfischel  der 
konjugirten  Strahlen,  welches 
auf  derselben  Axe  die  Punkt- 
reihe C  (wobei  CC  die  Normale  der  Kurve  in  C),  TJ^  M  einschneidei 
Beide  projektive  Reihen  C^MU  und  CUM  sind  involutorisch  (weil 
M  imd  U  sich  doppelt  entsprechen),  und  Jtf  ist  der  Mittelpunkt  der 
Involution.  Einen  Doppelpunkt  E  findet  man  daher  durch  MF^  <» 
MC^  -  MC  (299).  Wählt  man  statt  MC  den  der  Hauptaxe  unend- 
lich nahen  Durchmesser,  so  liegt  C^  in  ^,  C  im  Krümmungsmittel- 
punkte «u  Aj  und  es  ist  JfOi -»  a,  MC  ^^a  —  (6*:a)  — ^io^ 
daher  MF^^  +  e;  oder  a/uf  der  Hauptaxe  9ind  die  Breimptinkle  die 
MiUdpmkte  der  recUwifMigm  ItwoluUan.  (VergL  auch  Nr.  333.) 

Auf  der  Nebenaxe  erhalt  man  außer  M  und  dem  unendlich 
fernen  Punkte  ein  Paar  zugeordneter  Punkte,  indem  man  aus  einem 
Brennpupkte  F  oder  F^  zwei  konjugirte  auf  einander  senkrechte 
unter  46^  gegen  die  Axen  geneigte  Strahlen  zieht;  sie  bestimmen 
auf  der  Nebenaxe  die  Punkte  F"  und  F/,  w^ofür  MF'  —  MF^  —  +  e. 
Diese  sind  zugeordnete  Punkte  der  Involution  auf  der  Nebenaxe 
und  zeigen,  da  sie  von  M  auf  entgegengesetzten  Seiten  liegen,  daß 
die  Involution  gleichliegend  und  die  Doppelpunkte  imagin&r  sjnd. 
F  mä  Fl  sind  die  ideellen  Dcppdpmkte  (300);  die  Abstände  der 
Doppelpunkte  selbst  von  M  sind  daher  -i-  +  ^  V —  !•  ^^^  ^^  ^ 
Sfwei  tanjugirten  imaginären  Brennpunkte  der  Nebenaxe. 

Sodann  enthält  aber  noch  die  unendlich  ferne  Gerade  zwei 
Brennpunkte.  Ein  Büschel  paralleler  Strahlen  und  das  Büschel  der 
zu  ihnen  konjugirten,  auf  ihnen  senkrechten  Strahlen  bestimmen 
iMif  der  unendlich  fernen  Geraden  zwei  zugeordnete  Punkte  einer 
Involution,  deren  Doppelpunkte^  die  0wei  imaginären  unendHefi  fernen 
Kreitpunkte  und  konjugirte  Brennpunkte  des  KegelaehniUes  sind,  weil 
jeder  derselben  der  Mittelpunkt  zweier  Strahlenbüschel  ist,  in  denen 
auf  jedem  Strahle  des  einen  der  zu  ihm  in  Bezug  auf  k  konjugirte 
des  anderen  senkrecht  steht 

Nennen  wir  erweiternd  eine  Axe  eines  Kegelschnittes  eine  Ge- 
rade, auf  welcher  sich  zwei  konjugirte  Brennpunkte  befinden,  so 
hesitsft  jeder  Kegdschnitt  drei  Axen,  die  Hauptaxe,  die  Nebenaxe  und 
die  unendlich  femo  Gerade;  die  drei  Axen  bilden  ein  Polardreieck. 

389.  Die  Volare  eines  Brennpunktee  F  eines  Kegelschnittes  h  üt 
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eine  Leitlinie  oder  Direktrix  i;  denn  die  Tangenten  in  den  Schnitt- 
punkten eines  darcli  F  gezogenen  Strahles  mit  k  schneiden  sich 
auf  d  (333). 

Liegt  in  dein  KoüineaÜansmütdpunkU  0  zweier  Perspektiven 
Kegelschnitte  einer  Ebene  ein  Brennpunkt  des  einen^  so  liegt  darin 
auch  ein  Ikennpunkt  des  anderen,  oder,  wenn  der  Kegelschnitt  ein 
Kreis  ist;  dessen  Mittelpunkt;  denn  die  Involution  in  0  ist  dann 
fär  beide  rechtwinklig  (385). 

390.  Die  verschiedenen  Konstrtiktionen  der  Krümmungsmitlelr 
punkte  eifies  Kegelsehnittes  lassen  sich  leicht  aus  einem  Sdtjfe  von 
Steiner  ableiten *),  welcher  sich  aus  einem  anderen  Satze  ei^ibt,  der 
zuerst  ausgesprochen  werden  soll:  Besd^reibt  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittes k  eine  Gerade  g  ein  Strahlenbüschel  ans  einem  belubigen 
Punkte  P;  so  werden  die  m  jeder  Lage  von  g  senkrecJden  u}}d  ihr  in 
Bejsug  auf  k  konjugirten  Geraden  g'  von  einer  Parabel  p  eingehiÜU, 
welche  die  Azen  von  k  und  die  beiden  in  Begug  auf  k  einander  koni- 
jugirten  auf  einander  senkrechten  Strahlen  aus  P  eu  Tangenten  hat. 
Denn  projektiv  mit  dem  Strahlenbüschel  der  g  ist  die  Ponktreihe 
der  Pole  der  g  (343)^  sowie  die  Punktreihe ;  welche  auf  der  unend- 
lich fernen  Geraden  ein  Bfisohel  der  auf  den  g  senkrechten  Strahlen 
erzeug^.  Die  Yerbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  dieser 
beiden  projektiven  Punktreihen  sind  jene  konjugirten  Senkrechten; 
und  sie  werden  von  einem  die  unendlich  ferne  Gerade  berührenden 
Kegelschnitte  i,  also  von  einer  Parabel,  eingehüllt  Dieselbe  berührt 
jedcQ  der  beiden  aus  P  gezogenen  auf  einander  senkrechten  in 
Bezug  auf  k  konjugirten  Strahlen,  weil  diese  gegenseitig  g  und  g 
sind,  und  jede  Axe  des  k^  weil  diese  dem  auf  ihr  senkrechten  g  als 
g'  entspricht. 

Diese  Parabel  P  wollen  wir  mit  Herrn  Pelz  die  Steinersche 
Parabel  nennen;  ihre  Leitlinie  ist  PM,  wenn  M  der  Mittelpunkt 
der  kj  weil  von  P  und  von  M  je  zwei  auf  einander  senkrechte  Tan- 
genten der  Parabel  p  ausgehen  (333),  ihr  BrminpunM,  als  Pol  der  PM, 
ist  die  nicht  auf  PM  liegende  Nebenecke  des  vollständigen  V ierseits, 
das  jene  von  P  und  M  ausgehenden  Tangenten  der  p  bilden  (341 , 1)). 

391.  Ist  P  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  k,  so  bilden  die  Tan- 
gente und  die  Normale  des  k  in  P  jene  rechtwinklig  konjugirten 
Strahlen,  und  es  ergibt  sich  der  Sat0  von  Steiner:  Die  Tangente  und 
die  Normale   eines  Kegdschnitks  k  in   einem   beliehigen   Punkte  P 


*)  Herr  Feie  leitete  aus  diesem  Satze  eine  Fülle  solcher  Koostraktiouen 
ab  in  seiner  Abhandlang  „Die  ErümmuDg^halbmessereonstmctioneD  der  Kegel- 
schnitte als  CoroUarien  eines  Steiner'schen  Satzes*'  (Sittber.  d.  k.  bOhm.  Ges. 
d.  Wim.,  1879). 
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desidben  und  die  b^en  Axeri  des  Kegelschnittes  bestimmen  als  Tan- 
genten eine  Parabel  p,  tceldie  die  Normale  im  Krümmungsmittel' 
punkte  K  des  k  für  P  und  die  Tangente  im  Pole  der  Normale  0U 
k  berührt 

Der  erste  Teil  des -Satzes  ist  ein  besonderer  Fall  des  vorigen 
Satzes.  In  Bezug  auf  die  Berührnogspnnkte  ziehe  man  ans  P  den 
der  Tan^nte  benachbarten  Strahl  g,  welcher  k  noch  in  dem  be- 
nachbarten Punkte  Q  schneidet;  die  Tangenten  an  A;  in  P  und  Q 
schneiden  sich  in  dem  Pole  von  gn  und  die  aus  diesem  auf  g  ge- 
fällte Senkrechte  ist  die  der  Normale  benachbarte  g']  ihr  Schnitt- 
pnnkt  mit  der  Normale  ist  sowohl  der  Berührungspunkt  der  Nor- 
male mit  p  (8ö3);  als  der  Krümmungsmittelpunkt  K  der  k  (234). 
—  Andererseits  liegt  der  Pol  N  der  Normale  n  auf  der  an  %  in  P 
gezogenen  Tangente  t\  der  Pol  des  der  n  benachbarten  Strahles  g 
aus  P;  liegt  auf  i  unendlich  nahe  bei  ^;  durch  ihn  geht  die  ent- 
sprechende g\  welche  daher  auf  t  den  Berührungspunkt  von  t  mit 
p  unendlich  nahe  bei  JY,  d«  k  in  N,  bestimmi 

392.  Äufg.  Den  Kriimmungsmittelpunkt  K  eines  KegelscJmittes  k 
für  einen  gegebenen  Punkt  P  zu  finden  ^  wenn  die  Linien  der  Nor- 
male PK  und  der  beiden  Axen  gegeben  sind. 

Äufl,  Von  der  Steinerschen  Parabel  |)  f&r  P  sind  (mit  der 
unendlich  fernen)  fünf  Tangenten  gegeben,  woraus  man  auf  der 
Normale  den  Berührungspunkt  K  nach  dem  Brianchonschen  Satze 
finden  kann.  Die  Konstruktionen  ändern  sich^  je  nach  der  Reihen- 
folge, welche  man  jenen  Tangenten  gibt  Geben  wir  stets  der 
Normale,  welche  durch  den  Berührungspunkt  in  zwei  Teile  zerlegt 
wird,  die  beiden  Zahlen  1,  2,  der  (nicht  gezeichneten)  Tangente  3, 
und  dann  1)  der  unendlich  fernen  Geraden  4,  Fi«»«. 

den    beiden,   sich  im  Mittelpunkte  M  dea  k 
schneidenden  Äsen,  5  und  6,  so  bestimmen  die 
zwei  Geraden  23,  56  =  PJf  und  34,61=1         ^     , 
den  Brianchonschen  Punkt  B\  dann  muß  12,  y 

45  die  SK  sein.     Daraus  folgt  die  Begeh         ^^ 
,,Man  ziehe  durch  den  Schnittpunkt  der  Nor-     5^"J^" 
male  mit  einer  Axe  eine  Senkrechte  zur  Nor-  ^ 

male,   schneide  diese   mit   dem  Durchmesser 
PM  in  2^,  ziehe  SK  parallel  zur  anderen  Axe,  so  trifft  BK  die 
Normale  im  Krümmungsmittelpunkte  K^    Durch  Yertausehung  der 
Axen  bekommt  man  andere  Linien. 

2)  Bezeichnet  man  die  Axen  mit  4  und  6,  die  unendlich  ferne  Titrssa: 
Gerade  mit  5,  fK>  bestimmen  23^  56  *»  J  und  34,  61»-//  den 

WicB«T,  Lehrbuoh  der  dwBtellenden  Oeomttirie.  20 
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Flg*.  «28.  Brianchonschen  Punkt  ß,  so  daß  12^  45  »> 

BK,  woraus  die  Regel:  ^^Man  verbinde  den 
Schnittpunkt  der  Tangente  und  der  einen  Axe 
mit  dem  Schnittpunkte  der  Normale  und  der 
anderen  Axe,  schneide  mit  dieser  Verbin-* 
dungslinie  die  durch  P  mit  dieser  zweiten 
Axe  gesogene  Parallele  in  B,  so  trifft  die 
durch  B  parallel  zur  ersten  Axe  gezogene 
Oerade  die  Normale  in  K.^  Hier  sind  wieder 
durch  YertauBchung  der  Axen  zweierlei  Linien  möglich. 
9ig.n4%.        3)  Da  nach  Nr«  390  FM  die  Leitlinie  der  Steinerschen  Parabel 

ist,  ihre  Axe  also  darauf  senkrecht  steht^ 
so  kann  man  den  Berührungspunkt  der  un- 
endlich fernen  Geraden  benutzen,  diese  also 
mit  45,  die  Normale  PK  mit  12,  die 
Axen  mit  3  und  6  bezeichnen«  Dann  be- 
stimmen 23,  56«:jr  und  34,  61  =  71 
den  Brianchonschen  Punkt  B,  und  es  ist 
12,  45  oder  BK  nach  dem  unendlich 
fernen  Punlrte  der  Parabel  gerichtet  oder 
JL  PM.  Bezeichnet  man  23  mit  ^,  61  mit  C,  zieht  MD  { BK 
oder  ±MP,  so  ist  ACBK^AÄMD,  daher  CK^ÄD  (und 
AK*^  CD),  und  beide  absolut  gleiche  Längen  haben  entgegen- 
Hg.  ssAb.  gesetzten  Sinn.  Daher  die  Begel:  „Schneidet  man  die  Normale 
PK  mit  den  Axen  des  h  in  Ä  und  O,  zieht  MD  JL  MP,  schneidet 
MD  mit  PK  in  D,  macht  auf  PK  die  Strecke  t?Jf=  —  AD,  so 
ist  K  der  Erümmungsmittelpunki'^*) 

398.  Aufg.  Den  Krimmungsmittdpu/nkt  K  eines  Kegelschnittes  h 
für  einen  gegebenen  Punkt  P  m  finden,  wenn  Je,  die  Normale  n  %md 
die  Tangente  t  in  P  gezeichnet  sind. 
Flg.  W5.  j^._  „^^  Aufl.    Schneidet  man  die  n  mit  k 

aufter  m  P  noch  in  Q,  zieht  QR  { t 
und  schneidet  QB  mit  h  in  R,  ziöät 
dann  die  Tangenten  ejik  in  Q  und  "R, 
welche  die  t  bezw.  in  N  und  U  treffen, 
so  ist  (wegen  der  schiefen  Sjminetrid 
des  h  in  Bezug  auf  den  Durchitaesser 
PM)  UP^PN,  und  N  und^CT  sind 
bezw.  die  Pole   von  n  und   von  PR 


*)  Diese  Eoostruktion  wurde  von  Hertn  Geisetiheifner  (SchlOmilchs  Ztschr. 
f.  Math.  u.  Phys.,  1876,  B.  21,  S.  HO)  ohne  Beweia  mitgeteilt. 
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zu  Je.  Daher  ist  N  der  ßerührongspunkt  der  Steinerschen  Pa- 
rabel p  mit  t  (391);  und  die  aas  U  auf  PB  gefällte  Senkrechte 
ÜL  ist  eine  Tangente  der  p,  weil  sie  die  zum  Strahle  PR 
konjugirte  und  senkrechte  Gerade  ist.  Schneidet  UL  die  n  in  X^ 
so  liegt  der  Berührungspunkt  der  n  mit  p  in  der  Mitte  K  Ton  PL, 
und  K  ist  der  gesuchte  Erümmungsmitielpunkt  Denn  zieht  man 
aus  einem  Punkte  U  zwei  Tangenten  UN,  UL  an  eine  Parabel, 
und  aus  der  Mitte  P  der  UN,  wobei  N  der  Berührungspunkt,  eine 
weitere  Tangente  PL,  so  wird  deren  Stück  PL  zwischen  den  zwei 
ersteren  Tangenten  in  ihrem  Berührungspunkte  K  halbirt  (vergl. 
Fig.  197).  Oder  man  erhalt  K  durch  die  UE±PM,  weil  der 
Durchmesser  PM  der  k  die  Leitlinie  der  p  bildet,  so  daß  UK  ein 
Durchmesser  der  p  ist  und  den  Berührungspunkt  K  enthält  (vergl. 
Fig.  197).  —  Zieht  man  andererseits  aus  B  einen  beliebigen  Strahl, 
welcher  Je  und  t  in  S  bezw.  T  schneidet,  und  zieht  aus  T  eine 
Senkrechte  zu  PS,  so  geht  diese  ebenfalls  durch  L.  Denn  bewegt 
sich  S  auf  Je,  so  entstehen  Strahlenbüschel  der  PS  aus  P  und  der 
BS  aus  R,  welche  projektiv  sind;  mit  dem  Strahlenbüschel  R  ist 
die  Reihe  der  Punkte  T  auf  t  perspektiv,  mit  dem  Sirahlenbüschel 
P  ist  die  durch  die  TL  auf  der  unendlich  fernen  Oeraden  erzeugte 
Punktreihe  projektiv.  Daher  ist  die  letztere  Punktreihe  mit  der- 
jenigen der  T  projektiv^  und  außerdem  sind  beide  perspekÜT,  weil 
der  Schnittpunkt  der  t  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zwei  ent- 
sprechende Punkt«  enthält,  welche  sich  ergeben,  wenn  S  in  Q  rückt. 
Daher  schneiden  sich  die  Yerbindungsgeraden  TL  entsprechender 
Punkte  alle  in  demselben  Punkte,  der  (für  S  in  P)  auf  n  und  (für 
5  in  12)  in  UL  liegt,  also  L  ist. 

Von  den  verschiedenen  in  dieser  Auflösung  gegebenen  Ver- 
fahren ist,  wenn  nur  Je  ohne  M  verzeichnet  ist^  folgendes  am  ein- 
fachsten: „Man  schneide  n  mit  Je  in  Q,  ziehe  QB  1 1,  schneide  sie 
mit  Ä;  in  JR,  führe  willkürlich  aus  B  eine  Gerade,  welche  Je  und  t 
in  S  und  T  treffe,  ziehe  TL  ±  PjS,  so  schneidet  diese  die  n  in  L, 
und  es  ist  die  Mitte  f  von  PL  der  gesuchte  Erümmungsmittelpunkt.'' 

XIL  Allgemeines  tlber  die  Büsohel  und  Sohaaren 
von  Kegelschnitten. 
394.   Durch  vier  Punkte  einer  Ebene  kann  man  unendlich  viele 
Kegelschnitte  legen-,  jeder  hinzukommende   fünfte  Punkt  bestimmt 
einen  derselben,   wenn  nicht  vier   der  Punkte   auf  einer  Geraden 
liegen.   Die  Gesamtheit  der  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  Punkte; 
einer  Ebene  gehen,  von  denen  nicht  drei  auf  einer  Geraden  liegen, 
heißt  ein  KegdschniUbüscJiel,  jene  vier  Punkte  die  (rrundpunJcte  oder 
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die  Basis.  Dabei  ergeben  sich  drei  Arien  von  KegelschniUbüs(^n, 
indem  von  den  Gmndpunkten  1)  äUe  vier  reeUy  2)  0tüei  reell  und  swei 
imaginär,  3)  aüe  vier  imaginär  sind.  In  den  beiden  letzten  Fällen 
sind  je  zwei  imaginäre  Punkte  konjugirt  und  werden  als  die  Doppel- 
punkte einer  gleichlaufenden  Involution  auf  einer  Geraden ,  und 
diese  Involution  durch  zwei  Punktepaare  gegeben. 

Wir  wollen  nun  die  P^ojekHvität  irgend  jsweier  Kegdschnitfbüschd 
derselben  Art  nachweisen.  Es  sei  jene  gleichlaufende  Involution 
durch  eine  rechtwinklige  Strahleninvolution  aus  einem  der  Schnitt- 


Fiff.  SS6. 


Fig.  226. 


punkte  8  zweier  Kreise  projicirt,  deren 
Durchmesser  die  Strecken  der  gegebenen 
Punktepaare  bilden  (302).  Sei  die  Gerade 
ay  der  Träger  zweier  konjugirten  imaginä- 
ren Grundpunkte  und  a  der  Träger  der 
beiden  anderen  reellen  oder  konjugirten 
imaginären  Punkte,  P  der  Schnittpunkt 
von  a  und  Oj,  so  ergeben  sich  auf  a^  der 
dem  P  zugeordnete  Punkt  A^  vermittelst 
^  P8A^  —  90^  und  die  beiden  durch  P 
und  Ai  harmonisch  getrennten  zugeordneten 
Punkte  Fy  O  vermittelst  ^  FSA^  «-  -^  ^^5ff  —  45^.  Ebenso  seien 
die  beiden  anderen  Grundpunkte  auf  a,  wenn  sie  reell ,  unmittelbar 
als  D,  £  gegeben,  wenn  sie  imaginär,  durch  die  zugeordneten  Punkte 
J)y  E  dargestellt;  welche  durch  P  und  dessen  zugeordneten  Punkt 
A  harmonisch  getrennt  sind.  Die  zwei  reellen  Punktepaare  DE, 
Fy  Q  bilden  oder  bestimmen  daher  in  allen  drei  Fällen  vollkommen 
die  Grundpunkte,  indem  insbesondere  im  Falle  des  Imaginären  {FG) 
noch  Al^  als  vierter  harmonischer  Punkt  zu  P  bestimmt  ist,  wo- 
durch zwei  Punktepaare  A^Fj  FG  der  Involution  gegeben  sind. 

Daraus  folgt,  daß,  wenn  man  gleichartige  Kegdscknälbüschel 
solche  nennt,  welche  dieselbe  Anzahl  reeller  tmd  dieselbe  imagi- 
närer Grundpunkte  besitzen,  irgend  zwei  gleichartige  KegelschniUbüschel 
hoUineare  Figuren  sind,  da  die  vier  reellen  Punkte,  welche  die  Grund- 
punkte des  einen  Büschels  bestimmen,  mit  den  entsprechenden  vier 
Punkten  des  anderen  in  Perspektive  Lage  gebracht  werden  können 
(310).  Daher  genflgt  es  auch,  projektive  Eigenschaften  eines  Kegel- 
Bchnittbüschels  an  irgend  einer  Form  eines  gleichartigen  zu  beweisen. 
Alles  dies,  sowie  die  folgenden  Sätze  über  Kegelschnittbüsckel 
gelten  in  ihrer  reciproken  Umwandlung  auch  für  Eegelschnittschaaren. 
395.  Satz.  Die  Schnittpunkte  der  Kurven  eines  Kegelschnüt- 
Jmschds  mit  einer  Geraden  g,  welche  durch  keinen  seiner  Grundpunkte 
fäd,  lilden  eine  Involution^  in  welcher  die  Punkte  JET,  H^  eines  und 
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desselben  KegdsdiniUes  einander  eugeordnet  sind.    Die  ewei  Doppel- 
punkte der  Involution  sind  die  Beriihrungs^^unkte  der  g  mit  denjenigen 
beiden  Kegelschnitten  des  Büschels,  welche  die  g  berühren.  Jede  Gerade 
g  wird  von  0weien  solchen  reellen  oder  imaginären  Ku/rven  berührt. 
Bew.   Erster  Fall  Die  vier  Grundpunkte  D,  E,  F,  G  sind  reell. 


Fig.  227. 


In    dem    Pascalsclien    Sechsecke  ^.     ^^^  Mg.  227. 

DEFGHH^  liegen  die  drei  Schnitt- 
punkte J  von  EF  und  HH^  (—  g\ 
K  von  FG  und  H^D  und  L  von 
GH,  DE  auf  einer  Geraden.  Be- 
schreibt nun  der  den  Kegelschnitt 
des  Bfischels  bestimmende  Funkt 
H  auf  g  eine  Punktreihe,  so  be- 
schreibt L  auf  DE  eine  damit  aus 
G  Perspektive  Punktreihe,  sodann 
K  auf  FG  eine  mit  dieser  aus  J 

Perspektive,  und  endlich  Hy^  auf  g  eine  mit  dieser  aus  D  Perspek- 
tive, so  daß  die  Reihen  der  H  und  der  H^  unter  einander  pro- 
jektiv Bind«  Geht  man  von  H^  als  den  Kegelschnitt  bestimmend 
und  als  Punkt  der  ersten  Reihe  aus,  so  ergibt  sich  derselbe  Kegel- 
schnitt und  dadurch  H  als  entsprechend  und  als  Punkt  der  zweiten 
Reihe,  so  daß  H,  H^  sich  doppelt  entsprechen  und  daher  eine  In- 
volution bilden.  —  In  jedem  der  beiden  Doppelpunkte  der  Invo- 
lution wird  die  g  von  einem  Kegelschnitte  des  Büschels  berührt; 
dieselben  sind  imaginär,  wenn  es  die  Doppelpunkte  sind. 

Zumter  Fall.  Zwei  Grundpunkte  D,  E  sind  reell,  zwei  ima- 
ginär. Der  Beweis  soll  an  dem  einfachsten  Falle  geführt  werden, 
nämlich  an  dem  Büschel  der  Kreise,  welche  durch  zwei  reelle  Punkte 


Fig.  228. 


Dy  E  gehen  und  auf  der  unendlich  fernen  via.  22s.  ^^  *^ 

Geraden  o^  die  imaginären  Kreiepunkte 
enthalten,  das  sind  die  Doppelpunkte  der 
durch  eine  rechtwinklige  Strahleninvolu- 
tion projicirten  Punktinvolution  (387). 
Hchneidet  g  einen  der  Kreise  in  den  Punk- 
ten H,  Bi  und  die  DE  in  J,  so  ist 
JHxJH^'==-JDxJE,  also  ftr  alle 
Kreise  unveränderlich.  Demnach  bilden 
J?,  Hl  zugeordnete  Punkte  einer  Involution,  deren  Mittelpunkt  J 
ist  (299). 

Dritter  FalL  Alle  vier  Grundpunkte  sind  imi^pnär.  Auch  dieser  Fal  1 
kann  durch  ein  Büschel  von  Kreisen  dargestellt  werden,  welche  sowohl  Ficm. 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  a^,  wie  auf  einer  anderen  Geraden 
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Fig.  229. 


^1- 


a  je  zwei  kosjagirte  imaginäre  Punkte  gemein  haben,  a,  a^  schneiden 

eich  in  dem  unendlich  fernen  Punkte 
P,  welchem  auf  a  und  a^  die  Punkte 
Ä  bezw.  Äi  zugeordnet  sind,  wobei 
A  der  Mittelpunkt  der  Inyolution 
auf  o.  und  ÄA^  ±  AP  ist  Außer- 
dem sei  JK  ein  beliebiges  anderes 
Punkiepaar  auf  a.  AA^  ist  nun 
die  Polare  von  P  zu  jedem  Kegel- 
schnitte (Kreise)  des  BBschels. 
Zieht  man  eine  beliebige  Gerade^ 
welche  a  und  Oj  bezw.  in  J  und  J^ 
treffe,  und  verbindet  den  zu  J  zugeordneten  Punkt  K  der  a  mit 
dem  zu  J^  zugeordneten  JTj  der  r^,  wobei  JJ^  und  KK^  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen  müssen,  so  schneiden  diese  Linien  die  AA^^ 
in  Punkten  X,  M  und  sich  unter  einander  in  N,  und  diese  drei 
Punkte  gehören  einem  Kegelschnitte  (Kreise)  der  Schaar  an  (352), 
Schneidet  nun  die  beliebige  Gerade  g  diesen  Kreis  uk  ff,  H^  die 
a  in  J  (welcher  Punkt  willkürlich  genommen  war),  so  ist 

JH'JH,  —  JN'  JL^JA'  JK, 
letzteres  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  JNK,  JAL.  Da  nun 
JA  und  JK  für  dieselbe  g  unver&nderlich  sind,  so  ist  es  auch 
JH'JHif  und  H,  H^  bilden  eine  Involution^  deren  Mittelpunkt  /ist 
396.  Satz,  Dk  Beilen  der  Schnittpunkte  der  Kurveti  eines  Kegel- 
schnittbäscl^ls  mit  Geraden,  welche  dnrch  einen  der  Grundptinkte  gÄen, 
sowie  die  Büsdiel  der  Tangenten  an  diese  Kurven  in  einem  der  Orfund- 
punkte  sind  u^ifer  einander  projektiv,  wenn  die  Pimkte  und  Tangenten 
desselben  Kegelsdinittes  einander  oUspreehe^h 
Flg.  MO.        Bew.  £rster  FaU.   Seien  D,  E,  F,  G  die  Grundpunkte,  DJT  und 

OL  zwei  beliebige  durch  J)  bezw. 
Fig.  230.  ^  geführte  Geraden,  H,  i/,  deren 

Schnittpunkte  mit  einem  der  Kegel- 
schnitte des  Büschels,  so  muß 
HHi  durch  den  Punkt  J  gehen, 
in  welchem  die  Pascalsche  Gerade 
KL  die  EF  trifft,  wenn  K,  L 
bezw.  die  Schnittpunkte  von  DK, 
FQ  und  GL,  DE  sind.  Daher 
sind  die  Punklreihen  der  2f,  auf 
DK  und  der  H  auf  G  L  perspektiv 
aus  J.  Mit  der  Punktreihe  der  H^  auf  DK  ist  auch  das  Strahlen« 
büschel  projektiv,   welches  die  Reihe  der  H  auf  GL  von  D  aus 
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projieirt^  und  die  Strahlen  desselben  werden  z\x  den  Tangenten  der 
E^lachnitte  in  D,  wenn  GL  in  GD  übergehi 

Zweiter  Fall.  Geht  man  wieder  von  dem  Ereisbüscliel  mit  den  Fig.  291. 
reellen  Grundpunkien  J);  E  aus^  und  schneidet  eine  durch  E  gelegte 
Gerade  zwei  Kreise  in  /  und  Ji,  sind  Yig,  «81. 

femer  die  Tangenten  an  dieselben  Kreise 
in  D  die  DT,  DT^,  so  ist  offenbar 
^EJD^^EDT,  ^EJ.D^^EDT,, 
daher  ^  JDJ^  «  ^  TDT^;  daher  ist  das 
Strahlenbüschel  der  Tangenten  DT  gleich 
demjenigen  der  Strahlen,  welche  die  Punkt- 
reihe der  /  auf  EJ  aus  i)  projicirt,  also 
projektiv  mit  der  Punktreihe  der  J.  Mit 
dem  Bdschel  der  Tangenten  in  D  ist  aber  das  in  E  gleich,  und 
mit  diesem  wieder  die  Reihe  der  Schliittpunkte  auf  jeder  durch  D 
gelegten  Geraden  projektiv,  wonach  der  Satz  bewiesen  ist  Im 
dritten  FaUe  sind  die  verlangten  schneidenden  Geraden  nicht  reell. 

897.  Sole.  Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  Z  m  äUen  Eurven 
eines  KegdscknitÜmchds  gefien  durch  ein  und  denselben  Piinkt  Z\  und 
die  van  Z'  durdi  Z.  Z  und  Z'  heißen  ianjugirte  Punkte  in  Beeug 
auf  das  K^dschnitÜmchel. 

Beweis.  Erster  und  tfoeiter  FaU.  Sind  (in  der  leicht  zu  den- 
kenden oder  zu  entwerfenden.  Figur)  D^E  reelle  Gruadpunkte, 
so  bilden  auf  den  Geraden  ZD,  ZE  die  Kurven  des  Büschels  pro« 
jektive  Punktreihen,  in  welchen  sich  die  Punkte  Hy  H^  derselben 
Kurve  entsprechen  (396);  daher  sind  auch  die  Reihe  der  Punkte  Q 
und  die  der  Q^,  welche  von  Z  durch  D,  H^  bezw.  durch  E,  Mi 
harmonisch  getrennt  sind,  projektiv  (294)  und  zugleich  perspektiv, 
weil  für  den  durch  Z  gehenden  Kegelschnitt  des  Büschels  zwei  ent- 
sprechende Punkte  H  und  H^  und  dann  auch  Q  und  Q^  in  Z  zu- 
sammenfallen. Daher  gehen  alle  Geraden  QQi  durch  den  Perspek- 
tiven Mittelpunkt  Z'  der  Pnnktreihen  der  Q  und  der  Q^.  Jede  Gerade 
QQ^  ist  aber  die  Polare  von  Z  zu  demjenigen  Kegelschnitte  des 
Büschels,  welcher  durch  die  den  Q^  Q^  zugehörigen  Punkte  H,  H^  geht 
(341,  3));  daher  gehen  alle  diese  Polaren  durch  Z'y  und  dann  auch 
alle  Polaren  von  Z'  durch  Z  (342), 

Drüter  FaU.  Wir  gehen,  wie  in  Nr.  395, 3),  Fig.  229,  von  einem 
Kreisbüschel  mit  Tier  imaginären  Grundpunkten  aus,  und  lassen  die 
dortigen  Bezeichnungen  gelten.  Wir  hatten  einen  Kreis  des  Büschels ^»9 
gefunden,  indem  wir  aus  zwei  zugeordneten  Punkten  cf,  K  der  a, 
für  welche  daher  AJ .ÄK^^  (Xiusi.  ist,  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Gerade  zogen,  welche  die  AA^  in  L  und  M  schnitten    LM 
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war  dattn  der  Darchmesser  des  Ejreises,  und  dieser  ging  durch  den 
Schnittpunkt  N  jener  Senkreehten.  Nun  liegt  N  auch  auf  einem 
Kreise  vom  Durohmesser  JK^  und  jeder  solche  Kreis  ^  weicher  die 


Fig.  282. 


Strecke  zwischen  irgend  zwei 
zugeordneten  Punkten  Jy  K  zum 
Durchmesser  hat^  trifft  die  AÄ^ 
in  denselben  Punkten  Q,Ii,  weil 

const  ist.  Q,  R  sind  offenbar  die 
zu  Punkten  gewordenen  Kreise 
des  Büschels.  Jene  beiden  durch 
N  gezogenen  Kreise  schneiden 
sich  in  ^senkrecht^  weil  die  Seiten 
der  Dreiecke  NJK,  NML  paarweise  auf  einander  senkrecht  stehen, 
folglich  auch  die  von  N  nach  den  Mitten  ä,  0  von  JK,  ML  ge- 
zogenen Geraden;  d.  i.  die  Halbmesser  jener  Kreise.  ON  berührt 
daher  den  Kreis  NJK  in  N.  Um  nun  von  einem  beliebigen  Punkte 
Z  die  Polare  TZ'  zu  einem  beliebigen  Kreise  LMN  des  Büschels 
zu  finden,  verbinde  man  dessen  Mittelpunkt  0  mit  Zy  bestimme  den 
Punkt  r  der  Polaren  auf  dieser  Linie  durch  OT.OZr^  0M\  und 
ziehe  TZ'  JL  TO.  Legt  man  ferner  den  Kreis  ZQR^  dessen  einer 
Schnittpunkt  mit  jenem  Kreise  N  sei,  so  schneidet  derselbe  die  OZ 
in  T,  weil  OT.OZ^  OM^  «*  OIP.  Weü  sodann  ZTZ'  -«  90^ 
so  schneidet  TZ'  den  Kreis  ZQB  in  dem  anderen  Endpunkte  des 
Durchmessers  ZSZ'  des  Kreises  ZQE.  Daher  gehen  die  Polaren  von 
Z  zu  allen  Kreisen  des .  Büschels  durch  diesen  Punkt  Z\  welcher 
am  einfachsten  durch  ^ZQZ'^  ^ZRZ' 'm.  90^  bestimmt  wird. 

Zus.  Die  Verbindungslinie  aweier  in  Bezug  auf  ein  Eegdschnitt- 
hüschd  hmjugirten  Punkte  Z^  Z'  wird  in  diesen  von  je  einer  Kurve  des 
Büscheis  berührt,  weil  die  Tangente  der  durch  Z  gehenden  Kurve  durch 
Z'  gehen  muß,  da  sie  die  Polare  des.Z  zu  dieser  Kurve  ist;  und  um- 
gekehrt. Daher  sind  Z  und  Z'  die  'Doppelpunkte  der  durch  das  Kur- 
venbüschel auf  ZZ'  erzeugten  (mingiächlauf enden)  Involution,  und 
werden  durch  jede  die  ZZ'  schnettende  Kufve  des  Büschels  har- 
monisch getrennt 

398.  Das  gemeinschaftliche  Polardraedi  PQIR  zweier  in  dner 
Ebene  liegenden  Kegelschnitte  Je  und  k^  ist  leicht  zu  bestimmen,  wenn 
deren  vier  Schnittpunkte  A,  B,  C,  D  reell  sind,  indem  dann  FQR 
das  Neben-  oder  Polardreieck  des  vollständigen  Vierecks  A  BCD  bildet 
(345).  Bestimmen  wir  nun  PQR  in  allgemeiner  Weise  in  dem  schwie- 
rigsten Falle,  daß  alle  vier  Schnittpunkte  von  h  and  h^  imaginär  sind. 

Jedem  Punkte  in  der  Ebene  ist  in  Bezug  auf  %  und  \  zu- 
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gleich  im  allgemeinen  nur  ein  Punkt  konjugirt^  der  Schnittpunkt 
der  Polaren  jenes  Punktes  zu  h  und  k^.  Fallen  im  besonderen  diese 
beiden  Polaren  zusammen^  so  ist  der  gegebene  Punkt  ein  Eckpunkt^ 
und  die  gemeinsame  Polare  die  gegenüberliegende  Seite  des  gesuchten 
gemeinschaftlichen  Polardreiecks.  Die  Punkte  einer  willkürlichen  Ge- 
raden a  haben  zu  Polaren  in  Bezug  auf  k  die  Strahlen  eines  mit  der 
Punktreihe  projektiven  Strahlenbüschels  Ä,  in  Bezug  auf  k^  die  eüies 
damit  projektiven  Strahlenbüschels  A^,  und  diese  beiden  Büschel  be- 
stimmen einen  Kegelschnitt  a\  dessen  Punkte  denen  von  a  eindeutig 
enispre^en,  derart^  daß  zwei  sich  entsprechende  Punkte  zugleich  in 
Bezug  auf  k  und  k^  konjugirt  sind.  Ebenso  konstruire  man  für  eine 
zweite  (Gerade  i  einen  Kegelschnitt  b\  Dem  Schnittpunkte  M  von  a 
und  h  ist  im  allgemeinen  nur  ein  Punkt  M'  in  Bezug  auf  k  and  k^ 
koBJugirt;  der  a  und  V  zugleich  angehören  muß.  Daher  haben  die 
Kegelschnitte  a  und  b'  einen  reellen  Punkt  gemein;  von  ihren  übrigen 
drei  gemeinsamen  Punkten  P,  Q,  B  ist  daher  wenigstens  noch  einer 
reelL  Einem  solchen  weiteren  reellen  Schnittpunkte  P  von  a'  und  b' 
ist  dann  zugleidi  in  Bezug  auf  k  und  k^  ein  Punkt  von  a  und  einer 
von  b  konjugirt,  deren  Verbindungslinie  p  daher  die  gemeinschaft- 
liche Polare  von  P  zu  Ar  und  k^  bildet.  Daher  bezeichnen  P,  und 
ebenso  Q  und  B,  wenn  dies  weitere  reelle  Schnittpunkte  von  a 
und  b'  sind,  reelle  Eckpunkte  des  gemeinschaftlichen  Polardreiecks. 
Q  und  R  liegen  auf  p,  und  sind  auch  dasjenige  Punktepaar,  welches 
den  Inyplutionen  auf  p  in  Bezug  auf  k  und  k^  zugleich  angehört 
(350\  Sind  Q  und  R  als  Schnittpunkte  von  a^  und  V  imaginär, 
so  sind  sie  doch  durch  die  letztere  Bestimmung  als  Doppelpunktt 
einer  gleichlaufenden  Involution  bezeiohnet. 

Schreiten  wir  zur  Ausführung  der  Konstruktion.  In  der  Figurvig»». 
ist  k^  von  k  eingeschlossen.  Als  a  und  b  wählt  man  vorteilhaft 
zwei  Durchmesser  der  einen  Kurve,  etwa  der  i;  dadurch  werden,  wie 
sich  ergeben  wird,  a  und  V  Hyperbeln  mit  dem  gemeinschaft- 
lichen unendlich  fernen  Punkte  M\  der  dem  Mittelpunkte  M  von  k 
entspricht,  und  auf  der  Polaren  Ä^li^  von  M  zu  k^  liegt.  Es  ist 
zweckmäßig  a  und  b  als  konjugirte  Durchmesser,  etwa  die  Axen, 
zu  wählen.  Die  Polaren  der  Punkte  der  a  zu  %  bilden  das  mit  b 
parallele  Strahlenbüschel  mit  dem  unendlich  fernen  Mittelpunkte  B, 
die  Polaren  zu  i?^  das  Strahlenbüschel  Ä^^  aus  dem  Pole  Ä^  vtm  a. 
Beide  Büschel  erzeugen  die  Hyperbel  c^,  welche  durch  B  und  A^ 
geht.  Diese  ist  ganz  bestimmt,  wenn  man  noch  ihre  entsprechen- 
den Punkte  zu  dreien  Punktctn  der  a  sucht^  etwa  zu  deoi  unendlich 
fernen  A,  dem  M  und  dem  Schnittpunkte  B'  mit  de^i  zu  b  kon- 
jagirten  Durchmesser .JfjP'  des  k^.  Dem  Punkte  A  ist  der  Schnilt- 
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punkt  A!  der  Axe  h  mit  dem  zo  a  konjagirten  DorchmeBser  M^A^ 
des  J?|  konjugirt;  dem  Jf  der  uDeudlich  ferne  Punkt  JlT  der  Polare 
von  Äf  zn  *i,  dem  B'  der  unendlich  ferne  Punkt  2?  von  ft,  weil  die 

Fig.  S8S. 

^^1   ^>M'^^ 


Polaren  Yon  J?'  zu  l  und  Ä:^  durch  B  gehen;  die  in  li  berührende 
Asymptote  ist  aber  die  Polare  (i|  yon  V  zo  "k^  als  derjenige  Strahl 
deo  Parallelbüschels  2?,  dessen  entsprechender  Strahl  des  BOschels  A^ 
mit  ihm  parallel  läuft.  Von  der  Hyperbel  d  sind  nun  die  Punkte 
i4i,  Ä^  der  unendlich  ferne  M!  und  die  Asymptote  a^  gegeben;  man 
findet  die  andere  Asymptote  o^,  wenn  man  A^J^  mit  o,  in  C7|  schneidet, 
auf  A^Ä  die  J-'C,  *=*  —  A^C^  auftragt  und  CjJlf'  ^  a,  zieht.  Dann 
verzeichnet  man  a  nach  Nr.  379  mittelst  Scheitel,  Krümmungskreis  in 
denselben ;  und  vier  gleich  weit  von  ihrem  Mittelpunkte  entfernten 
Punkten  utid  den  Tangenten  in  denselben.  — >  Ganz  entsprechend  kon- 
struirt  man  die  Hyperbel  Vy  welche  der  Geraden  h  entspricht  Die 
Hyperbeln  a  und  V  schneiden  sich  in  den  vier  Punkten  M^  P,  Q^  i2; 
PQjR  ist  daher  das  gemeinschaftliche  Polardreieek  von  i  und  \. 

899.  Da  W  reell  ist,  muß  jedenfalls  noch  ein  zweiter  Schnitt* 
punkt  der  Hyperbeln  a,  V  reell  sein,  daher  hat  das  PoUirdreieck  jeden- 
falls einen  reellen  Eckpunkt  F  und  eine  redle  Seitey  die  Polare  p  von  P, 
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Die  beiden  auf  $  liegenden  Pankte  Q;  72  sind  durch  "k  und  durch 
\i^  harmonisch  getrennt;  sie  sind  nur  dann  imaginär,  wenn  die  Schnitt- 
punkte der  j)  mit  2;  und  \  reell;  und  wenn  die  mit  'k  durch  die  mit 
\  getrennt  sind  (350).  Damach  unterscheidet  mau  in  den  drei 
Fällen^  daß  von  den  Schnittpunkten  Ton  l  und  i^  1)  alle  vier  reell, 
2)  alle  yier  imaginär,  3)  zwei  reell  und  zwei  imaginär  sind.  Im  ersten 
Falle  fiind  P,  Q;  JS  reell.  Ebenso  im  zweiten,  weil  es  hier  keine  Oe« 
räde  p  gibt,  deren  Schnittpunkte  mit  l  durch  die  mit  \  getrennt 
werden.  Im  dritten  Falle  dagegen  sind  Q  und  12  stets  imaginär.  Es 
mögen  hier  C,  D  die  beiden  Schnittpunkte  von  h  und  /\  sein;  man 
erhält  dann  jp  als  die  Verbindungslinie  des  Schnittpunktes  T  der 
Tangenten  an  Ä;  in  C  und  2)  mit  demjenigen  2\  der  Tangenten  an 
X?!  in  C  und  D;  und  P  ist  der  auf  CD  von  j)  durch  C  und  2>  har- 
monisch getrennte  Punkt.  Denn  offenbar  ist  j)  die  gemeinsame  Polare 
von  P  zu  l  und  'ky  Nun  muß  aber  j}  notwendig  die  Iz  und  \  schneiden 
(und  daher  P  ein  äußerer  Punkt  von  %  und  k^  sein).  Denn  zieht  man 
ans  T  eine  die  i  nicht  schneidende  Gerade  te  und  projicirt  die  ganze 
Ebene  so,  daß  sich  u  in  die  unendlich  ferne  Gerade  u^  und  jt,  \^ 
C,  D,  T,  Tj  sich  in  Jfc',  */,  C,  D\  T,  T/  projiciren,  so  sind  TC,  TIT 
zwei  parallele  Tangenteu  an  1c\  welche  den  V  einschließen,  so  daß 
To  eine  Ellipse  und  CV  ein  Durchmesser  derselben  ist.  Da  nun 
k^  den  k'  und  die  Gerade  CV  nur  in  C  und  D'  schneidet,  so 
dringt  der  k^  bei  C  in  den  Raum  der  einen  der  halben  Ellipsen 
C'If  ein,  aus  dem  er  erst  bei  D'  wieder  austritt,  so  daß  der  Schnitt- 
punkt T/  der  Tangenten  an  k^  in  C  und  IX  in  dem  Parallelstreifen 
TC'iy  liegt,  und  daß  TT^  die  V  ^^  ^^^^m  Punkte  jenes  einge- 
schlossenen Bogens  C'I/y  und  dann  noch  üx  einem  zweiten  Punkte 
schneidet,  wobei  die  Schnittpunkte  der  k'  durch  die  der  %/  getrennt 
sind.  Das  Gleiche  gilt  für  TT^  und  i,  \\  daher  sind  Q  und  22  imaginär. 

Xm.  XonjngMe  KegelMOmUte  iin4  die  Imaglnärprojeltttm. 
400.  Die  Aufgabe  der  Bestimmung  der  imaginären  Schnitt« 
punkte  von  Kegelschnitten  hat  den  Verfasser  zu  dem  Begriffe  der 
Imaginärprqjektion  geführt,  sowie  zu  den  in  seinem  Ergebnisse  mit 
ihm  zusammenfallenden  verallgemeinerten  Begriffe  von  konjugirtm 
Kegelschnitten,  welcher  letztere  in  engerem  Sinne  scbon  bei  den  kon- 
jugirteu  Hyperbeln  (367)  und  bei  den  supplementären  Kegelschnitten 
Panedda*)  auftritt    Es  hat  sich  dann  herausgestellt,  daß  diese  kon- 

*)  Foncdei^  trait^  des  propri^t^  projectives  des  figures,  Paris  18S2,  8.  29. 
Solche  Eegelscbnitto  hat  auch  der  Verfasser  zur  BesüminuQg  der  imaginären 
Sehnittpunkte  von  Kegelschnitten  benutzt,  welche  eine  gemeinschaftliche  Sym- 
metrielinie  besitzen  (Wiener ^  i3ber  scheinbare  Unstetigkeit  geometrischer  Con< 
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jugirten  Kegelschnitte  mit  denen  übereinstimmen,  weicht;  in  Steiners 
Vorlesungen*)  als  harmonisch  zugeordnet  bezeichnet  werden;  die  be- 
stimmende Eigenschaft  der  letzteren  aber  —  daß  nämlich  jeder  als  seine 
eigene  Polarfigur  erscheint^  wenn  er  in  Bezug  auf  einen  der  anderen 
polarisirt  wird  —  ist  Yon  der  hier  bestimmenden  durchaus  verschieden. 
Hg.  SSL  Sei  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  m,  P  ein  äußerer  Punkt 
desselben,  r  eine  durch  P  gehende,  den  m  nicht  schneidende  Gerade, 

Fig.  284. 


p  die  Polare  von  P  zu  m,  Q  deren  Schnittpunkt  mit  r,  so  sind 
in  der  auf  r  stattfindenden  gleichlaufenden  Involution  der  in  Be- 
zug auf  m  einander  kon jugirten  Punkte,  P  und  Q  zugeordnet,  und 
es  sollen  diejenigen  Punkte  C,  C^  dieser  Involution  die  idedlen 
Doppelpunkte  in  Bezug  auf  P  heißen,  welche  einander  zugeordnet 
und  durch  P  und  Q  harmonisch  getrennt  sind.  Bei  dem  früheren 
Gebrauche  dieser  Bezeichnung  (300^  366)  lag  P  im  Unendlichen,  Q 
war  der  Mittelpunkt  der  Involution  und  es  war  QC^^  —  QC^^.  Weil 
die  reellen  Doppelpunkte  der  Involution  auch  reelle  Punkte  der 
Kurve  m  sind,  heißen  die  ideellen  Doppelpunkte  C,  Q  auch  die 
idedlen  Sthf^ütpwnkte  der  r  mit  dem  m,  und  CC^  eine  idedie  Sehne 
des  m  in  Bezug  auf  P.  Mit  der  Verschiebung  von  P  auf  r  ver- 
schieben sich  auch  Q,  C  und  C\. 

401.  Nach  dieser  Begriffsbestimmung  nennen  tcir  in  einer  Ebene 
äiqenige  Kurve  l  sni  einem  Kegelschnitte  m  in  Betfug  auf  einen  Punkt  P 
konjugirt,  welche  der  Ort  der  ideellen  Schnittpuvikte  des  m  mit  den  aus 
P  gegogenenen  Strahlen  in  Bezug  auf  P  ist 

Die  Kurve  {  besitzt  nur  auf  den  die  m  nicht  in  reellen  Punkten 


struotionen,   welche    durch   imagioäre   Elemente  derselben   veninacbt   wird, 
ScblOmilchs  Ztsebr.  f.  Matb.  u.  Pbjs.,  1867,  B.  2,  8.  888). 

*)  Steiners  Vorleaungen  (Iber  syntbetiscbe  Qeometrie,  bearbeitet  von  H. 
Scbröter,  8.  Tb.,  8.  Aufl.,  Leipzig  1876,  S.  88S. 
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sclineidenden  Geraden  reelle  Punkte^  und  bestellt  daher  als  reell 
nur  fflr  einen  äußeren  Punkt  P  der  m,  während  sie  fär  einen  inneren 
Punkt  imaginär  ist.  Um  die  l  zu  konstruiien,  legen  wir  aus  P  die 
beiden  Tangenten  an  die  m,  welche  sie  in  den  Punkten  Ä  und  Ä^ 
berühren  mögen,  so  daß  AA^  die  Polare  p  von  P  ist^  ziehen  dann 
aus  P  eine  Oerade,  welche  die  m  in  zwei  reellen  Punkten  B,  B^ 
und  die  p  in  12  trifft,  so  bilden  die  Schnittpunkte  C  von  AB  und 
A^B^y  und  Ci  von  AB^  und  A^B  zwei  Punkte  der  {.  Denn  das 
in  m  eingeschriebene  vollständige  Viereck  AA^BB^  hat  RCCi  zum 
Neben-  oder  Polardreieck,  so  daß  dies  auch  ein  Polardreieck  in  Bezug 
auf  m  ist;  daher  geht  CC^  als  Polare  von  B  durch  den  Pol  P  der  p^ 
da  B  auf  p  liegt.  Femer  sind  C  und  C^  konjugirte  Punkte  in  Be- 
zug auf  W;  daher  zugeordnete  Punkte  der  Involution  auf  BCC^y  und 
endlich  sind  C,  C^  durch  P  und  p  (in  Q)  harmonisch  getrennt. 

Die  einem  Kegelschnitte  m  in  Bezug  auf  einen  Punkt  P  konjugirte 
Kurve  l  ist  ein  Kegelschnitt,  und  dessen  in  Bezug  aufP  konjugirte  Kurve 
ist  wieder  m.  P  hcd  in  Bemig  auf  leide  Kegelschnitte  m  und  l  eine 
gemeinschaftliche  Polare  py  und  m  und  l  berühren  sich  in  zu>ei  Punkten 
A  und  A^  der  p,  in  welchen  Punkten  ihre  Tangenten  durch  P  gehen. 

Ein  Punkt  C  der  l  ist  nämlich  der  Schnittpunkt  der  Strahlen 
AB,  A^B^]  diese  sind  aber  entsprechende  Strahlen  der  projektiven 
Strahlenbüschel  A(B..),  ^^(Pi...),  welche  aus  zwei  Punkten  A 
und  A^^  des  m  zugeordnete  Punkte  der  Involution  projiciren,  die 
durch  die  aus  P  gezogenen  Strahlen  PBB^  auf  m  erzeugt  wird 
(346).  Daher  ist  l  ein  Kegelschnitt,  der  durch  A  und  A^  gehi^  in 
diesen  Punkten  durch  P  gehende,  also  mit  m  gemeinschaftliche  Tan- 
genten besitzt,  welche  nämlich  den  in  AA^  vereinigten  Strahlen 
entsprechen,  so  daß  p  auch  die  Polare  von  P  zu  2  bildet  m  ist  aber 
auch  dem  l  konjugirt,  weil  die  Punkte  P,  B^  aus  C,  C\  ebenso  kon* 
struirt  werden,  wie  die  C,  C7|  aus  P,  P^. 

Da  A  und  A^^  durch  R  und  Q  harmonisch  getrennt  sind,  so  ist 
Q  der  Pol  von  PB  zu  m  (und  2),  und  B  derjenige  von  PQ  zu  l  (und  m)\ 
daher  gehen  die  Tangenten  von  m  in  P  und  B^  durch  Q,  und  die  von 
/  in  C  und  C^  durch  P.  Nennt  man  P,  B^  und  C,  C^  konjugirte  Punkte- 
paare, so  schneiden  sich  hei  gwei  konjugitien  Kegelschnitten  die  Tangenten 
in  den  Punkten  eines  Pimktqpaares  des  einen  auf  der  Verbindungslinie 
der  Punkte  des  konjugirten  Paares  des  andern,  —  P  möge  der  Mittel- 
punkt, p  die  Axe  der  Konjunktion  von  m  und  l  heißen.  Da  ferner  C 
und  <7|  die  Pole,  bezw.  von  BC^  und  BC  zu  m  sind,  so  hat  l  sich 
selbst  zur  polaren  Figur  in  Bezug  auf  m,  wie  vorhin  angeführt  wurde« 

402.  Bei  den  zwei  konjugirten  Kegelschnitten  m  und  l  ist  die 
Strecke  ^^|  für  den  einen  eine  innere,  für  den  anderen  eine  äußere 
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Sehne.  Liegen  A  und  A^  im  Endlichen  und  ist  AA^  das  endliche 
Stück,  so  ist  derjenige  der  beiden  Kegelschnitte  eine  Hyperbel^  für 
welchen  AA^  eine  äußere  Sehne  bildet,  während  der  andere  eine 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  sein  kann.  Liegt  einer  der  Punkte  A^  A^ 
im  Unendlichen,  der  andere  im  Endlichen,  so  -sind  beide  Kegelschnitte 
Hyperbeln  oder  beide  Parabeln.  Liegen  A  und  A^  im  Unendlichen,  so 
sind  beide  Kurven  konjugirte  Hyperbeln  im  gewöhnlichen  Sinne  mit  P 
als  Mittelpunkt  (3C7).  Ist  P  ein  unendlich  femer  Punkt,  so  sind  die 
konjugirten  Kegelschnitte  die  supplementären  Ton  Pancelet  (400,  Anm.). 

In  reciproker  Weise  kann  man  zu  einem  Kegelschnitte  m  den 
konjugirten  l  in  Bezug  auf  eine  schneidende  Gerade  p  bestimmen. 
—  Zieht  man  nach  dem  Gesetze  der  Beciprocitat  aus  einem  Punkte 
Jß  der  |),  welcher  im  Inneren  von  m  liegt,  zwei  in  Bezug  auf  m 
konjugirte  Strahlen,  welche  durch  p  und  JSP  barmoniscb  getrennt 
sind,  also  RC,  BC^,  so  sind  diese  Tangenten  des  l]  und  zieht  man 
aus  einem  Punkte  Q  der  jp,  weldier  im  Äußeren  Yon  m  liegt,  die 
beiden  Tangenten  an  m,  also  QB,  QB^^  so  sind  diese  in  Bezug  auf  I 
konjugirt  und  durch  p  und  QP  harmonisch  getrennt.  Da  l  und  m 
in  A  und  A^  gemeinschaftliche  Tangenten  haben,  so  sind  zwei  Kegd- 
schnitte  tn  und  l  zugleich  in  Bezug  auf  den  Funkt  P,  als  in  Bezug 
cnif  dessen  Polare  p  konjugirt. 

403.  Zwei  in  Bezug  aufP  und  p  konjugirte  Kegelsehnitte  m  und  l 
sind  gegenseitig  Imoffinärprqjdttionen  mä  P  als  Mittelpunkt  und  p  als 
Axe  der  Kollineation  und  mit  der  Charakteristik  d  ««  +  Y^  1  ■=*  +  t. 
Denn  sind  auf  dem  Strahle  r  C,  C^'  die  imaginären  Punkte  des  m.  sind 
C,  C^  deren  ideelle  Darstellungen  und  daher  zugleich  die  reellen  Punkte 
des  l,  so  ist  die  Charakteristik  der  Projektion  von  m  auf  2  (31 1)  d  «> 
{PQCC).  Laßt  man  nun  P  ins  Unendliche  üedlen,  und  zwar  ver- 
mittelst einer  Projektion  der  Figur,  so  ändert  sich  S  nicht,  und  ^s 
wird  PC  =*  PQ  =  oo.  Es  wird  dabei  Q  der  Mittelpunkt  der  beiden 
Inrolutionen  auf  r,  deren  Doppelpunkte  C,  C^  und  C,  C^  sind;  und 
da  CC  =  ±  i .  QC  (300),  und  PC  ^PQ+QC^PQ±i.  QC, 
Pö' :  PC=-  1  +  * .  0  =  1  wird,  so  ist 

.        per      PC        CQ  1         ~  . 

^15^8^     CQ        CQ       ±i       ^*- 

Man  kann  den  Begriff  noch  etwas  erweitem  und  die  Charak- 
teristik o"  +  (^i  setzen,  worin  a  eine  reelle  Zahl  ist  Dann  wird 
die  Imaginärprojektion  V  von  m  eine  reelle  Projektion  von  l  in  Be- 
zug auf  P,  p  mit  der  Charakteristik  a,  also  irgend  ein  Kegelschnitt, 
welcher  durch  A  und  A^  geht,  in  diesen  Punkten  von  PJ,  bezw.  PA^ 
berührt  wird  und  mit  /  in  demselben  Paar  von  Scheitelwinkeln  liegt, 
welche  diese  beiden  Tangenten  bilden. 
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Nimmt  man  m  und  Z  oder  V  auseinander^  so  kann  man  sie 
immer  noch  als  Imaginärprojektionen  von  einander  aus  P  und  p 
ansehen  (außerdem  auf  unendlich  viele  Weisen  als  reelle  und  imagi- 
nSre  Projektionen);  unter  konjugirten  Kegelschnitten  in  Be^ug  auf 
P  und  p  wollen  wir  aber  nur  die  beiden  m  und  l  verstehen,  welche 
sich  in  der  urspriinglichen,  imaginär-perspektiveu  Lage  befinden,  und 
fÄr  welche  a  «■  1,  also  ^  =  +  •  ^^i 

404»  Ist  PQR  ein  Polardreieck  eines  Kegelschnittes  m,  so  kannFis-Mt. 
man  zu  m  in  Bezug  auf  jeden  der  Punkte  P,  Q,  R  den  konjugirten 

Fig.  286. 


KegelschiiiK  suchen  Sind  P  und  Q  die  beiden  äußeren  Punkte  von  tn, 
so  ergibt  sich,  wie  vorher  in  Bezug  auf  P  der  konjugirte  Kegel- 
schnitt ly  in  Bezug  auf  Q  derjenige  Je.  k  und  l  sind  auch  unter 
einander  konjugirt  in  Bezug  auf  R]  denn  beide  enthalten  auf  PQ 
oder  r  dieselben  Punkte  C,  C^,  welche  man  vermittelst  des  Strahles 
PR  aus  P  als  Punkte  des  l,  un4  vermittelst  des  Strahles  QR  aus  Q 
als  Punkte  des  k  durch  dasselbe  vollständige  Viereck  AA^BB^  erhäli 
Dabei  gehen  die  Tangenten  von  l  und  k  mC  und  C|  durch  R.  Außer- 
dem erhält  man  durch  den  Strahl  RQ  aus  den  Punkten  A^  A^  des  / 
diejenigen  P,  B^  des  k^  so  daß  der  zu  l  in  Bezug  auf  jR  konjugirte 
Kegelschnitt  mit  k  zusammenfällt  —  Es  leuchtet  ein,  daß  PQR  ein 
gemeinschaftliches  Polardreieck  der  drei  Kegelschnitte  %,  I,  m  bildet, 
von  welchem  jeder  Eckpunkt  im  Inneren  eines  der  Kegelschnitte  liegt 
406.   Der  m  einem  Kegelschnitte  m  in  Bezug  auf  einen  inneren 
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Pufili  R  desselben  kanjngirte  KegeUdmitt  %  ist  imagifuk'.  Denn  jeder 
Strahl  aus  R  schneidet  den  m  in  ewei  reeUen^  daher  den  «  in  zwei 
imaginären  Punkten  (401).  So  ist  aaf  dem  Strahle  RS,  welcher 
den  m  in  D  nnd  D^,  die  r  in  V  schneidet,  die  In¥olutian  kon- 
jugirter  Punkte  in  Bezug  aufm  die  nngleichlanfende  Ji  F,  DD,  D^D^^ 
in  Bezug  auf  i  die  gleichlaufende  RY,  DD^. 

406.  Durch  einen  reellen  Kegelschnitt  m  ist  ein  ebenes  polares 
System  gegeben ,  worin  jeden!  Punkte  eine  Gerade,  seine  Polare  in 
Bezug  auf  m,  zugeordnet  ist;  der  Kegelschnitt  heißt  die  Ordnungskurrc 
des  Systems  und  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche  auf  ihren  Polaren 
liegen,  und  wird  in  jedem  seiner  Punkte  von  dessen  Polare  berührt*) 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  ein  imaginärer  Kegelsehnitt  t,  der 
als  der  einem  redten  Kegelschnitte  m  in  Beeng  auf  einen  inneren 
Punkt  R  desselben  hmjugirter  gegeben  ist,  ebenfalls  ein  Polarsystefn  be- 
stimmt, welches,  abgesehen  von  dem  Untersdiiede  von  „Beeilt  und  „Ima- 
ginäf*^,  dieselben  Eigenschaften,  wie  das  Polarsystem  eines  reeUen  Kegd- 
Schnittes  besitet,  bei  welchem  aber,  im  Gegensatae  m  letzterem,  Jcein 
redler  Punkt  auf  seiner  Polaren  liegt. 

Der  imaginäre  Kegdsdmitt  i  ist  gegeben  als  der  konjugirte 
eines  reellen  m  in  Bezug  auf  einen  inneren  Punkt  22  des  m  und  in 
Bezug  auf  dessen  Polare  r;  und  ati/*  jedem  Strahle  aus  R  sind  ewei 
Punkte  in  Bezug  auf  i  einander  konjugirt,  wenn  sie  zugeordnete 
Punkte  der  gleichlaufenden  Involution  sind,  in  welcher  R  und  ein 
Punkt  der  r  ein  Punktepaar,  und  die  beiden  Punkte  von  m  ein 
zweites  Punktepaar  bilden.  Dann  ist  r  die  Pola/re  vcht  R  eu  i,  weil 
sie  die  zu  R  konjugirten  Punkte  enthält  Ebenso,  wie  wenn  t  reell 
wäre,  nennen  wir  zwei  Punkte  der  r  in  Bezug  auf  i  zu  einander 
konjugirt  (z.  B.  (f,  C^),  wenn  sich  aus  ihnen  die  Involutionen  der  in 
Bezug  auf  i  konjugirten  Punkte  irgend  zweier  Strahlen  aus  }i 
(RQf  ÄÄi  und  RP,  BB^  auf  einander  projiciren;  es  sind  offenbar 
dieselben  Punkte,  aus  denen  sich  auch  die  Involutionen  derselben 
Strahlen  in  Bezug  auf  m  {RQ,  AÄ,  Ä^A^  und  RP,  BB,  J5,JBi)  auf 
einander  projiciren;  oder  ewei  Punkte  der  r  und  au4Sh  ewei  Strahlen 
aus  R  sind  in  Bezug  auf  i  konjugirt,  wenn  sie  es  in  Beeng  auf  m  sind. 
Ferner  nennen  wir,  ebenso  wie  wenn  i  reell  wäre,  von  einem  beliebigen 
Punkte  S  die  Polare  eti  i  diejenige  Gerade  s,  welche  die  BS  in  dem 
zu  S  in  Bezug  auf  i  konjugirten  Punkte  T  schneidet,  und  die  r  in 
demjenigen  Punkte  ü  trifft,  welcher  zu  dem  Schnittpunkte  V  der 
RS  mit  r  konjugirt  ist;  und  reciprok  S  den  Pol  von  s. 

1)  Die  Polaren  s'  und  s  eines  Punktes  S  eu  einem  reeUen  Kegeh 

*)  Von  diesem  Begriffe  des  Kegelschnittes  geht  von  Siaudt  aus,  nachdeio 
er  das  Polarsystem  anders  bestimmt  hat  (Geometrie  dar  Lage,  1847,  S.  137). 
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schnitte  m,  beaw.  m  änem  imagimren  i,  wenn  m  wnd  i  in  Bezug  €mf 
R  und  r  kanjugirt  sind^  werden  durch  B  und  r  Juirmanisch  getrennt. 
Denn  s'  und  8  gehen  durch  denselben  Pankt  U  der  r,  und  schnei- 
den die  BS  in  den  Punkten  T'  und  T,  welche  durch  B  und  r 
harmonisch  getrennt  sind.  Letzteres  ist  der  Fall;  weil  zu  der  von  S 
auf  BS  beschriebenen  Punktreihe  B  VDS  die  Reihe  der  in  Bezug 
auf  m  konjugirten  Punkte  T^  nämlich  VEDT\  und  die  Reihe  der. 
in  Bezug  auf  i  konjugirten  Punkte  T^  nSmlich  VBD^  T^  mit  dieser 
aber  wieder  die  Reihe  der  durch  B  und  r  von  V^B^D^^T  har- 
monisch getrennten  Punkte  F,  By  Dy  X  projektiv  sind,  so  daß  wegen 
(VBDT)  '^  (VBDX)  die  Punkte  T  und  X  zusammenfallen,  wo- 
durch der  Satz  bewiesen  isi  ^  Tn  reciproker  Weise  sind  auch  die 
Pole  S\  S  von  $  zxi  m  und  i  durch  B  und  r  harmonisch  getrennt 

2)  Die  Polare  eines  jeden  Punktes  D  des  m  in  Beäug  auf  i  ist 
eine  Tangente  D^U  des  m^  deren  Beruhnrngymikt  D^  auf  der  Geraden 
BD  Uegt.   Denn  D  und  Dj  sind  konjugirte  Punkte. 

3)  Die  Polaren  aller  Pttnkte  einer  Geraden  s  m  einem  imaginären 
Kegelschnitte  i  gehen  durch  den  Pol  S  von  s  9u  i.  Denn  die  Polaren 
aller  Punkte  von  s  zu  m  gehen  durch  den  Pol  S'  von  s^  folglich  die- 
jenigen zu  i  durch  den  Punkt  S  der  S'B,  welcher  von  S'  durch  B  und  r 
harmonisch  getrennt  ist,  d.  i.  durch  den  Pol  von  s  zu  i.  —  Und  reciprok 
liegen  die  Pole  aller  Strahlen  aus  S  zxjl  i  auf  der  Polaren  s  des  S. 

407.  Zu  einem  jeden  der  drei  reeUen  konjugirten  Kegelschnitte 
jb,  2,  m  ist  in  Bezug  auf  den  von  ihm  eingeschlossenen  Eckpunkt  des 
gemeinschaftlichen  Polardreiecks  PQB  ein  Kegelschnitt  konjugirt, 
and  die  drei  so  bestimmten  Kegelschnitte  sind  ein  und  derselbe  ima- 
ginäre i;  d.  h.  alle  drei  bestimmen  dasselbe  Polarsystem,  oder  in 
Bezug  auf  jeden  geh&rt  einem  beliebigen  Punkte  S  der  Ebene  die- 
selbe Gerade  s  als  Polare  zu.  Denn  jedem  dieser  drei  nach  ihrer 
Herleitung  unterschiedenen  imaginären  Kegelschnitte  gehört  dieselbe 
Involution  konjugirter  Punkte  auf  |>,  q  und  r  zu,  nämlich  QB^  ÄÄ^\ 
JSP,  BBi]  PQ,  CCi  (406).  Daher  liegt  der  Pol  der  Geraden  BS  zu 
jedem  der  imaginären  Kegelschnitte  auf  der  gemeinschaftlichen  Polaren 
r  von  B  und  ist  der  zu  BS  (oder  zu  ihrem  Schnittpunkte  V  mit  r) 
in  Bezug  auf  die  drei  Kegelschnitte  konjugirte  Punkt  U.  Daher  geht 
die  Polare  von  S  zu  jedem  dieser  Kegelschnitte  durch  27,  ebenso  durch 
denselben  Punkt  der  p  und  der  ^,  oder  sie  bilden  dieselbe  Gerade  s. 

Wir  können  nun  sagen:  Vief^  konjugirte  Kegehdinitte  t,  k,  l,  m  einer 
Ebene  sind  solche^  welche  ein  gemeinscJiafÜiclies  Polardreieck  PQB  (pqr) 
hesiteen,  und  von  wdchen  sechs  mal  je  zwei  konjugirt  sind,  und  zwar  zwei 
mal  je  zwei  in  Bezug  auf  denselben  Eckpunkt  und  dessen  Gegenseite  im 
Polardreiecke.  Drei  der  Kegelschnitk  sind  reell  und  einer  ist  imaginär. 

Wl«s«r,  LehriMch  der  dftnt8]2«ua*b  Geoii:«til«.  21 
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408.  Ein  imaginärer  KegelsckniU  i  einer  Ebene  kann  aui'  zwei- 
fach aiieudlich  viele  (oo^  Weisen  durch  einen  reellen  Kegelschnitt.  Wf 
dessen  konjugirter  er  ist,  und  welchen  wir  eine  ideelle  DarsUdbu/vig 
des  %  oder  eineif  zugehörigen  ideellen  KegelschmU  nennen  wollen,  be- 
stimmt werden.  Denn  sei  i  aie  konjugirt  zu  einem  reellen  Kegel* 
.schnitt«  k  mit  dem  Mittelpunkte  P  und  der  Axe  p  der  KonjnxUrtion 
(40t)  gegeben^  so  kann  man  von  jedem  der  oo^  Funkte  II  der 
Ebene  die  Polare  r  zn  i,  und  sodann  auf  r  und  auf  irgend  eim'm 
Strahle  R  V  aus  B  die  (gleichlaufenden)  Involutionen  der  in  Bezog 
auf  i  zu  einander  konjugirten  Punkte  (PQj  GCy  und  11 V^  ST)  be* 
stimmen.  Bucht  man  dann  in  letzterer  Involution  die  zugeordneten 
und  durch  B  und  r  harmoniseh  getrennten  Punkte  IK  P^,  so  sind 
dies  Punkte  eines  ideellen  Kegelschnittes  m  des  i,  und  a^ei  Ötrahleo 
aus  Z)  und  D,,  welche  durch  konjugirte  Punkte  der  r  gehen^  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte  des  m  (347).  —  Hint^  ideelle  VarMiung 
eines  imaginären  KegekchniMes  %  ist  daher  ein  sokher  redlet*  Kf»gch 
sclmitt  m,  wn  dessen  Pimicten  die  Polaren  m  i  Tangenten  deraelbm 
Kurve  m  sind  (406,  2));  so  von  D  die  Tangenten  an  m  in  D^. 

409.  Äufg.  Die  getneinsckafüidien  Sehneti  0u?eier  in  derscllnn 
Eheiui  liegenden  Keg^cknitie  k,  h^  im  hestm^m. 

ÄufL  Ilaben  k,  k^  vier  reelle  Schnittpunkte,  so  sind  die  sechs 
Seiten  des  duroh  sie  gebildeten  vollständigen  Vierecks  die  gemein* 
sohaftlichen  Sehnen.  Sind  zwei  oder  vier  der  f^hnittpunkte  imaginUr, 
so  verstehen  wir  unter  gemeinschaftlichen  SehneU;  wie  vorher,  die^ 
jenigen  Geraden,  auf  welchen  dieselbe  Involution  konjugirter  Punkte 
in  Bezug  auf  k  und  k^  stattfindet^  und  werden  finden,  daß  in  den 
beiden  letzt  genannten  Fällen  die  Kegelschnitte  zwei  reelle  gemein- 
schaftliche Sehnen  besitzen.  Zunächst  ergibt  sich,  daß  eine  solche 
Sehne  g,  wenn  sie  besteht^  durch  einen  Eckpunkt  des  gemeinschaft- 
lichen Polardreiecks  PQB  {pqr)  von  7c  und  j^  gehen  muß.  Denn  ist 
zn  dem  Schnittpunkte  S  von  //  und  p  der  Punkt  S'  in  jener  gemein- 
samen Involution  auf  <7  zugeordnet;  so  muß  S'  P  die  gemeinschafllicbe 
Polaro  des  S  Zix  k  und  k^,  daher  S  einer  der  Eckpunkte  Q,  R  sein, 
Bestehen,  wie  es  im  allgemeinen  d^  Fall  ist,  mehr  als  eine  aolche 
Sohne,  so  muß  der  Schnittpunkt  T  je  zweier  g  und  g'  m  einem  der 
Punkte  Pf  Q,  B  liegen,  weil  die  Verbindungslinie  der  zu  Tauf  y  und  g 
zugeordneten  Punkte  eine  gemeinsame  Polare  von  7'  ist.  In  rceiprokor 
Weise  verstehen  wir  unter  einem  SchniU^nkte  gemeinstitafükher 
Tangenten  von  k  und  k^,  mögen  dieselben  reell  oder  imaginär  sein, 
den  Mittelpunkt  eines  involutorisohen  Strahlenbüschelu,  dessen  en- 
geordneto  Strahlen  in  Bezug  auf  jeden  der  beiden  Kegelscbnittie  zu 
einander  konjugirt  sind. 
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410.   Seien  h  und  k^  die  gegebenen  Kegelschnitte,  sex  ihr  ge^Kig^m. 
meinschaftliches    Polardreieck   PQIi  konsiruirt  (398),  so   ist  von 
dessen  Eckpunkten   einer  ein   innerer  Punkt  von  k^  und  derselbe 
oder  ein  anderer  ein  innerer  von  k^.    Dem  entsprechend  sind  zwei 
oder  einer  der  Eckpunkte  äußere  Punkte  von  k  und  /;,  zugleich. 

Fig.  2.^6. 


lu  der  Figur  wird  ki  von  k  eingeschlossen^  li  ist  innerer,  P  und 
Q  sind  Süßere  Punkte  beider  Kegelschnitte.  Gemeinschafllicbe 
Sehnen  von  k  und  itj,  wenn  solche  vorhsnden  sind,  roOssen  sich 
nach  der  vor.  Nr.  in  einem  der  Punkte  Z^  Qy  R  treJi'en,  und  zwar 
nicht  in  dem  inneren  li,  weil  dami  jede  Sehne  aus  ÜE  die  Kegel- 
schnitte in  zwei  verschiedenen  Paaren  reeller  Punkt«  treffen  würde. 
Um  zu  untersuchen,  ob  gemeinschafÜiche  fiehnen  von  P  ausgehen, 
kann  man  die  in  Bezug  auf  P  zu  k  und  k^,  bezw.  konjugirten 
Regelschnitte  l  und  /,  benutzen.  Seien  sie  verzeichnet  und  trelTen 
»ich,  wie  in  der  Figur,  in  vier  reellen  Punkten  C,  <?',  /),  IX,  so 
mflssen  diese  paarweise  auf  Strahlen  aus  P  liegen.  Denn  die  Po- 
lare von  P  zu  k,  k^y  2,  li  ist  dieselbe  Gerade  p  (401);  daher  muß 
auf  PC  der  durch  P  und  p  von  C  harmonisch  getrennte  Punkt 
obenfalls  l  und  Z,  angehören;  er  sei  C\  PCC  und  ebenso  PDD' 
sind  dann  zwei  gemeinschaftliche  Sehnen  van  k  und  k^^  und  CC\  bezw. 

21* 
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DJff  auf  ihnen  die  gemeinsamen  ideellen  Punkte  von  Tc^  k^^  oder 
ihre  sfwei  ideellen  Sehmüpunk^paare  in  Bezug  auf  P. 
rig.ss7.  411.  um  nun  leicht  zu  entscheiden;  durch  welchen  der  drei 
Punkte  P,  Q,  B  gemeinschafÜiche  Sehnen  von  h  und  A|  gehen, 
beachten  wir,  daß  die  vier  reellen  oder  imi^inären  Schnittpunkte 
beider  Kurven  als  Grundpunkte  ein  Eegelschnittbüschel  bestimmen, 
zu  welchem  auch  die  geradlinigen  Träger  der  Grundpunkte  gehören, 
und  daß  zwei  solche  Träger  irgend  zwei  Punkte  Z,  Z\  die  in  Bezug 
auf  das  Eegelschnittbüschel  konjugirt  sind,  harmonisch  trennen 
(397,  Zus.)  Zwei  solche  Punkte  sind  aber  je  zwei  Eckpunkte  des 
Polardreiecks  PQ-Rj  und  zwei  andere  bestimmen  wir,  indem  wir  zu 
irgend  einem  Punkte  Z,  den  wir  aber  innerhalb  des  endlichen 
Dreiecks  PQR  wählen  wollen,  die  Polaren  0  und  0^  zu  k,  bezw. 
Jki  konstruiren;  ihr  Schnittpunkt  ist  dann  2^.  Die  gesuchten  ge- 
meinschaftlichen Sehnen  von  i  und  ki  müssen  nun  aus  einem  der 
Punkte  P,  Qy  JS,  etwa  aus  P,  so  gezogen  werden»  daß  sie  sowohl 
durch  die  Strahlen  PQ,  PR^  als  auch  durih  diejenigen  PZ,  PZ' 
harmonisch  getrennt  werden,  d.  h.  die  Doppelelemente  der  durch 
diese  Strahlenpaare  bestimmten  Involution  bilden;  dieselben  sind  aber 
nur  dann  reell,  wenn  eines  dieser  Strahlenpaare  vom  anderen  ein- 
geschlossen ist  Ergab  sich  nun  außer  Z  auch  7J  im  Inneren  des 
Dreiecks  P^R^  so  erhält  man  aus  jedem  der  Eckpunkte  zwei  ge- 
meinschaftliche Sehnen,  sonst  aber  nur  zwei  und  zwar  aus  dem- 
jenigen Eckpunkte  P,  für  welche  PZ'  die  Gegenseite  i^R  trifft 
Daher: 

Zwd  in  einer  Ebene  liegende  Kegelschnitte  k,  k^  haben  entweder 
sechs  oder  mm  reelle  gemein^AaftUche  Sehnen;  dieselben  gdken  im 
ersteren  FaUe  paarweise  von  den  dreien^  im  letzteren  Falle  beide  von 
einem  (gemeinsam  äußeren)  EckpavJUe  des  für  k  ufvd  k^  gemeinschaft- 
liehen Polardreiecks  am. 

Man  kann  demnach  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  (PC,  PD)  auch 
ohne  die  konjugirten  Kegelschnitte  als  diejenigen  Strahlen  aus  einem 
Eckpunkte  des  Polardreiecks  PQR  konstruiren,  welche  sowohl  durch 
die  beiden  anderen  Eckpunkte  desselben,  wie  durch  irgend  zwei 
andere  konjugirte  Punkte  Z,  Z'  harmonisch  getrennt  sind  (350). 
vig.U7.  412.  In  reciproker  Weise  findet  man  für  zwei  Kegelschnitte  k^k^ 
einer  Ebene  die  Pwnkte  gleicher  Strdhleninvohäion.  Es  gibt  sechs 
reelle,  als  die  Eckpunkte  des  gemeinschaftlich  umschriebenenen  Vier- 
seits^  wenn  dies  reell  ist  Sonst  gibt  es  nur  zwei  auf  einer  Seite 
des  gemeinschaftlichen  Polardreiseitsjpsr,  und  als  Schnittpunkte  E,F 
zweier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kegelschnitte  Z  und  Z^,  welche 
zu  k  bezw.  k^  in  Bezug  auf  dieselbe  Seite  jenes  Dreiseits  konjugirt  sind. 
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Denn  zwei  solche  Tangenten  sind  in  Bezug  auf  h  und  Ä;^  konjugirt 
(402^  Schluß).  Entsprechend  wie  vorhin,  können  E,  F  als  Punkte 
gefunden  werden;  die  zweimal  durch  zwei  konjugirte  Strahlen  har- 
monisch getrennt  sind. 

413«   Übwu/saiifgcAen.     1)  Ffir  zwei  in  einer  Ebene  gegebene 
Kegelschnitte  k^k^  das  gemeinschaftliche  Polardreick  PQR  und  die 

Fig.  937. 


gemeinschaftlichen  Punkte  oder  Sehnen  zu  bestimmen;  wenn  1)  beide 
Kegelschnitte  vier  reelle,  2)  vier  im^inäre,  3)  zwei  reelle  und  zwei 
imaginäre  Punkte  gemein  haben  (399),  wobei  im  zweiten  Falle  zu 
unterscheiden,  ob  die  Kegelschnitte  ganz  auseinander  fallen  oder  ob 
einer  im  andern  liegt,  d.  h.  ob  sie  vier  reelle  oder  vier  imaginäre  ge- 
meinsame Tangenten  besitzen.  2)  Ebenso  sind  in  redproker  Weise  das 
gemeinschaftliche  Polardreiseit  und  die  gemeinschaftlichen  Tangenten 
oder  Mittelpunkte  der  Büschel  gemeinsam  konjugirter  Strahlen  in  den 
verschiedenen  reciproken  Fällen  zu  bestimmen. 

XEV.  yeraeidhniixig  tou  Kurven  einer  Sohaar  oder  eines  Büsohels 
von  EegelBOhnitten  mittelst  HüGakegelsohnitten. 
414.  Äufg,  Kurven  einer  Schaar  von  Kegeiscimitten  in  ein  ge- 
Vierseit  eu  versfeichnen.    Die  vier  Seiten  sind  allgemein  zu 
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swei  als  die  Doppeistrahlen  zweier  invotatorischen  Sirahisnbttschei 
gegeben,  in  deren  jedem  zwei  zugeordnete  Strahlen  in  Bezog  »uf 
jede  Kurre  der  Schasr  einander  konjugirt  sind  ^S^A). 

Erster  FaU.   Das  Vierseit  ist  magtmr,  oder  die  involutoriscfaen 
pie.ts8.StrahIenbUschel   sind  gleicblaofend.    Seien  A  und  Ay   die   Mittel- 
punkte der  Strahlenbflschel,  und  seien  die  Involutionen  durch  swei 

Fig.  ■iSi. 


\./-,  ^..... 

Ak    \^'      ^ 


Paare  zugeordneier  Sirablen  gegeben.  Als  eolcbe  w&hle  maii;  ent- 
sprechend wie  iir  Nr.  394:  1)  die  vcreinigien  und  die  ihnen  snge- 
ordnetexi  Strahlen,  also  AÄ^,  AP  und  A^A,  A^P:,  dann  ist  der 
Schnittpunkt  P  von  AP  und  A^P  der  Pol  von  AA^  (*•!>)  M 
jedem  Kegelschnitte  der  Schaar;  2)  die  Paare  AU^  ABi  und 
/l,  Bf  Ai  ß| »  welche  durch  P  und  p  harmonisch  getrennt  sind.  Ist 
B  der  Schnittpunkt  der  beiden  ersteren,  J9|  derjenige  der  beiden 
letzt.eren  Strahkn,  so  müssen  die  drei  Punkte  B,  &, ,  P  auf  einer 
Geraden  liegen^  weil  die  Bfiechel  jener  vier  harraonisehen  aos.Ü 
und  Ay^  gezogenen  Strahlen  persp^ktiv  sind.  Diese  Gerade  J^JB^T 
treffe  die  p  in  K  Ebenso,  wenn  AHi,  A^By  sich  in  C/ühd  iifin 
A^B  sich  in  C^  treffen,  so  liegen  die/threi  Punkte  0,  C|^  P  auf  einer 
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Geraden;  dieselbe  treffe  die  p  in  Q,  Die  involutorischen  Strableu- 
büschel  Ä  und  A^  erzeugen  mm  auf  PH  und  auf  PQ  dieselben 
involutorischen  Punktereihen  PR^  BB^  und  PQpCCi,  80  daß  durch 
zwei  zugeordnete  Punkte  einer  jeden  dieser  Reihen  zwei  zugeordnete 
Strahlen  dee  Büschels  J  und  des  A^^  gehen. 

41 3«  ¥iin  Regelschnitt  i  der  Schaar  ist  bestimmt ,  wenn  man 
zu  den  gegebenen  vier  (imaginären)  Tangenten  desselben  noch  eine 
fünfte  (reelle)  willkürlich  annimmt.  Als  »olche  w&hlt  man  vorteil- 
haft eine  durch  Q  oder  B  gezogene  Gerade,  etwa  ^11.  Um  nun 
die  beiden  durch  P  gehenden  Taugenten  P/\  PG  des  %  zu  er- 
halten, deren  Berührungspunkte  in  den  Punkten  F,Gd(arp  liegen 
werden,  beachte  man,  daß  dieselben  von  einer  dritten  Tangente 
QH  des  f  in  zwei  Punkten  D,  E  geschnitten  werden,  die  aus  jedem 
Punkte  der  Pohircu  p  von  P  durch  zwei  in  Besng  auf  i  konjugirte 
iStrahlen  projicirt  werden  (M7)«  Daher  müssen  auch  AD  und  AE^ 
aowie  A^l)  und  A^E  zugeordnete  Strahlen  der  gegebenen  involu- 
torischen Strahleubüschel  A  bezw.  A^  sein,  und  man  findet  die  Punkte 
1)  und  E  auf  QZf  als  diejenigen,  welche  ein  Punktepaar  bilden, 
sowohl  in  der  Involution,  welche  durch  das  Strahlenbüschel  Af  als 
durch  dasjenige  A^  auf  QH  eingeschnitten  wird  (SfiO).  Dieselben 
erhalt  man  hier  reell,  da  beide  Involutionen  gleichlaufend  sind. 
Bollen  diese  Punkte  aber  auf  mehreren  ans  Q  gezogenen  Strahlen 
bestimmt  werden ,  so  ist  die  Verzeichnung  eines  HilfskcgeMmiUes  l 
vorteilhaft,  welcher  sie  alle  enthalt.  Sind  nämlich  IJ,  Üi  zwei  zu- 
geordnete Punkte  der  Involution  (PjK,  BB^)^  so  sind  auch  AU, 
AUij  sowie  A^U,  A^üi  ingeordnete  Strahlen  der  Strahleninvolu* 
tionen  A  und  il^,  und  diese  schneiden  sich  außer  in  den  vier  Punkten 
A,  Alf  U,  17,  noch  in  zweien  iJj  E,  deren  Verbindungslinie  wegen 
des  volktandigen  Vierecks  AAi^E  die  AA^  in  dem  von  der  Ge- 
raden U  Ui  oder  von  dem  Punkte  B  durch  A  und  A^  harmonisch 
getrennten  Punkte,  also  in  Q^  schneidet«  AQe  diese  Punkte  i>,  E 
bilden  aber  einen  Kegelschnitt  /,  weil  die  Punktreilien  der  1/  und 
der  Ulf  also  auch  die  Büschel  der  Strahlen  AUE  und  AiUiE 
oder  der  AUiD  und  A^  UD  projektiv  sind.  Es  geht  l  durch 
A  und  Alf  wird  hier  von  PA  bezw.  PAi  berührt,  indem  dabei 
(/,  Vi  in  P,  R  übergehen;  /  hat  daher  P  und  p  zu  Pol  und  Polare 
enthält  femer  die  Punkte  C^  C,,  für  welche  Uj  Ui  nach  By  Bi  rücken^ 
und  wird  in  diesen  Punkten  bezw.  von  jRC,  RCi  berührt,  weil  B 
der  Pol  von  PCQCi  zu  l  ist,  Af^  BQ  die  Polare,  von  P  und  -4,  A^ 
Qy  B  vier  harmonische  Punkte  sind.  Es  ist  daher  PQB  auch  ein 
Polardreieck  von  L  Aus  den  vier  Punkten  A^Ai^  C* ,  r7|  und  den 
Tangenten  in  denselben  kann  )  leicht  verzeichnet  werden. 
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Jede  aas  Q  gezogene  Gerade  schneidet  nun  den  Kegelschnitt  l 
in  zwei  Punkten  D,  E,  und  es  sind  dann  PD,  FE  zwei  Tangenten 
desjenigen  Kegelschnittes  i  der  Schaar^  welcher  auch  von  QED 
berührt  wird;  sie  berühren,  wie  erwähnt ,  den  i  in  Fy  G  auf  p. 
Nun  schneiden  PD,  PE  den  {  noch  in  den  Punkten  D,  bezw.  JE^, 
wobei  QE^D^  offenbar  eine  Gerade  bildet,  nämlich  diejenige,  welche 
Ton  der  QED  durch  P  und  p  harinonisch  getrennt  wird,  und  daher 
ebenfalls  den  i  berührt-.  DDiE^E  ist  ein  dem  l  eingeschriebenes 
Viereck,  daher  schneiden  sich  die  Gegenseiten  BE^,  D^E  in  dem 
Pole  B  der  Nebenseite  PQ,  Dasselbe  Viereck  ist  aber  dem  Kegel* 
schnitte  i  umschrieben,  so  daß  PQB  auch  ein  Polardreieck  eines 
jeden  KegelschniUes  der  Schaar  ist.  Die  Berührungspunkte  der  Tan- 
genten QDy  QDj  mit  $  sind  daher  deren  Schnittpunkte  J?,  H^  mit 
PK  Es  kann  nun  i  mittelst  des  umschriebenen  Vierecks  DD^E^E 
und  der  Berührungspunkte  F,Hi,G,H  seiner  Seiten  leicht  ver- 
zeichnet werden. 

416.  Vertauscht  man  Q  und  J?,  zieht  also  die  fünften  Tan- 
genten der  Kegelschnitte  der  Schaar  aus  JR  statt  aus  Q,  und  er- 
setzt die  Involution  PRBB^  durch  diejenige  PQCG^^  so  erhält 
man  statt  des  Hilfskegelschnittes  l  einen  solchen  m,  welcher  durch 
die  Punkte  A,  A^^  B^  B^  geht  und  in  diesen  bezw.  von  PAj  PA^^ 
QBy  QB^  berührt  wird.  Die  beiden  Hilfskegelschnitte  sind  in  Bezug 
auf  P  konjugirt  (401).  Ein  beliebiger  Strahl  aus  B,  als  f&nfie 
Tangente  eines  Kegelschnittes  der  Schaar  gesogen,  schneidet  den  m 
in  zwei  Punkten  J,  K,  die  Strahlen  P«7,  PK  schneiden  den  m  noch 
in  Jif  K^,  und  QJK^^  QJ^i^  sind  Gerade.  Dadurch  ist  wieder  ein 
Kegelschnitt  h  der  Schaar  bestimmt,  welcher  von  den  Geraden 
PeT/i,  PKK^  in  deren  Schnittpunkten  £,  M  mit  p  und  von  BJK, 
BJ^Ki  in  deren  Schnittpunkten  N,  N^  mit  PQ  berührt  wird  und 
dadurch  leicht  verzeichnet  werden  kann« 

Hiermit  sind  alle  reellen  Kegelschnitte  der  Schaar  bestimmt 
Denn  A  und  A^  sind  innere  Punkte  derselben,  also  P  ein  äußerer, 
und  einer  der  Punkte  Q  und  B  ein  innerer,  der  andere  ein  äußerer 
Punkt  Die  i  sind  alle  Kegelschnitte,  für  welche  Q  ein  äußerer 
Funkt  ist,  indem  alle  Strahlen  ans  Q  den  l  treffen,  also  Tangenten 
von  Kurven  der  Schaar  sind;  und  die  h  sind  alle  Kegelschnitte,  für 
welche  B  ein  äußerer  Punkt  ist  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene 
gehen  zwei  reelle  Kurven  der  Schaar  (reciprok  sa  dem  Satze  der 
Nr.  395),  eine  i  und  eine  h.  Dreht  man  QD  um  Q  von  QC  in  ^22,  so 
gehen  die  Kurven  der  Schaar  als  i  von  der  Doppelgeraden  PQ  durch 
Hyperbeln,  eine  Parabel  und  Ellipsen  in  die  endliche  Doppelstrecke 
AAi  über;  und  dreht  man  dann^  J  um ^  von  QBiaQB,  so  gehen  die 
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Eorren  als  h  von  der  unendlichen  Doppelstrecke  A.A^  durch  Hyper- 
beln in  die  Doppelgerade  PB  über. 

417.  Es  geh5ren  zu  der  Schaar  auch  imaginäre  E^el- 
schnitte y  zu  welchen,  wie  zu  den  anderen  Kurven  der  Schaar,  P 
nnd  p  Pol  und  Polare  sind.  Wir  können  sie  durch  ideelle  Kegel- 
schnitte in  Bezug  auf  P  und  p  darstellen;  von  denselben  ist  daher 
P  ein  innerer  Punkt  (406).  unsere  gleichlaufende  Strahleninvolu- 
tionen Ä  und  Ai  in  Bezug  auf  die  ganze  Schaar  einschließlich  der 
imaginären  Kegelschnitte  werden  f&r  die  ideellen  zu  ungleichlau- 
fenden, die  ideellen  Doppelstrahlen  AB,  ABi\  AiB,  Aj^B^  zu  reellen 
oder  zu  Tangenten  der  ideellen  Kegelschnitte,  so  daß  dieselben 
diejenigen  Kegelschnitte  g  bilden,  welche  dem  reellen  Yierseite 
ABAiB^  eingeschrieben  sind  und  P  zu  einem  inneren  Punkte  haben. 
Wir  werden  bei  dem  zweiten  Falle  sehen,  daß  diese  g  durch  den 
Hilfskegelschnitt  k  gewonnen  werden,  welcher  denen  {  und  m  mit- 
telst des  Polardreiecks  JPQB  konjugirt  ist  xmd  durch  die  Punkte 
P,  P|,  C,  Ci  g^t  Jeder  Strahl  aus  P  schneidei  den  k  in  zwei 
Punkten,  deren  Verbindungslinien  mit  Q  und  B  einen  der  Kegel- 
schnitte g  bezw.  in  Punkten  der  q  und  r  berühren.  Jeden  dieser 
ideellen  Kegelschnitte  g  kann' man  durch  andere  ersetzen,  z.  B.  durch 
solche,  die  zu  ihm  in  Bezug  auf  Q  oder  22  konjugirt  sind  (408). 

416»  Zweiter  Faü.  Das  Vierseit  ist  reell^  oder  die  involuto- 
riscben  Strahlenbüschel  sind  beide  ungleichlaufend.  Bilden  die  Ge-Fi«.sw. 
raden  ABO,  AB^C^f  A^BCi,  A^B^C  das  Yierseit,  dessen  drei 
Panre  von  Gegenecken  A,  A^].!^,  P|;  C,  C^  sind,  so  können  zwei 
Ecken  irgend  eines  der  Paare  ils  Mittelpunkte  der  Strahlenbüschel 
angenommen  werden.  Wir  wählen  A,  A^  und  haben  die  genannten 
vier  Geraden  als  Doppelstrahlen >  der  Involutionen.  Sind  wieder  AP, 
A^P  die  den  vereinigten  Strahlen  AA^,  A^A  zugeordneten,  so  sind 
die  vier  ans  A  und  die  vier  aus  Ai  gezogenen  Strahlen  harmonisch; 
und  die  Nebenseiten  BB^,  CCi  gehen  wieder  durch  P  und  jede 
derselben  wird  von  den  Strahleninvolutionen  A  und  A^  in  derselben 
Punktinvolution  geschm'tten.  Sind  nun  U  und  üi  zwei  zugeordnete 
Punkte  der  Punktinvolution  PR,  so  schneiden  sich  die  Strahlen- 
paare AU,  A^Ui]  -4Z7ji,  A^U  außer  in  A,  A^,^  U,  U^  noch  in  E 
und  D,  wobei  die  Gerade  DE  wieder  durch  Q  geht.  Es  sind  dann 
DjE  die  Punkte  dieser  Geraden,  welche  sowohl  auf  zugeordneten 
Strahlen  der  Involution  A,  wie  derjenigen  A^  liegen.  Daher  sind 
wieder  PD,  PE  Tangenten  desjenigen  Kegelschnittes  %  der  Schaari 
welcher  von  QED  berührt  wird,  und  die  Berührungspunkte  der 
PD,  PE  sind  wieder  deren  Schnittpunkte  F,  Q  mit  AA^.  Alle  die 
Punkte  D,  E  bilden  wieder  einen  Hüfäcegdschnüt.m,  welcher  durch 
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A  und  A^  gellt,  bezw.  von  FAy  PA^  beröhrt  wird,  und  die 
Doppelpunkt«  B,  B^  der  Involution  auf  PH  enthält,  welcher  aiso  mit 
dem  vorhin  erhaltenen  m  übereinstimmt.     Die  Strahlen  VD,  PE 

Fig.  239. 


treffen  den  m  noch  in  JD^F^n  ^t^iQ  i*^*  ß*"^  Gerade,  wdcbe  eben 
falls  den  i  berührt,  und  die  BerührungHpuukte  der  Q£D,  QE^D^ 
mit  i  sind  deren  Schnittpunkte  B^  li^  mit  PR,  Kndlich  gehen 
1)E^  irad  D^E  durch  R. 

Ersetzt  man  wieder  PH  und  (^  bezH.  durch  PQ  und  72,  «o 
erhalt  man  den  ililfskegelsfchnitt  Z,  der  durch  A^  A^^C^C^  geht  und 
durch  einen  aus  R  gezogenen  Strahl  JRK  (und  Jj  lii^x)  einen  Kegel- 
schnitt h  der  Schaar  bestimmt,  welcher  durch  die  Strahlen  PJJi^ 
PK  Kl  in  den  Punkten  L  und  M  der  A  A^  berührt  wird. 

419«  So  haben  wir  durch  die  Involutionen  A,  J,  xwei  in 
Bezug  auf  P  einander  konjugirte  Uilfskegelschnitte  m  und  l  erbal- 
ten, welche  aber  nur  von  einem  Teil  der  aus  Q  bezw.  R  gezogenen 
Strahlen  in  reellen  Punkten  geschnitten  werden  und  dann  die  Kurven 
t  bezw.  &  der  Schaar  iiefem«  Um  alle  Kurven  zu  erbalten«  wählen 
wir  noch  die  Oegenecken  j?,  B^  und  C,  C^  als  Mittelpunkte  der 
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involvtorischen  Strahlenbüachel.  Für  ß,  B^  erhält  man  Q  als  Pol  der 
Geraden  BBjPB  und  swei  in  Bexug  auf  Q  anter  einander  konjoj^irte 
fiilfskegelsebnitte,  welche  beide  durch  B,B^  gehen^  von  QB,  QB^  be* 
rührt  werden,  und  von  denen  der  eine  noch  durch  A,  Ä^^  der  andere 
durch  CyCi  geht.  Der  erstere  ist  dann  der  echon  erhaltene  m,  der 
zweite  ist  ein  neuer  k.  Für  C>  C^  endlich  erhält  man  zwei  in  Bezug 
auf  n  konjugirte  Hilfskegelgchuiite;  welebe  beide  durch  (7,  C^  gehen, 
▼on  BCf  BCi  beröhrt  werden,  und  von  denen  der  eine  noch  durch 
Af  Aj ,  der  andere  durch  B,  B^  geht,  welche  also  l  und  h  sind. 

So  erhält  man  drei  Hilfskegelechnitte  k,  l,  m,  welche  einander  in 
Bezu^  auf  die  Eckpunkte  P,  Q,  B  eines  ihnen  gemeinsamen  Polar- 
dreiecks konjugirt  sind,  wobei  jeder  Punkt  im  Inneren  eines  der 
Kegelschnitte  liegt  —  Mittelst  der  Strahlen  aus  P,  welche  alle  den 
Hilfskegelschnitt  k  treffen,  erhält  man  die  Kurven  g  des  Büschel^, 
mittelst  derer  aus  Q  und  ü,  welche  alle  bezw.  den  l  und  m  treffen, 
die  Kurven  h  und  $  des  Büschels. 

420,  Das  gegebene  Vierseit  teilt  die  Ebene  in  drei  einfache 
Vierecke  und  vier  Dreiecke  (wovon  man  sich  überzeuge,  wenn  man 
das  Vierseit  so  projicirt,  daß  die  Projektion  von  einer  Seite  ins 
Unendliche  fällt).  Eines  der  Vierecke  mit  dem  inneren  Punkte  R 
ist  endlich,  zwei  mit  P  und  Q  sind  unendlich.  Die  Kegelschnitte  i 
erfOlIen  das  endliche  Viereck  und  sind  daher  nur  Ellipsen;  die  // 
und  h  erfüllen  die  unendlichen  Vierecke.  Liegt  Q  auf  der  endlichen 
Strecke  C(7],  so  geben  die  zugehörigen  Kegelschnitte  h  aus  Ellipsen 
durch  eine  Parabel  in  Hyperbeln  über,  während  die  g  nur  Uyper» 
beln  sind.  Durch  einen  Punkt  im  Inneren  eines  der  vier  Dreiecke 
gehen  keine  zwei  reellen,  sondern  zwei  imaginäre  Kegelschnitte  der 
Schaar. 

48  !•  Dritter  Fall  Im  Vierseit  siml  sum  Seiten  reell  und  zwei 
imaginär^  oder  von  den  involutoriseheu  Strablenbüscheln  ist  der 
eine  A  ungleich-^  der  andere  A^  gleichlaufend.  Seien  AD^  A  JJinigJMi. 
die  reellen  Tangenten  oder  die  Doppelstrahlen  des  Büschels  A^  seien 
AP,  AiP  die  bezw.  den  vereinigten  Strahlen  AA^y  A^A  zugeord- 
neten Strahlen^  wobei  AA^^  AP  durch  AI),  AD^  harmonisch  ge* 
trennt  sind,  so  ist  wieder  der  Schnittpunkt  P  von  APy  A^P  der 
Pol  der  AA^  oder  p  zu  jeder  Kurve  der  Schaar.  Seien  sodann  A^J), 
AyE  irgend  zwei  andere  zugeordnete  Strahlen  des  Büschels  .^„ 
welche  die  eine  Tangente  AD  bezw.  in  D  und  E  schneiden,  so 
sind,  (wie  in  Hr.  415),  PD,  PE  zwei  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes i  der  Schaar  (347)  und  ihre  Schnittpunkte  t\  G  mit 
AA^  ihre  Berührungspunkte  mit  i^  so  daß  nun  t  leicht  gezeichnet 
vwerden  kann,  insbesondere  wenn  die  Berührungspunkte  mii  AD, 
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äD^j  wie  in  der  Figur  angegeben,  ermittelt  sind.   Auf  diese  Weise 
erhält  man  beliebig  viele  i. 

Die  Kegelschnitte  erfiillen    diejenigen    beiden   von  ÄD^   AD^ 

Fig.  240. 


gebildeten  Scheitelwinkel,  in  deren  einem  A^  liegt,  und  gehen  von 
der  endlichen  Doppelstrecke  AA^  in  Ellipsen,  dann  diurch  eine 
Parabel  in  Hyperbeln  über,  die  mit  der  unendlichen  Doppeltirecke 
A  •  Ai  schließen. 

422.  Aufg.  Kurven  eines  Büschels  von  Kegelschnitten  durA  vier 
gegebene  Punkte  jsu  legen.  Die  vier  Punkte  sind  allgemein  als  die 
Doppelpunkte  zweier  involutorischen  Punktreihen  gegeben.  Die 
Konstruktion  geschieht  reciprok  mit  der  bei  Kegelschnittechaarcn 
und  ist  dadurch  begründet 

Erster  Fall.  Die  vier  Punkte  sind  imaginär ^  oder  die  involu- 
«9.841  torischeu  Punktreihen  sind  gleichlaufend.  Die  gegebenen  Punkt- 
reihen a,  Ol  schneiden  sich  in  P;  die  Involution  auf  a  sei  durch 
das  Punktepaar  PA  und  durch  dasjenige  ST  gegeben,  dessen  Punkte 
durch  P,  A  harmonisch  getrennt  sind;  in  gleicher  Weise  a,  durch 
P-4,,  8^T^.  Dann  schneiden  sich  88^  =-  h  und  TT^  «=  6j  in  ^  auf 
ijli— jp,  S^r^c  und   ST,  —  (?!  in  B  auf  p,  und  PQB  oder 
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pqr  ist  das  Polardreieck  des  Büschels.  Schneiden  hj  b^  die  q  in 
By  J?i;  e^  C|  die  r  in  C>  C^y  so  sind  die  in  Bezug  auf  P  konjugirten 
Kegelschnitte  m  und  l  die  HüfskegeUdmitte^  wenn  m  durch  A^  A^,  B,  B^ 

Fig.  241. 


geht  und  von  a^ajbfii  beröhrt  wird,  l  durch  A,A^jC,Ci  ^^^  ▼^^  ^;^i> 
c,  C|  berührt  wird.  —  Nimmt  mau  nun  auf  q  irgend  zwei  harmonisch 
durch  P  und  R  getrennte  Punkte  fl",  Hi  an  —  wobei  HA  und 
HiA^  sich  in  einem  Punkte  der  r  treffen  — ,  und  zieht  aus  H  und 
j&i  die  vier  stets  reellen  Tangenten  an  {,  welche  sich  paarweise  in 
den  Punkten  F,  O  der  jp  schneiden,  so  ist  ein  Kegelschnitt  i  des 
Büschels  bestimmt,  welcher  durch  H,Hi,F,G  geht  \md  von  QU, 
QHi,  PP,  PG  berührt  wird.  Und  wählt  man  auf  r  irgend  zwei 
durch  P,  Q  harmonisch  getrennte  Punkte  JV,  N^  und  zieht  aus  ihnen 
die  stets  reellen  vier  Tangenten  an  m^  welche  sich  paarweise  in  L 
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und  M  auf  jp  (udd  in  der  Fignr  auch  in  R  und  H^)  schneiden,  so 
ist  ein  Kegelschnitt  Ades  Bfischeli  bestimmt,  welcher  durch  N^l^^^fL^M 
geht  und  von  Ulf,  HN^f  PLf  PM  berührt  wird.  Die  Kurven  d<*tt 
Büschels  gehen  von  dem  Punkte  Ji  durch  die  Kegelschnitte  i  (Ellipsen^ 
eine  Parabel  und  Hyperbeln)  in  das  Ocradenpaar  aai^  und  von  diesem 
durch  die  h  (Hyperbeln,  eine  Parabel,  Ellipsen)  in  den  Punkt  Q 
Ober:  die  /  füllen  das  eine^  die  h  das  andere  Paar  der  Scheitel- 
winkel aaj  aus. 

Die  ideellen  Darstellungen  g  der  imaginären  Kegelschnitte  der 
Schaar  erhält  man,  reciprok  wie  in  Nr.  417,  vermittelst  des  zu  { 
and  m  in  Bezug  auf  PQK  konjugirten  Hilfskegelschnittes  &  f= 
BCB^C^^  indem  man  aus  den  durch  Q  und  B  harmonisch  getrennten, 
sonst  willkürlichen,  Punkten  F  und  G  der  p  die  vier  stets  reellen 
Tangenten  an  k  zieht,  sie  mit  q  und  r  in  vier  Punkten  schneidet, 
durch  welche  ein  //  geht,  und  in  welchen  die  Tangenten  des  g  bezw« 
durch  Q  und  li  laufen. ,  Auch  geht  g  durch  die  zwei  mal  zwei 
ideellen  Doppelpunkte  S,  jT,  *Vi,  .7\  der  Involutionen  auf  a  und  a^ 
Oberhaupt  Rind  g  diejenigen  Kurven  des  Kegel.'fchnittbüschels  mit 
,den  ürundpunkt^n  5,  T,  Äj,  jT^,  welche  p  zu  einer  nicht  schneiden- 
den Sehno  haben. 
Kig.  M.  423.  Zweier  FaU.  Die  vier  Binkle  sind  reell.  Seien  D,  £,  F,  O 
die  vier  Punkte,  aa,,  hh^y  cc^  die  drei  Paare  von  Gegenseiten  des 
vollständigen  Vierecks  DEFG,  seien  P,  Q,  R  die  Schnittpunkte  je 
zweier  Gegenseiten,  wolche  daher  das  Polardreieck  PQIt  ^^pqr  des 
Büschels  bilden,  seien  ferner  Ä^  il,  die  Schnittpunkte  von  a,  a,  mit  />, 
jß,  B,  von  b,  \  mit  q^  CjC^  von  Cy  Ci  mit  r,  so  sind  die  llilfskegei- 
schnitte  die  drei  konjugirten  Kegelschnitte  A;»7,m,  welche  der  Reihe 
nach  durch  ifB|C(/,,  CCiAA^y  AAiBJD^  gehen  und  bezw.  von 
bb^cc^,  ec^aa^,  aa^hbi  berührt  werden.  Nimmt  mau  nun  auf  einer 
Seite  des  Polardreiecks,  z.  B.  auf  r,  irgend  zwei  harmonisch  durch 
P  und  Q  getrennte  Punkte  L,  L^  an  (die  in  der  Figur  nicht  ange- 
geben jjind)  —  wobei  LA  und  L^A^^  sich  in  einem  Punkte  der  q 
treffen  — ,  und  zieht  aus  L  und  L^  die  vier  stets  reellen  Tan- 
genten an  den  zugehörigen  Hilfskegelschnill  m,  tvelcher  von  r 
nicht  getroiTen  wird,  so  schneiden  sich  dieselben  paarweise  in  den 
Hunkton  J^J^  der  p  und  K^K^  der  q.  und  es  geht  ein  Kegelschnitt  i 
des  Büschels,  außer  durch  die  Punkte  T),E,  F,  6\  noch  durch  J.Ji^ 
K.K,  und  wird  von  PJ\  PJ^,  QK,  QK,  berührt.  Entsprechend 
werden  mittelst  p  und  k  Kegelschnitte  wie  g^  mittelst  q  und  l 
solche  wie  h  gefanden. 

Ist  wie  in  der  Figur  das  Viereck  DEFG  ein  konvexes,  d.  h. 
liegt   kein  Eckpunkt    innerhalb   des    von   den   Ul)rigen   gebildeten 
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Dreiecks,  und  ist  H  ein  innerer  Punkt  des  V^ierocks,  &o  gehen  die 
Kegelschnitte  g  des  BüKchels  von  dem  (ieradenimarc  ^6i  durch 
Jl^perbeln    in   das    Geradenpaar    cc^  über^    die   k   au»    cc,    durch 

Fig.  2^2 


Dyperbeln  in  aaj;  die  i  aus  dem  Geradenpaar  aa^  durch  Hyper- 
beln, eine  Parabel,  Ellipsen,  eine  zweite  Parabel  und  Hyperbeln 
in  daa  Qeradenpaar  bb^.  Ist  DEFG  kein  konvexes  Viereck,  so 
fdnd  alle  Kegelschniiie  des  BüHchels,  sowie  die  drei  HiUiBkege]» 
schnitte  Hyperbeln. 

424.  ThitUr  Fall  Zwei  Punkte  sind  reell  und  svuei  ifnat^'när,Eitf.'24x 
oder  von  den  involutorisehen  Puuktreihen  ist  die  eine  a  un^^leicli-, 
die  andere  a,  gleichlaufend.  Die  beiden  reellen  Punkte  sind  dann 
die  Doppelpunkte  A  F  auf  a,  die  beiden  imaginllren  diejenigen  auf 
a^.  Der  Schnittpunkt  auj^  sei  P,  ^oine  zugeordneten  Punkte  auf  a 
und  0|.  8eien  bezw.  A  und  Aj,  wobei  PA^DE  harmonisch;  daher 
isl  AA^  '--^p  die  Polare  von  P,  Verbindet  man  E  mit  irgend  zwei 
Kogeordneten  Punkten  H,J  der  tf|,  und  schneidet  diese  Linien  mit 
pin  F  und  ö,  so  geht  ein  Kegelschnitt  i  der  ächaar  durch  D,£^  F,  G 
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und  wird  von  FF,  PG  berührt   Die  Tangenten  in  D  und  E  sind 
in  bekannter  Weise  ermittelt 

Dio  Kurven  des  Büschels  gehen  von  dem  Geradenpaar  aa^  in 

Fig.  t4S. 


Hyperbeln,  welche  vorwiegend  in  dem  einen  Paare  der  Scheitel- 
winkel aüi  Hegen ;  dann  durch  eine  Parabel  in  Ellipsen,  von  diesen 
durch  eine  Parabel  in  Hyperbeln,  welche  vorwiegend  in  dem  anderen 
Paare  der  Scheitelwinkel  aa^  liegen,  und  endlich  wieder  in  das 
Geradenpaar  aa^  über. 


XV.  Verselohnung  von  Kurven  einer  Bohaar  oder  eines  Büschels 
von  Kegelschnitten  mittelst  Ketaen. 

Kl«.  Mi  425.  Wir  bedürfen  zunächst  einiger  Sätjse.  Ist  eine  Schaar  voti 
Kegelschnüten  durcli  einen  dieser  Kegelschnitte  h  und  ssum  unllkürliche 
Punkte  A,  A^  ihrer  Ebene,  welche  die  Mittelpunkte  der  Büschel  gemeinsam 
koYijuyirter  Strahlen  sein  sollen,  gegeben,  und  man  sieht  aus  A  und  Ai 
Strahlen  nach  zwei  bdidngen  Punkten  J?,  B^  des  b,  so  liegen  die  etcei 
nmen  Schnittpunkte  Q,  C  dieser  vier  Strahlen  auf  einer  Kurve  c  der  Schaar, 
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Beut.  Darch  jeden  Punkt,  wie  Q^  der  Ebene  gehen  zwei  Ke^-^ 
schnitte  {e^d)  der  Schaar  (reciproker  Satz  zu  Nr.  395),  Ton  denen 
jeder  perspekiiy  mit  l  zugleich  für  A  und  fQr  A^  als  EoUineatioitt- 

Fig.  244. 


mittelpunkt  liegt;  zu  einer  solchen  Eollinefttion,  so  von  h  und  e^ 
geh&ren  auch  zwei  EoUineationsaxen,  wekhe  durch  den  Pol  P  der 
AA^  zu  h  gehen  (386);  ebenso  gehören  zwei  zu  b  und  d.  Durch 
Wahl  einer  dieser  Tier  Azen  ist  daher  einer  der  Kegelschnitte  c 
oder  d  bestimmt;  aber  indem  man  bei  Annahme  einer  der  Axen  A 
oder  A^  als  Mittelpunkt  wählt,  ist  ein  bestimmter  auf  AQ  oder 
ein  bestimmter  auf  A^Q  liegender  Punkt  der  h  dem  Q  als  ent- 
sprechend zugeordnet  Es  gibt  daher  entsprechend  den  vier  Axen 
yier  solche  Paare  zu  Q  zugeordneter  Punkte,  und  diese  lAnA  BB^} 
B^Bj^,  B^B^f  B^B.  Wählen  wir  die  erste  Art  und  bezeichnen  die 
dadurch  bestimmte,  durch  den  Schnittpunkt  Q  von  AB  und  A^B^ 
gehende  Kurve  der  Schaar  mit  c,  die  zugehörige  nodi  unbekannte 
Koilineationsaxe  mit  PS,  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Sehne  BB^ 
mit  8,  so  entspricht  der  Strecke  QS  in  c  für  den  Kollineations* 
mittelpunkt  A  die  Strecke  BS,  fQr  A^  die  B^S,  also  der  Geraden 
Q8  jedesmal  die  Gerade  BSB^,  und  dem  zweiten  Schnittpunkte 
der  QS  mit  c  jedesmal  ein  zweiter  Schnittpunkt  mit  h,  nämlich  f&r 
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Ä  der  Schaittponkt  JS^  der  BSy  für  Ai  derjenige  ß  yon  B^S. 
Daher  muß  der  zweite  Schnittpunkt  von  (jS  mit  c  auf  der  Geraden 
ABl  und  auf  der  A^B^  also  in  ihrem  Schnittpunkt^e  C  liegen.  Daher 
iat  (7  ein  Punkt  von  einer  der  beiden  durch  Q  gehenden  Kurven  der 
Schaar,  was  zu  beweisen  war.  Außerdem  ist  der  Schnittpunkt  von 
B  B^  und  QG  der  Punkt  S  der  KoUineationsaxe. 

Soäann  müssen  sicJi  die  Tarigenten  der  h  bejsw.  m  B  und  B^  und 
der  c  in  Q  und  C  in  ein  und  demselben  Vuiikte  T  der  KoUineatiofis- 
4Kce  PS  treffen^  weil  jede  der  iety.teren  Tangeuten  jeder  der  enteren 
entspricht. 

Zus.  Von  vier  solchen  Punkten,  wie  B,  B^,  Q,  C  erhalt  man 
drei  auf  b,  so  die  Punkte  By  Bt^  B^,  wenn  man  die  zwei  su  wäh- 
lenden Punkte  B,  B^  der  h  auf  Strahlen  A^By  AB  annimmt, 
welche  durch  einen  dritten  Punkt  B  der  h  gehen.  Alle  vier  Pfmkte 
können  nur  dann  auf  b  liegen^  wenn  A  und  Ai  in  Bezug  auf  b 
konjugirt  sind.  So  liegen,  wenn  unsere  Punkte  A  und  A^  durch  P 
und  Q  der  Fig.  187  ersetzt  werden,  unsero  vier  fraglichen  Punkie 
in  A,  By  Cy  D  auf  dem  Kegelschnitte  k,  aber  nur,  wenn  zugleich 
AD  und  BC  sich  in  dem  Pole  B  von  PQ  sehneiden. 
Flg.  S44.  426.  5afe.  Wenn  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  durclt  eine  der 
Kurven  h  und  durch  die  Mittelpunkte  A,  A^  der  Büsc/iel  gemeinsam 
kopjugirter  Strahlen  bestimmt  ist,  und  man  ^ieht  aus  A  und  A^  Strahlen 
nach  einem  Punkte  Q,  für  welchen  diese  Strahlen  die  b  treffen,  und 
ffieht  dann  aus  A  StraJilen  nach  den  beiden  Sdmittpunkten  van  A^  Q  mit 
by  ufid  aus  Ai  nach  denen  van  AQ,so  liegt  jeder  der  vier  neuen  Schnitt- 
punkte dieser  vier  Sirahlen  mit  Q  auf  einem  Kegelschnitte  der  Schaar, 

Schneiden  also  AQ  und  A^Q  den  b  bezw.  in  By  B^  und  B^,  B^y 
und  sind  C,  Cj,  Z>,  B^  bezw.  die  Schnittpunkte  von  A^hy  AB^"^ 
A|J?8^  AB^\  A^^By  AB2\  A^B^,  AB.^y  so  liegt  jeder  dieser  Puakte 
nach  der  vorigen  Nr.  mit  Q  auf  einem  Kegelschnitte  der  Schaar. 

Zur  Ui^terscheidung  dieser  Kegelschnitte  haben  wir  einen  Hilfs- 
salz  notwendig,  der  augenscheinlich  fQr  einen  Krcie«,  und  weil  er 
projektiver  Natur  ist,  auch  für  jeden  Kegelschnitt  gilt:  Zitht  man 
nach  zwei  Punkten  By  B^  eines  Kegelschnittes  b  Strecken  aus  irgend 
einem  Punkte  Q  seiner  Ebene,  weldie  ihn  beide  in  gleichartigen  An- 
zahlen  van  Zwischenpunkten  schneiden  y  so  Hegt  der  Schnittpunkt  T  der 
Tangenten  an  b  in  B  und  B^  in  dem  von  jenen  Strecken  bestimmten 
voUhminienen  Winkd,  Gleichartig  nennen  wir  gerade  Zahlen  oder 
ungerade;  ein  voUkmwmener  Winkel  ist  ein  irewöhnlicher  Winkel  samt 
seinem  Scheitelwinkel. 

Man  kann  offenbar,  mag  jener  Punkt  ein  innerer  Qy  oder  ein 
äußerer  A^  sein,  stets  die  Strecken  QJ3,  QB^  und  A^B,  A^B^  eo 
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flehen,  daß  ^ie  den  (  in  kmem  Zwi8cheti)niDkie  treffen;  wobei  im 
letzteren  Falle  die  Strecke  möglicher  Weise  durch  das  Unendliche 
gehen  maß;  wie  A^Bi.  Hierffir  ist  der  Satz  augenscheinlich  richtig. 
Nimmt  man  die  Ergunznngsstrecken  sur  vollen  Geraden ,  so  entsteht 
auf  jeder  ein  Schnittpunkt;  die  Schenkel  der  Winkel  JiQBi,  ß.AiBi 
kehren  beide  ihren  Sinn  um,  so  daß  der  Tollkommene  Winkel  an* 
geändert  bleibt,  jt^gt  man  in  jedem  der  beiden  Fälle  zu  jeder  der 
Strecken  dieselbe  oder  verschiedene  Anzahlen  des  Durchlaufens  der 
ganzen  Geraden  von  2i  und  B^  ans,  in  dem  angenommenen  Sinne 
hinsa,  so  vermehrt  sich  die  Anzahl  der  Zwischenpunkte  um  gleiche 
oder  verschiedene  Vielfache  von  zwei}  die  beiden  Anzahlen  bleiben 
aber  dabei  gleichartig  und  die  vollkommenen  Winkel  unge&ndert. 

Nun  gehen  die  Tangenten  der  Kurve  QC  in  Q  und  in  C  durch 
den  Schnittpunkt  T  der  Tangenton  an  6  in  B  und  B^  (vor.  Nr.)^ 
ond  da  T  innerhalb  des  vollkommenen  Winkels  BQB^  ^^S^y  so 
liegt  auch  die  Tangente  QT  innerhalb  dieses  Winkels.  In  demselben 
vollkommenen  Winkel  B^QB^  liegt  die  Tangeni.e  der  Kurve  QC^ 
in  Q-^  dagegen  in  dem  vollkommenen  Winkel  B^QB  (oder  BiQB^)^ 
dem  Nebenwinkel  des  ersteren,  liegen  die  Tangenten  der  Kurven 
QD  und  QD|  in  Q.  [  Da  aber  nur  zwei  Kurven  der  Schaar  durch 
Q  gehen,  so  mGssen  die  beiden  ersteren  Tangenten  nud  ebenso  die 
beiden  letzteren  zusammenhllen,  und  es  müssen  die  Kurven  QGp 
QCj  ein  und  dieselbe  Kurve  c,  und  QD,  QD^  dieselbe  Kurve  d  der 
Schaar  bilden. 

Daher  liegen  von  deti  oben  bestimmten  vier  Punkten  C>  C^,  2),  D| 
je  zwei  solche  mit  Q  auf  ein  and  derselben  Kurve  der  Schaar,  m  deren 
Bestimmung  alle  vier  Punkte  B,  B^,  B^,  B^  benutzt  wurden,  d.  i.  auch 
solche,  welche  nicht  auf  demsdben  Strahle  aus  A  oder  Ay  liegen.  So 
C  und  C,;  nicht  aber  C  und  D,  zu  deren  Bestimmung  nur  die  drei 
Punkte  By  B^,  B^  benutzt  wurden^  oder  welche  auf  demselben 
Strahle  aus  A^  liegen.    Es  gilt  daher  auch: 

Die  Tangenten  der  beiden  durch  Q  gehenden  K^urveru  der  Scl^ar 
liegen  in  den  beiderlei  Winkdn  der  Strahlen  QA,  QA^,  und  smoasr 
liegt  die  Tangente  der  nofk  durch  einen  zweiten  Punkt  C  gehender^ 
Kurve  in  dem  Winkel  BQB\y  wenn  C  am  B  und  B^  bestimmt  wurde, 
und  wenn  die  Strecken  QBy  QB^  die  Kurve  b  niekt  oder  in  gleich- 
artigen  Anzahlen  von  Zwischenpunkten  schneiden. 

427«    Es  seien  b  und  c  zwei  beliebige  Kurven  einer  Kegel- vis. ti». 
scbnittschaar,  die  wir  w^gen  der  Ableitung  der  änderten  aus  ihnen 
Chrundkurven  nennen   wollen,  und  es  seien  A  undi  A^  die  Mittel- 
punkte der  BOschel  der  gemeinsam  koüjugirten  Strahlen  der  Schaar, 
tmd  zwar  entweder  die  einzigen  reiallen  oder  —  wenn  sechs  solche 

«»♦ 
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in  den  Ecken  des  umschriebenen  reellen  Vierseits  Torhanden  sind  — 
zwei  derartige  Gegenecken  des  Vierseits,  daß  ein  Strahl ^  und  dann 
jeder  (386)  ^  der  aus  A  oder  A^  gesogen  wird  und  die    h  triff^ 

Fig.  245. 


auch  die  c  schneidet.  (Liegen  s.  B.  %  und  c  in  Fig.  254  in  den 
verschiedenen  einfachen  Vierecken  ABA^B^  und  AGAiCu  so  kann 
man  als  Kollmeationsmittelpunkte  nur  A^  Ai,  nicht  aber  B,  B^ 
oder  C>  C^  wählen.)  Man  kann  nun  VieleckszQge  bilden^  wie  BCB^C" 
oder  BCBiC^B^ ,..,  deren  Eckpunkte  abwechselnd  auf  b  und  c liegen, 
und  deren  Seiten  abwechselnd  durch  A  und  Ai  gehen.  Dabei  kann 
es  stattfinden,  daß  sich  ein  solcher  Zug  mit  der  vierten  Seite  sMieß, 
worunter  Verstanden  sein  soll,  daß  der  Schnittpunkt  der  ersten  und 
vierten  Seite  auf  derselben  Grundkurve  wie  der  Eckpunkt  der  zweiten 
und  dritten  liegt.  Es  kann  aber  auch  stattfinden,  daß  dies  Schließen 
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an  keiner  Stelle  eintritt  Der  erstere  der  beiden  obigen  Züge  schließt 
sieb,  der  zweite  nichi  Bezeichnet  man  nämlich  in  beiden  die  Seite 
BC  mit  1^  CB^  nnd  GB^  mit  2  u.  s.  w.^  so  liegen  die  Eckpunkte 
2^  3  {B^  bezw.  B^  auf  &,  dagegen  die  Schnittpunkte  1, 4  im  ersten 
Falle  in  B  auf  (,  im  zweiten  in  E  aufierhalb  &;  also  ist  der  erste 
Zug  geschlossen;  der  zweite  nichi  Im  zweiten  Falle  wollen  wir  den 
Zug  einen  ZidcMck  nennen^  und  die  Bedingung  zur  Entstehung  eines 
solchen  ermitteln.  In  dem  Vierecke  OJB^C^E  liegt  E  mit  B^  stets 
auf  einer  Kurve  der  Schaar,  weil  C  und  C^  auf  einer  solchen  Kurve 
(c)  liegen  (425).  Diese  Kurve  B^E  hat  ihre  Tangente  in  B^  in 
dem  Winkel  CBiC^,  wenn  die  Vielecksseiten  B^C  und  BiC^  die  c 
beide  null-  oder  beide  einmal  schneiden.  Soll  jene  Kurve  B^E  nicht 
mit  h  zusammenfallen,  so  darf  die  Tangente  von  b  in  B^  nicht  in 
dem  Winkel  CB^C^  liegen,  oder  die  Seiten  B^CfB^C^  müssen  beide 
auf  derselben  Seite  von  h  liegen.    Daher: 

Ein  misdien  ewei  Kurven  b  und  c  als  Grundkurven  gebildeter 
Videcksmg^  dessen  Edcen  abwechselnd  auf  b  und  c  liegen  und  dessen 
Seiten  äbtceAsel/nd  durdi  A  und  Ai  gehen,  ist  ein  Zickzadt,  wenn  die 
jfwei  van  demselben  Eckpunkte  ausgehenden  Seiten  auf  derselben  Seite 
der  durch  diesen  Eckpunkt  gehenden  Kurve  liegen  und  die  andere  Kurve 
in  gleichartigen  Angahlen  von  Zwischenpunkten  schneiden.  —  Ein  Zick- 
gack  ist  offenbar  durch  eine  willkürlich  angenommene  Seite  bestimmt. 

Sodann  leuchtet  ein,  daß  in  aUen  auf  derselben  Orundkurve 
liegenden  Eckpunkten  des  Zickgacks  dessen  Seiten  auf  ein  und  derselben 
Seite  dieser  Grundkurve  liegen.  Denn  zwei  auf  einander  folgende 
Seiten  CB,  CB^  schneiden  die  b  gleich  oft,  treffen  daher  in  B  und 
Bj^  von  derselben  Seite  der  b  ein,  auf  welcher  C  liegt,  wenn  sie 
nullmal  schneiden,  a«f  entgegengesetzter,  wenn  einmal,  also  jedes- 
mal in  zwei  benachbarten  und  dann  in  allen  Eckpunkten  auf  der- 
selben Seite  der  b.  Die  Angahl  jener  S^^rnttpunkte  wechselt  dagegen 
v<m  einem  Eckpunkte  zu  einem  anderen  (von  C  zu  CJ,  wenn  ein 
Schnittpunkt  von  b  und  c  überschritten  wird.  Ferner,  wenn  man 
die  Seiten  eines  Zickaacks  durch  ihre  Ergänzungen  zu  den  ganzen 
Geraden  ersetzt,  so  entsteht  ein  neuer  Zickzack,  der  aber  im  Wesent- 
lichen^ nämlich  in  den  Eckpunkten  und  den  Seitenlinien  mit  dem 
enten  übereinstimmt. 

428.  Zu  dem  folgenden  Satze  bedürfen  wir  einiger  Begeich- 
nungen: 

1)  Zwei  ganze  Zahlen,  welche  beide  gerade  oder  beide  unge- 
rade sind,  nennen  wir  gleichartig  und  bezeichnen  diese  Beziehung 
durch  iiH.  In  der  Zahlentheorie  heißen  sie  gleichartig  oder  kon- 
gruent mit  dem  Modulus  2. 
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2)  Da  dio  Summe  Ton  beliebig  vielen  positiTen  oder  negatiTen 
ganzen  Zahlen  gerade  oder  ungerade  ist;  je  nachdem  die  Anaahl 
der  ungeraden  Summanden  gerade  oder  ungerade  iist^  da  es  also 
auf  das  Vorzeichen  der  Zahlen  nicht  ankommt;  so  verbinden  wir 
die  einzelnen  Zahlen  ^p  b^  c,  . . .  g^,  g^. ..  ohne  Zeichen.  Daß 
a  +  6  —  «4-^1—  y,  gleichartig  mit  d^-e^-f  —  g^  +  g^  sei, 
drücken  wir  durch  die  Artgleicbung  aus: 

aheg^ffi  ~  defg^g^. 

3)  Da  man  ohne  Änderung  der  Art  einer  Summe  gerade 
Snmnianden  oder  eine  gerade  Anzahl  ungerader  Summanden  weg- 
lassen oder  zufügen,  auch  eine  Zahl  von  der  einen  auf  die  andere 
Seite  versetzen  kann,  so  folgt,  wenn  jfiyjTf*  gerade  Zahlen  sind, 
ans  2): 

ahe  ==  def  und  ab€def=£  0 ; 
und  es  gilt  beispielsweise,  wenn  u^^u^,..  ungerade  sind: 
u^u^  ^  ii^tiiU^  1  oder  t^iU^u^u^u^  zie  1. 

429.  Nennen  wir  in  einem  oder  it  zwei  Zickzacken  derselben 
Grundkurven  Mwei  Seiten  gleich-  oder  ungleichartig  ^  je  nachdem  sie 
nach  demselben  oder  nach  rerschiedenen  der  Punkte  J,  A^  laufen, 
so  gilt  folgender 
Fif.  t46.  g^fg  gf^  ^jj^  g^^i  bdidngen  Kurven  b  und  c  einer  Kegdscknitt- 
schaar,  deren  Mittelpunkte  der  Büschel  getneinsam  Jconjtigirt&r  Strahlen 
in  A  und  A^  liegen ,  mcei  Zickzacke  gAildel,  und  findet  für  irgend  eine 
Seite  BC  des  eineti  und  eine  damit  ungleicliartige  Seite  B>C'  des  anderen 
Zieksaeke  die  Eigenschaft  statte  daß  der  Schnittpunkt  der  Tangenten 
an  b  uh  B  und  'S  und  derjenige  der  Tangenten  an  c  in  C  und  C  in 
demselben  veWccmmofien  Winkel  jener  Seiten  BC  und  SÜ  liegen ^  so 
haben  aUe  sokhe  Paare  wn  Seiten  dieselbe  Eigenschaft, 

Derartige  Zickzacke  sollen  Bugeordnete  lyeißen;  sie  sind  über- 
einstimmend beziffert,  wenn  in  jedem  Zickzack  auf  einander  folgende 
Seiten  mit  auf  einander  folgenden  Zahlen,  den  Stelleneahlen,  be- 
zeichnet sind^  wenn  dabei  das  Zunehmen  der  Zahlen  in.  einem  Sinne 
erfolgt,  welcher  auf  ungleichartigen  Seiten  beider  Zickzacke  von  den 
Pimkten  derselben  Kurve  ausgeht  (auf  BC  von  B  gegen  C,  auf 
BC  -von  B'  gegen  (T),  und  wenn  irgend  zwei  ungleichartige  Seiten 
beider  '^Zickzacke  und  dann  alle  solche  gleichartige  Stollenzahlen 
besitzen. 

Bew:  TBs  mögen  G^B,  BC,  CB^  der  Reihe  nach  mit  -  l,  0, 1-, 
AB,  SC,  G'B'  mit  —  T,  0,  1  beziffert  sein,  so  gelte  die  im 
Satze  angegebene  Eigenschaft  für  d^s  Paar  00'.  Um  sie  für  alle 
anderen  Paare  nachzuweisen,  genügt  es,  dies  unmittelbar  nur  fftr 
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1 1'  und  —  1 1'  zu  ihüD,  also  fBr  die  Paare,  welche  von  einer  an 
0'  anstoßenden  Seile  des  einen  Ziclceacks  mit  jeder  der  beiden  an 
0  anstoßenden  Seiten  des  anderen  gebildet  werden.  Denn  dann 
folgt  jene  Eigenschaft,  weil  sie  für  IT  gilt,  ancb  för  20',   and 


Fig.  246. 


dann  für  31',  40\  51'...;  und  jede  dieüer  Verbindungen  besitzt 
ungleichartige  Seiten,  weil  ihre  SteUenzahlen  gleichartig  sind.  Es 
gilt  dann  jene  Eigenschaft  für  die  Verbindung  der  Seiten  0'  und  T 
jedesmal  mit  jeder  zu  ihr  ungleichartigen  Seite  des  ersten  Zick- 
zaclcs;  und  dann  gilt  sie  auch  lür  die  Verbindung  einer  beliebigen 
Seite  des  ersten  Zickzacks  mit  jeder  ungleichartigen  des  zweiten. 
So  z.  B.  fSr  4;  denn  weil  sie  für  40'  gilt,  gilt  sie  auch  Tür  öl', 
42',  63',  44',... 

Beweisen  wir  nun  die  Eigenschaft  für  IT  und  —  IT.    Seien 
Qf  Ä,  S  die  Schnittpunkte  bezw.  ?on  0  und  0',  J  und  1',  —  1  und  l\ 
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Der  Schnittpunkt  der  Tangenten  an  &  in  jB  und  S  liegt  im  Winkel 
BQB'  (426),  und  derjenige  der  Tangenten  an  o  in  C  und  C  im 
Winkel  CQC,  wobei  die  Schenkel  so  gezogen  sind,  daß  die  An- 
zahlen der  Schnittpunkte  ?on  QB  und  QB'  mit  b  unter  einander, 
und  die  Anzahlen  derjenigen  von  QC  und  QC  mit  c  unter  einander 
gleichartig  sind;  und  weil  nach  der  im  Satze  gemachten  Voraus- 
setzung beide  Winkel  dieselben  sind,  so  müssen  QB  und  QC  unter 
einander,  und  QB'  und  QC  unter  einander  den  gleichen,  oder  beide 
den  entgegengesetzten  Sinn  haben.  Wir  wollen  QC  und  QC  so 
ziehen,  daß  sie  die  c  nicht  schneiden.  Oehen  wir  in  dem  dadurch 
bestimmten  Sinne  weiter  bis  zu  B  bezw.  IT,  so  müssen  die  An- 
zahlen der  Schnittpunkte  der  Strecken  QCB  und  QC'B'  mit  bj 
welche  Anzahlen  durch  die  eingeklammerte  Bezeichnung  der  Wege, 
also  hier  durch  (QCB)  und  {QCB')  dargestellt  sein  sollen,  gleich- 
artig sein,  oder  es  muß  gelten 

(QCB)^iQCS^.  (1) 

Da  nun  die  Bahn  QCB  aas  QC  und  CB  besteht,  so  gilt  viik 
iQCB)^iQC)(CB). 

Setzen  wir  nun  B,  B^,  J?i,  JB",  Qe,  Ä,  Se  gleich  0  oder  1,  je 
nachdem  die  gleichbezeichneten  Punkte  im  Inneren  oder  «Äußeren 
von  c  liegen,  und  ebenso  C,  (7,  C^,  Qt,  Rt,  St  gleich  0  oder  1,  je 
nachdem  die  gleichbezeichneten  Punkte  im  Inneren  oder  Äußeren 
von  b  liegen,  und  nehmen  in  dem  Falle,  daß  ein  solcher  Punkt 
auf  c  bezw.  b  liegt,  durch  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  auf 
der  Bahn,  wodurch  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  nicht  geändert 
wird,  ihn,  als  einen  inneren  oder  äußeren  Punkt  an,  so  ist  offenbar 
{QG}  =  QtC{dA.  Qö  +  C)i  denn  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  mit(, 
ebenso  wie  diese  ^umme  ist  gerade,  wenn  Q  und  C  beide  innerhalb 
oder  beide  außerhalb  b  liegen,  sonst  ungerade.  Bezeichnen  wir  femer 
mit  y  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  mit  b\  welche  jede  der  beiden 
▼on  C  in  das  Äußere  Ton  c  gezogenen  Zickzaokaeiten  CB,  CB^  mit  b 
besitzen  (0  oder  1),  nnd^  mit  /  das  Entsprechende  für  die  ebenfalls 
aus  C  ins  Äußere  von  c  gezogenen  Seiten  CB^'^  CB',  so  ist 
(CB)  ^  Qcy.  Denn  gelangt  man  auf  QC7  im  Inneren  des  c  nach  C, 
so  ist  Qe  «B  0,  und  die  ohne  Änderung  des  Sinnes  fortgesetzte  Be- 
wegung erfolgt  auf  der  Zickzackseite  CB,  so  daß  die  Anzahl  der 
Schnittpunkt  des  CB  mit  b  E^y^Qcy  ist  Gelangt  man  dagegen  auf 
QC  im  Äußeren  des  c  nach  C,  so  ist  Qe  «"  1  nnd  die  ohne  Änderung 
des  Sinnes  fortgesetzte  Bewegung  erfo^  auf  der  Ergänzung  der 
Zickzackseite  CB,  wobei  die  Anzahl  der  SchätitpQDJcbe  TQ]i{CJ)is  J? 
mit  6  ^  ly  ^  Qcy  wird,  wie  vorher.  Daraus  ergibt  sieh.ikber  (QCB) 
und  entsprechend  {QCB') 
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Ans  (1)  und  (2)  folgt 

Q,GQcy  =  Q,(rQ,Y\    Cy  =  (/>'.  (3) 

Andererseits  seien  RC  und  RC  ohne  Schnittpunkt  mit  c  ge- 
zogen; dann  sind  in  ganz  fibereinstimmender  Weise  die  Anzahlen 
der  Schnittpunkte  mit  b 

{RCB,)  ^  RtCRcY  und  {RCB")  ~  R,CRoy\  (4) 

und  wegen  (3) 

{RCB,)-^{RC'}f'), 

oder  das  Paar  CB^^  G"B\  d.  i.  IT  besitzt  jene  Eigenschaft. 

Um  das  Gleiche  fOr  —  11',  d.  i.  C^B^  C'B^\  zu  beweisen,  müssen 
wir  zeigen,  daß  die  Anzahlen  der  Schnittpunkte  mit  h  Ton  8CqB 
und  SCB"  gleichartig  sind,  oder  daß  (SCoB)  =  {SC'B")  ist,  wo- 
bei SCq  und  SC  so  gezogen  sein  sollen,  daß  sie  die  c  nicht  schnei- 
den« Zunächst  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dem  Ansätze  (4)  R  durch 
8  ersetzen, 

{8CB')  =  8,C'8,r'.  (5) 

Sodann  ist  die  Anzahl  (0)  der  Schnittpunkte  von  8C^  mit  h  oder 
{ßC^  ^  Sbü^j  und  die  von  C^B^  wenn  man  es  im  Sinne  8C^  durch- 
läuft, {C^B)  ZEZ  ScyCC^.  Denn  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  Zick- 
zackseite CB  mit  h  ist  «>  y^  daher  die  von  BC^^  welche  mit  CB 
in  B  zusammenstößt  und  mit  ihr  auf  derselben  Seite  von  h  liegt, 
(jBQ)  e££  yCCf^^  nämlich  gleichartig  mit  y^  wenn  C  und  Cq  beide  im 
Inneren  oder  beide  im  Äußeren  von  h  liegen,  sonst  ungleichartig. 
Femer  wird  die  Zickzackseite  G^B  von  C^  ftua  nach  außen  gegen  e 
durchlaufen,  weil  dies  fQr  GB  in  G  festgesetzt  wurde  (427,  Ende), 
so  daß  bei  dem  Durchlaufen  von  G^B  im  Sinne  von  8C^  die  An- 
zahl {G^B)  um  1  hoher  wird  als  {BG^^  wenn  8  außerhalb  c  liegt, 
und  daß  stets  (C;,B)  =  iSfe(BCo)  =  Scy(7(7o,    Daher  gut 

{8G,B)  =  (SCo)  (G^B)  ~  8,G,8,yGG,.  (6) 

Aus  (3),  (5),  (6)  ergibt  sich  aber,  was  zu  beweisen  war, 

(iSfCoJ?)=E(SC'irO. 

480.  Die  Gesamtheit  der  zu  ganzen  Geraden  vervollständigten 
Seiten  eines  Zickzacks  wollen  wir  ein  JVeto,  und  die  vereinten  Netze 
zweier  zugeordneten  Zickzacke  (429)  ein  Dcppelndg  nennen. 

8at0.  In  einem  bezifferten  Doppdnelge  lieyßn  die  Schnitfpunkte 
je  evoeier  ungleichartigen  Seiten  leider  Zickmcke,  deren  Stellevmhlen 
einen  unveränderlichen  Unterschied  besitzen,  fund  ebenso  diejenigen  je 
Btoeier  glei^ihartig  beaifferten  Säten  beider  Zidkeacke,  deren  ZaMen  eine 
unveränderliche  Summe  besil0e9i,  je  auf  ein  und  demselben  Kegelschnitte 
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der  Schnur.     Das  Doppdnclz  besUmwt  halb  so  viele  Kurven,  als  jedes 
der  einfadieri  NtUe  Seilen  hat.    Ebenso  viele  besUmnU  noch  jedes  der 
einfachen  Nette  für  sich, 
Fi«:.  uA.        Bew.  Seien  BC,  B'CT  zwei  ungleichartige  Seiten  beider  ZickzacKe 
mit  dem  Schnittpunkte  ^;  CT?,,  C'lf  die  beiden  folgenden  Seiten 

Fig.  216. 


mit  dem  Schnittpunkte  Ji;  CqB,  A  B'  die  beiden  vorhergehenden  mit 
dem  Schnittpunkte  D,  ho  haben  die  St«Uenzahlen  der  beiden  Seiten 
eines  Jeden  dieser  Paare  oftenbar  einen  unveränderlichen  Unterschied. 
Es  liegen  aber  R  mit  Q  und  D  mit  Q  je  auf  einem  Kegekchnitte  der 
Schaar,  be«w.  wegen  der  Vierecke  CQCRy  BQB  D  (425);  die  Tan- 
genten dieser  Kegelschnitte  in  Q  liegen  bezw.  in  den  Winkeln  CQC 
undBQB'f  und  beide  Kegelschnitte  sind  dieselben,  weil  jene  Winkel 
nach  der  vorigen  Nr.  übereiusUmmeii.    Dasselbe  gilt  von  allen  fol- 
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gendea  und  vorhergebend^n  Paaren,  d.  h.  für  alle  von  onveränder- 
lichem  Unterschiede  der  Btellenzableu. 

In  einem  anderen  Doppelnetze  sind  4,  8';  6^  6";  8|  4'  gleich- 
artig (hier  gerade)  bezifferte  Seiten  beider  Zickzacke,  deren  Zahlen- 
summe  unrer&nderlich  («  12)  ist  Ihre  Schnittpunkte  seien  bezw. 
Jt\  Gf  Hf  so  sollen  diese  auf  einer  Kurve  der  Schaar  liegen.  Die 
Schnittpunkte  J  von  4, 4';  (/  von  6, 6',  K  von  8,  8'  liegen  wegen  der 
Unveranderlichkeii  der  Unterschiede  der  Zahlen  auf  einer  Kurve  der 
Sefaaar.  Weil  nun  im  Vierecke  FJNK,  dessen  Seiten  4, 4\  8,  8'  sind, 
zwei  OegeneckenJi  K  anf  einer  Kurve  der  Schaar  liegen,  so  liegen  auch 
die  beiden  anderen  ß*  und  If  auf  einer  solchen,  und  s&war  auf  einer 
von  der  JK  Terschiedenen  (425,  Zus.).  Weil  ferner  in  dem  Vierseite 
48^66'  die  swoi  Gegenecken  46^  und  68'  (wegen  der  gleichen  Zahlen- 
unterschiede)  auf  einer  Kurve  der  Schaar  liegen,  so  gilt  dies  aoch 
rlDr  die  swei  anderen  Gegeneeken  48'  ««  F  upd  66'  »  G^.  Ebenso 
auch  f&r  H  und  G.  Da  nun  F  mit  (j,  und  H  mit  G  auf  einer 
Kurve  ier  Schaar  liegeii,  Fund  ß  aber  nicht. auf  der  Kurve  /6rif, 
so  liegen  F,  6r,  H  anf  der  zweiten  durch  G  gehenden  Kurve  der 
Schaar.  Daher  liegen  drei  auf  einander  folgende  und  dann  alle 
Schnittpunkte  der  gerade  bezifferten  Seiten  beider  Zickzacke  mit 
gleicher  Zahlensumme  (12)  auf  emer  Kurve  der  Schaar;  und  eni- 
sprechend  diejenigen  der  ungerade  bezifferten. 

Hat  jedes  der  einfachen  Netze  n  Seiten,  so  schneidet  eine  Seite 
des  einen  die  \h  ungleichartigen  des  andern  in  ^  n  Punkten;  durch 
jeden  derselben  gehen  zwei  Kegelschnitte,  Ton  denen  aber  jeder  (bei 
der  sogleich  zu  betrachtenden  Ergänzung  des  Netzes)  durch  zwei 
Schnittpunkte  eines  Strahles  geht.  Daher  sind  \n  Kegelschnitte 
bestimmt  Beziffert  man  ein  einfaches  Netz  doppelt^  so  dient  es  wie 
ein  Doppelnetz. 

Durch  je  ßwei  Gegenetken  eines  einfadien  Vieredcs  eines  Doppel- 
ndstes  gdU  ein  Kegelsdinitt  der  Schaar.  Ein  einfaches  Viereck  sei 
ein  solehes,  das  zwei  auf  einander  folgende  gleichartige  Seiten  «des 
einen  und  zwei  auf  einander  folgende  mit  jenen  ungleichartige  Seiten 
des  andern  Netzes  zu  Seiten,  aber  nicht  A  oder  A^  zu  einer  Ecke 
hat.  Denn  sind  m  und  m'  die  Stelleozahlen  der  durch  einen  Eck- 
punkt dieses  Vierecks  gehenden  Seiten,  so  sind  m  Hj  2,  m'  +  2 
die  Zahlen  der  durch  die  Gegenecke  gehenden  Seiten,  so  daß  ent- 
weder die  Summe  der  letzteren  »*  m  -f-  ^^'y  oder  ihr  Unterschied 
•*  m  —  m'  ist,  und  daher  jedenfalls  beide  Punkte  auf  einer  Kurve 
der  Schaar  liegen. 

481«  Ist  einer  der  beiden  Punkte  j4,  ä^  ein  innerer  Punkt  der 
Kegelschnitte  der  Schaar^  so  schneidet  die  Gerade  ÄA^  jede  der 
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Earven  b  und  c\  sind  beide  äaßere,  so  schneidet  die  ÄÄ^  nach  der 
für  sie  aufgestellten  Bedingung  (427,  Anfang)  entweder  beide  Eunren 
b  und  c,  oder  keine.  Findet  das  Schneidm  statte  so  nähert  sieh  antgen- 
scheinlich  jeder  Zickeack  asymptotisch  der  AÄ^  als  Grenze;  der  Zick- 
zack ist  dann  nach  beiden  Seiten  hin  ungescMosseUj  und  hat  bei  der 
Grenze  in  beliebig  kleinem  Baume  unendlich  viele  Seiten.  Die  Eurven- 
punkte  auf  ÄÄ^  werden  durch  das  Nets  nicht  erhalten. 

432.  Begriff  und  Satz.  Zum  Zickzacke  und  zwei  Netze  heißen 
siA  gegenseitig  crgänzmid  in  Bezug  auf  einen  der  Rinkte  Aj  A^,  teenn  eine 
nach  diesem  Punkte  geriditetc  Seite  des  einen  tnit  einer  solchen  des  andern 
in  dieselbe  Oerade  fälÜ,  ohne  mit  ihr  einen  Eckpunkt  auf  d&rselben  Qrun& 
kurve  getnein  zu  haben;  dann  gUt  das  Gleidte  für  aUe  nach  diesem  Punkts 
vig.%4a.gerichtetai  Seiten.  Liegen  B^C,  B^^C^  in  einer  durch  A^  gehenden  Gre- 
raden,  haben  sie  keinen  Eckpunkt  auf  derselben  Grundkurve  gemein, 
und  sind  CB^  B^C"  die  bezw.  in  c  und  b  anstoßenden  Seiten,  so  liegen 
auch  B  und  C'\  und  damit  die  folgenden  und  dann  alle  nach  A^  gerich- 
teten Seiten  beider  Zickzacke  zu  zwei  auf  derselben  Geraden.  Denn 
I 

weil  BCB^f  C'B^C^  Stücke  von  Zickzacken  sind,  und  eine  Seite  {BC 
oder  CB^  einen  Zickzack  eindeutig  bestimmt  (427),  so  sind  BCB^^ 
CB^G  keine  Stücke  von  Zickzacken,  und  daher  müssen  die  über 
BCB^  und  CB^C  durch  Strahlen  aus  A  und  Ay^  gebildeten  Vierecke 
geschlossen  sein,  d,  L  der  vierte  Eckpunkt  des  ersteren  muß  auf  e^ 
der  vierte  des  zweiten  -auf  b  liegen  (427).  Diese  Eckpunki«  müssen 
aber  C  und  B  sein;  so  Bj  weil  andernfalls  über  CB^  zwei  ge- 
schlossene Vierecke  gebildet  werden  könnten,  was  nicht  möglich,  da 
sonst  unter  den  beiden  von  C  durch  A  nach  Punkten  der  b  laufenden 
Seiten  jede  einem  geschlossenen  Vierecke  angehörte,  also  keine  dem 
Zickzacke  von  CB^  angehören  könnte,  was  unmöglich  ist  Sodann 
haben  die  von  B  und  G"  gegen  A^  laufenden  Seiten  beider  Zick- 
zacke keinen  Eckpunkt  auf  derselben  Grundkorve  gemein;  denn  wäre 
B  oder  C  ein  solcher  gemeinschaftlicher  Eckpunkt^  so  wäre  BC 
eii(e  Seite  des  einen  Zickzacks,  was  unmöglich,  da  sie  mit  einer  an- 
schließenden Seite  dieses  Zickzacks  ein  geschlossenes  Viereck  BGB^C 
bestimmt  Sollte  aber  der  gemeinschaftliche  Eckpunkt  auf  A^BC 
außerhalb  B  und  G"  liegen,  so  müßte  dies  einerseits  auf  c^  anderer^ 
seits  auf  b,  also  nicht  auf  derselben  Grundkunre  sein«  Er  wäre 
dann  ein  auf  A^BC  liegender  Schnittpunkt  von  b  und  e. 

4S8.  Um  eine  durdi  einen  bdiAigen  Punkt  Q  gdiende  Kurve  der 
Sthaar  zu  verzeichnenf  ziehe  man  die  Strahlen  AQ,  A^i^,  nehme  auf 
dem  ersten  eine  der  vier  möglichen  Zickzackseiten  an,  etwa  BG  und 
auf  der  zweiten  eine  der  beiden  möglichen  zugeordneten  (439),  etwa 
i^CT,  bilde  mit  beiden  Seiten  Zickzacke  und  Netze,  so  bestimmt 
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das  Doppelnetz  dersdben  Punkte  der  beiden  darch  Q  gehenden 
Kurven  der  Schaar;  ?on  der  einen  durch  die  Seiten  von  unverander- 
Echem  Unterschiede  der  Stellenzahlen^  Ton  der  anderen  darch  die 
Seiten  von  gleichartigen  Zahlen  mit  unveränderlicher  Samme  (430). 
Um  Punkte  in  allen  Bereichen  zu  erhalten,  bestimme  man  die  beiden 
erj^zenden.  Zickzacke  (Ober  den  Seiten  B^C^  und  JB^'C")  und  Netze, 
deren  Doppelnetz  dann  in  gleicher  Weise  Punkte  derselben  Kurve 
liefert  (nach  426).  Ersetzt  man  dagegen  nur  eines  der  beiden  Netze 
durch  sein  ergänzendes,  so  bestimmt  das  Doppebietz  (von  BC  und 
B^'C"'  oder  JJ^C^  und  J5'C')  ebenfalls  jene  beide  Kurven,  aber  mit 
Umkehmng  der  ßestimmungsweise. 

Durch  ein  doppelt  beziffertes  einfaches  Nete  (430)  kann  man  von 
den  Kurven,  welche  b  oder  (;;  schneiden,  eine  beliebige  bestimmen, 
wenn  man  den  Schnittpunkt  als  Ausgangsecke  des  Zickzacks  wählt; 
von  den  nicht  schneidenden  Kurven  dagegen  nicht  jede  beliebige. 

4S4.  Wenn  nicht  eine  durch  einen  bestimmten  Punkt  gehende 
Kurve,  sondern  eine  AneciA  regelmäßig  verfeiUer  Kurven  verlangt 
wird,  so  sind  die  regd)näßigen  Neige  am  vorteilhaftesten.  Regelmäßig 
ist  ein  Netz,  wenn  seine  ergänzenden  Notze  unter  einander  oder  mit 
der  B^ortsetzung  des  ursprünglichen  in  den  Ecken,  wenn  auch  nicht 
in  den  Seiten,  zusammenfallen  (so  daß  kein  verwirrendes  Ineiuander- 
greifen  eintritt),  und  welches  außer  der  Geraden  AA^  noch  die  beiden 
andern  Seiten  des  Polardreiecks  der  Kegelschnittschaar,  wenn  sie  reell 
sind,  als  Kegeschnitte  der  Schaar  liefert 

1)  Sind  diese  Seiten  nicht  reell,  was  stattfindet,  wenn  zwei^is»*^* 
Tangenten  (aus  Ä^)  reell,  zwei  (aus  Ä)  imaginär  sind,  so  schneiden 

sich  b  und  e  in  zwei  reellen  Punkten  (399).  Man  erhält  dann  ein  regel- 
mäßiges Netz,  wenn  man  die  Berührungspunkte  M  und  N  je  einer 
Tangente,  und  ein  anderes,  wenn  man  einen  Schnittpunkt  L  der 
Kurven  zur  Ausgaugsecke  annimmt.  Bei  dem  ersteren  von  N  aus 
gebildeten  Netze  13',  12",  llV.«.  ist  nämlich  M  ein  Eckpunkt  so* 
wohl  der  Fortsetzung  als  der  Ergänzung  dieses  Netzes;  und  beim 
zi^eiten  von  L  ausgehenden  11,  12,  13  gilt  dies  von  L.  Zugleich 
hat  das  durch  diese  beiden  einfachen  Netze  gebildete  Doppelnetz 
die  Eigentümlichkeit,  daß  die  beiden  Kurven  mit  den  Eckpunkten 
10,  14'5  12,  12';  14,  10' . . .  einerseits,  und  mit  11,  13';  13,  11' . . . 
andererseits  (s.  430)  in  einander  fallen,  weil  der  Punkt  10, 14'  nicht 
nur  mit  demjenigen  12,  12',  sondern  auch  mit  demjenigen  11,  13' 
wegen  des  Vierecke,  das  beide. Punkte  mit  L  und  N  bilden  (425), 
auf  einer  Kurve  der  Schaar  liegen,  und  zwar  auf  der  einzigen  in 
10,  14'  von  Ä^N  b<  rührten- 

2)  Sind  jene  beiden  durch  den  Pol  P  von  AA^  gehenden  Seiten 
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Flg.  217 


des  Polardreiecks  reell,  so  mnß  man,  um  sie  als  Kegelschnitte  der 
Sehaar  zu  erhalten,  eine  derselben  und  eine  Kurve  b  als  Grund- 
kurven  wählen,  und  von  P  als  Eckpunkt  des  Zickzacks  ausgehen. 
Das  Nähere  wird  sich  bei  der  Darstellung  der  einzelnen  Fälle 
ergeben. 

♦35.  Aufg.  Kurven  einer  Schaar  von  Kegelschnitten  ßu  Dcrmchnen. 
Erster  Fall  Die  beiden  Büschel  gemeinschaftlich  konjugirter 
Strahlen  sind  gleichlaufend.  Der  leichteste  Fall  für  die  Verzeich- 
nung ist  der,  in  welchem  die  beiden  involutorischen  Strahtenbüschel 
rechtwinklig  sind;  dann  sind  ihre  Mittelpunkte  die  beiden  gemein- 
schaftlicheii  Brennpunkte  aller  Kegelschnitte  der  Schaar,  weil  nur 
Fig.  247.  in  ihnen  je  zwei  konjugirte  Strahlen  auf 

einander  senkrecht  stehen  (388).  Die 
Kurven  heißen  dann  Jconfdkal,  und  die- 
ser Fall  soll  als  Grundlage  für  die  an- 
deren Fälle  benutzt  werden. 

436.  £s  seien  F,  Fj  die  Brenn- 
punkte einer  Schaar  Jcon/bkaler  Kegel- 
sdmitte.  Durch  jeden  Punld.  P  der  Ebene 
geht  von  diesen  Kurven  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  deren 
Hauptaxen 

Ä  A^  =-  FF  +  Fl  P  bezw.  ÄA,'  '«=  FP  -  F,P 
sind.    Ans  diesen  Gleichungen  folgt 

FF  -«  4  (^  i,  +  A'A^')  ^  AA;, 
i\  P  =  I  {AA^  --  ÄA;)  «  A  A\ 
d.  h.:  Von  den  beiden  LeitstraMen  des  Sdmiitpuitktes  P  tmeier  hm^ 
fokalen  Kegelsdmitte  ist  der  eine  gleich  der  halbett  Stimme,  der  andere 
gleich  dem  halben  Unterschiede  ihrer  Hauptaxen,  Danach  können  die 
Schnittpunkte  aus  den  Scheiteln  der  Hauptaxen  leicht  konstruirt 
werden. 

Die  Tangenten  eweier  hon  fokalen  Kegelschnitte  in  ihrem  Schnitt- 
punkte P  stehen  auf  einander  senhreckty  denn  sie  halbiren  den  Winkel 
FPFi  und  seinen  Nebenwinkel. 

Rückt  der  eine  Brennpunkt  ins  Unendliche,  so  erhalt  man  hon- 
fokale  Parabeln.  Der  Schnittpunkt  P  zweier  derselben,  deren  Scheitel 
A,A'  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  F  liegen,  hat  zum  endlichen 
Leitstrahl  FP^=»AA',  und  ist  gleich  weit  von  beiden  Leitlinien 
entfernt. 
Fi«.  24S-  Kon  fokale  KegelsehniUe  verzeichnet  fnan  leicht  durch  ein  Net$  von 
Kreisen^  deren  Mittelpunkte  F^  F^  sind  und  bei  denen  der  Unter- 
schied der  Halbmesser  zweier  auf  einander  folgenden  unveränderlich 
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ist.  Denn«« leuchtet 
daß  dann    bei 


Fig.  948. 


ein 

den  Ellipsen  der  eine 
Leit^trahl  um  jenen 
Unterschied  zu-,  der 
andere  um  ilin  ab 
nimmt;  und  daß  bei 
den  Hyperbeln  beide 
Leitstrahlen  uro  Jea- 
nen Unterschied  zu- 
gleich ab-  oder  zu- 
nühinen. —  Bei  einer 
projektiven  Vorände- 
rung behaupten  die 
Kreise  dieses  [Netzes 
nicht  ihre  Kreisge- 
stali 

487.  FUr  konfokale  KegelschniUe  mit  den  JirennjpunJcfen  Ä, -4,  kannvig  m». 
nmn  ein  geradlinigen  regelmäßiges  Nels  nach  Nr.  434^  2)  herstellen. 
Das  Polardreieck  hat  zu  Seiten  die  AA^  ««j),  die  Mebenaxe  JHP-««  q 
lind  die  unendlich  ferne  Gerade  r.  Als  Orundkurren  muß  man  eine 
der  Geraden  q,  r,  und  eine  eigentliche  Kurve  wühlen^  und  zwar  der 
gleichförmigeren  Anordnung  des  Netzes  halber,  eine  Kurve  die  von 
der  Geraden  nicht  geschnitten  wird.  Man  nimmt  d^her  entweder  die 
unendlich  ferne  Gerade  r  und  eine  Ellipse  d^  die  man  um  so  größer 
wählt,  je  engmaschiger  das  Netz  werden  soll,  oder  die  Nebenaxe  r 
und  eine  Hyperbel,  etwa  die  nicht  gezeiclmete,  durch  D  und  zwischen 
R  and  J  hindurchgehende.  Wir  tbun  das  erstere  und  ziehen  die 
Anfangsstrahlen  AP,  A^F;  die  Strahlen  der  Netze,  da  sie  sich 
paarweise  in  r  und  q  schneiden,  sind  paarweise  unter  einander  pa- 
rallel und  symmetrisch  in  Bezug  auf  q  und  AA^. 

In  der  Figur  ist  nur  die  Hälfte  der  verzeichenbaren  Kegel- 
schnitte ausgef&hri^  und  zwar  von  den. Ellipsen  nur  diejenigen,  deren 
Nebenaxen  auf  RP  sich  unmittelbar  ergeben«  Die  Scheite]  der 
Hauptaxen  auf  ^Xj  erhalt  man  nicht  durch  das  Netz;  vielmehr  be- 
stimmt man  bei  den  verzeichneten  Kllipsen  einen  ihrer  Scheitel  Ü* 
aus  dem  Scheitel  B  der  Nebenaxe  durch  RG  '^  AE.  Für  die  andere 
Hälfte  der  Ellipsen,  z.  B.  für  die  durch  V  gehende,  erhalt  mau  die 
Haaptaxe  '^  AF  -^^  A^F,  und  daraus  die  Nebenaxe.  Für  die  ver- 
zeichneten Hyperbeln  erhält  man  dis  Asymptoten  parallel  zu  zwei 
parallelen  Strahlen  aus  A  und  A^^  so  72/2,  \  AR^  \  A^R^,  und  so« 
dann  einen  Scheitel  J  aus  dem  Schnittpunkte  H  der  Asymptote 
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JBJBi  mit  dem  aus  R  durch  Ä  uud  i4,  gezogenen  Kreise.    Für  die 
andere  Hälfte  der  Hyperbeln^  z.  B.  für  die  durch  D  gehende,  würde 

Fig.  249. 


man  die  Hauptaxe  ^^  AD  —  A^Dj  ^uid  daraus  die  Nebenaxe  und 
Asymptote  erhalten. 

438«  Man  kann  dc^  Netz  auch  ohne  zwei  Grundkurven  rer- 
mittelst  der  Eigenschaft  vermdmen,  daß  sich  in  jedes  einfache  Viereck 
des  Netzes  {R^BE^D^  oder  D^E.FE^)  (430,  Ende)  an  Kreis  ein- 
beschreiben läßt,  da  sich  die  vier  Tangenten  der  durch  je  zwei  Ge- 
genecken bestimmten  Kurven  der  Schaar  in  den  genannten  Punkten 
in  ein  und  demselben  Punkte  T  schneiden  (425)  und  die  Winkel 
des  Vierecks  halbiren,  dessen  Seiten  Leitstrahlen  sind."^)    Hieraus 


*)  Aaf  diese  einbeschriebeneD  Kreise  kann  man  die  Theorie  der  gerad- 
linigen Netze  konfokftler  Eegelsobnitte  gründen.  Der  Verfasser  hatte  durch 
eine  im  zweiten  Bande  mitzateilende  Konstruktion  der  sphärischen  Kegel- 
schnitte eine  Kegelschnittschaar  aus  einem  geradlinigen  Netze  erhalten;  und 
seine  Vermutung,  daß  alle  Arten  dieser  Schaaren  durch  solche  Netse  geseiehnet 
werden  könnten,  hatte  sich  durch  eine  Probeseiohnnng  bei  konfokalen  Kegel- 
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Fig.  260. 


folgt  auch  der  Satz:  In  jedem  einem  Kreise  ums€hrid)€nen  Vierseite 
gehören  je  gwei  Gegenecken  einem  KegelsdiniUe  an^  tvdcher  gwei  andere 
Gegenecken  gu  Brennptinkten  hat 

Es  mag  noch  folgende  Konstruktion  des 
Nelges  angeführt  sein.    Man  geht  von  dem  ^^ 

aus  Ä  gezogenen  zu  ÄA^  senkrechten  Strahle        \     ^&        /  i)*!«.  sso. 

5  und  einem  beliebigen  anderen  t  als  be- 
nachbartem auSy  welcher  die  Nebenaxe  BP 
>=  2  in  jD  tri£Pt.  Die  durch  D  gelegte 
Ellipse  der  Scfaaar  schneidet  die  Gerade  s 
in  Diy  und  D^  erhält  man^  wenn  man  ÄD 
+  DA^  =  AD^  —  AD^  auf  s  aufträgt,  A^B^ 
mit  g  in  2)4  schneidet  und  B^B^  J.  A^B^ 
zieht;  denn  es  ist  dann  -4Di  +  A-^i  ""  -^  A 
«=  AB  +  BA^.  Der  Strahl  A^B^  schneidet 
den  i  in  E,  und  die  durch  E  gehende  Ellipse  ^ 
trifft  die  Gerade  s  in,  E^^  welcher  Punkt  ent- 
sprediend  durch  AE^  -»  AE  -j-  EA^  und 
JB^JSj  X  -ii^j  bestimmt  wird;  ebenso  JF,  JPj 
u.  s.  w.  Die  Schnittpunkte  der  aus  A^  nach 
Dj,  £|;  -^i;  •  •  •  gezogenen  Strahlen  mit  q  Terbindet  man  dann 
mit  Aj  und  yeryoUstandigt  jedes  der  Strahlenbüschel  Aj  A^  durch 
Parallele  zu  den  schon  erhaltenen  Strahlen  des  anderen.  —  Doch 
dürfte  die  Benutzung  der  Ellipse  dj  die  wegen  ihrer  geringen  Excen* 
tricität  mittelst  der  Scheitelkrümmungskreise  leicht  und  genau  zu 
yerzeichnen  ist^  den  Vorzug  yerdienen. 

439.  Allgemeiner  Faü  der  Kegdschnittschaar  mit  gwei  gleich- 
laufenden  BOsdidn  gemeinschaftlu^  kanjugirier  Strahlen.  Gelten  die 
Bezeichnungen  wie  in  den  yorigen  Nummern^  so  daß  P  der  Pol  yonFig.s6L 
AAif  daß  femer  ABC,  AB^C^,  sowie  A^BC^,  A^B^C  zugeordnete 
durch  AAi  und  AP,  bezw.  durch  A^A  und  ^^P  harmonisch  ge- 
trennte Strahlen  der  Büschel  A  und  A^  sind;  wodurch  sich  die  Ge- 
raden PRBB^  und  PQGCi  als  die  unter  einander  perspektiyen 
Punktinyolutionen  ergeben^  welche  durch  die  beiden  Strahleninyolu* 
tionen  A  und  A^  zugleich  projicirt  werden ,  und  PQR  »^  pqr  als 
das  Polardreieck  der  Schaar,  so  ist  durch  die  gleichen  Buchstaben 
die  koUineare  Yerwandschaft  mit  der  Schaar  konfokaler  Kegelschnitte 
der  Fig.  249  festgesetzt,  nachdem  man  in  der  letzteren  durch  die 


schnitten  bestätigt  Der  VerfSMser  behielt  jedoch  jene  Begrttndong  durch  die 
eingesehriebenen  Kreise  deswegen  nicht  bei,  weil  sie  nicht  auf  alle  Fälle  über- 
tragen werden  kann. 

Wiener,  Lehzbuch  der  d»rttellenden  Oeoroetrie.  S3 
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Halbirenden  der  rechten  Winkel  von  AP  und  Ä^F  mit  AA^  die 
Punkt«  B  und  B^  auf  q  bestimmt  hat  Mau  übertrage  daher  ^ie 
Punktreihe  der  Scheitel  der  Nebenaxen  jener  Figur  mit  ihren  Grund- 
punkten EPBBi  auf  eine  passend  durch  R  gezogene  Gerade  unserer 
Figur  nach  BP'BBi,  und  projicire  diese  aus  dem  durch  PP'p 
BB',  B^B^  bestimmten  Perspektiven  Mittelpunkte  0  auf  die  Gerade 

Fig.  251. 


q^  projicire  (zur  8ieherheit)  dieselbe  Punktreihe  RPBB^  jener  Fignr 
auf  die  Reihe  QPCC^  der  r  in  unserer  Figur^  omllicb  <Iie  Punktreihe 
der  Scheitel  der  Hauptaxen  72 ^^^4^  jener  Figur  auf  die  gleich- 
namigen der  unsrigen;  und  ziehe  dann  die  Stral>lenbü8chel  aus  A 
und  A^  nach  den  Punkten  zugleich  der  q  und  der  r.  Durch  das  so 
hergestellte  Netz  können  nun  die  Kurven  verzeichui't  werden  unter 
Beachtuug,  daß  ihre  Tangenten  in  den  Punkten  der  j>,  ;,  r,  bezw. 
durch  Py  Qj  li  gehen. 

440.  Zweiter  Fall  Eines  der  Büsckd  gemeinschaftlich  Jumjuffirter 
Strahlen  ist  uvgleichlaufend,  eines  gleichlaufend.  Wir  wollen  von  der 
^ig-^h^lßcsonderen  Annahme  ausgf^hen;  daß  der  Mittelpunkt  A  des  ersteren 
unendlich  ferne  liege,  so  daß  zwei  reelle  parallele  Tangenten  DE,  D,  E^ 
gegeben  sind,  daJj  ferner  der  Mittelpunkt  A^  des  zweiten  in  der  Mitte 
zwischen  diesen  Tangenten  liege,  und  daß  endlich  die  Strahleninvo- 
lution Ai  rechtwinklig  sei.    Dem  Strahle  A^A  ist  dann  der  darauf 
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senkrechte  A^D  sugeordnet,  welcher  jene  Tangenten  in  D  nnd  D^ 
treffe.  Alle  KegcJschnitte  fand  Ellipsen  mit  dem  einen  gemeinschaflr 
lichen  Brennpunkte  A^,  nnd  ihre  kleinen  Axen  sind  #  DD^.  Da 
in  unserem  Falle  die  zwei  Seiten  g,  r  des  gemeinschaftlichen  Polar- 
dreiecks imaginär  sind  (399),  so  müssen  wir  von  zwei  Gmndknrven 
ausgehen,  als  welche  wir  zweckmäßig  den  Kreis  d  wählen^  der  aus 

Fig.  852. 
£' li  E B 


A^  durch  D  und  D^  gezogen  ist^  und  eine  Ellipse  e  mit  den  Scheiteln 
jE^,  ^1  der  kleinen  Axe,  welche  man  um  so  näher  an  d  anschließt^ 
je  engmaschiger  man  das  Netz  wünscht.  Aus  ä  und  e  ist  dann  das 
Netz  hergestellt,  ausgehend  yon  den  Berührungspunkten  D  und  J?. 
Die  Scheitel  der  großen  Axen  der  Ellipsen  bestimmt  man  mittelst 
derjenigen  der  kleinen  Axen  und  des  Brennpunktes  A^.  Man  kann 
die  Strahlen  aus  A^  und  daraus  die  aus  A  auch  mittelst  des  Grund- 
kreises d  allein  erhalten-,  die  Konstruktion  ist  in  der  Figur  ange- 
geben und  beruht  auf  der  Halbirung  der  aus  A  gezogenen  Sehnen 
durch  die  kleinen  Axen;  doch  dürfte  das  Verfahren  mit  Zuhilfe-^ 
nähme  der  Grundellipse  t  vorzuziehen  sein,  zumal  bei  dem  anderen 
Verfahren  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  aus  A^  ayf  den  Tangenten 
aus  A  zu  bald  über  die  Zeichenfläche  hinausfallen. 

441.    Sind  nun  im  allgetHcinen  FäUe  die  beiden  reellen  Tan- 
genten ADj  AI\  gegeben,  die  gleichlaufende  Involution  A^  durch Figtts 
die  zugeordneten  Strahlen  A^A,  A^P,  und  diejenigen  beiden  anderen 
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zugeordneten  A^B,  Ä^Jffy  welche  durch  die  ersteren  harmonisch 
getrennt  sind^  und  zieht  man  den  von  AÄj  durch  AD  und  AD^ 
harmonisch  getrennten  Strahl  AP,  so  ist  der  Schnittpunkt  P  von 
AP  und  AiP  der  Pol  von  AA^,  und  die  Figur  ist  der  vorhergehen- 
den durch  die  gleichen  Buchstaben  kollinear  zugeordnet^  wenn  man 
in  der  letzteren  A^B,A^B  als  HalbirungsHnien  der  von  A^A^  A^D 

Fig.  868. 


gebildeten  rechten  Winkel  zieht  Nun  überträgt  man  zur  Bestimmung 
des  Strahlenbüschels  A  die  Puxiktreihe  A^PBD-^^  zur  Bestimmung 
des  Strahlenbüschels  A^  die  Reihe  AEBffB  und  zur  Ergänzung 
noch  die  Punktreihe  auf  einer  nach  P  laufenden  Geraden^  etwa 
Äuf  BCB^,  und  endlich  die  Punktreihe  AAyCCi  (<7,  C^  auf 
PB,  PS  gelegen)  projektiv  in  die  neue  Figur,  und  zeichnet  daraus 
das  Netz  und  die  Eurrenschaar.  —  Man  könnte  auch  im  allgemeinen 
Falle  von  zweien  nach  dem  Verfahren  der  Nr.  421  recht  genau  ge- 
zeichneten Kurven  dye  ausgehen  und  auf  sie  das  Netz  begründen. 
Doch  fehlen  dann  die  Eurvenpunkte  auf  AA^^  die  durch  ihre  nach 
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P  lAofenden  Tangenten  besonders  nützlich .  sind^  und  ihre  benach- 
barten Punkte  werden  ungenau. 

442,  Dritter  FaU.   Alle  yier  Tangenten  sind  reell.    Das  durch 
sie  gebildete  Yierseit  hat  drei  Paare  yon  Gegenecken.^uli^  ^^u  CC^j^ißMA 

Fig.  264A,B. 


und  teilt  die  Ebene  in  drei  einfache  Vierecke  und  vier  Dreiecke.  Nur 
in  den  Vierecken  liegen  die  Kurven  der  Schaar  (420).  Man  kann  nun 
in  jedem  der  einfachen  Vierecke  swei  Gegenecken  als  Mittelpunkte 
Äf  Äi  der  involutorischen  Strahlenbüschel  betrachten,  und  von  einem  Fig.s55. 
Rhombus  ausgehen,  in  welchem  man  die  von  ÄÄ^  yerschiedene 
Diagonale  q  und  einen  eingeschriebenen  Ereis  d  als  Orundkurven 
benutzt  Man  zeichnet  dann  das  Netz,  welches  man  engmaschig  er* 
halt»  Fenn  man  den  Rhombus  stark  vom  Quadrate  abweichen  laßt. 
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ÄA^  als  die  große  Diagonale  wühlt,  und  sowohl  von  deu  Schnitt- 
punkten  von  q  und  d,  als  von  den  Berührungspunkten  des  Kreises 
mit  den  Rhombusseiten  ausgeht  Die  Bestimmung  der  Scheitel  der 
Ellipsen  auf  AAj^  ist  in  der  Figur  augegeben.  Die  unbegrenzte 
Verdichtung  der  Strahlenbüschel  und  der  Kurvenschaar^  sowie  die 

Fig.  265. 


/  >'   ,  , — 
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r^p-> 

^^T"^^ 

L/f    f       1 

^*T._^J^\ 

^^öv 

•''V" 

^^^ 

t^y^' 

\           "**•»».  ^ 

-'*'        / 

^ 

\        ^'^^ 

Unbestimmtheit  der  Punkte  auf  AA^  werden  aber  Termieden,  wenn 
man  an  jedem  der  einfachen  Vierecke  die  nicht  in  ihm  liegenden 
Flg.  254  A.  Gegenecken  als  Mittelpunkte  der  Strablenbüschel  benutet,  so  6';  C/| 
in  ABA^B^^  und  eine  regelmäßige  Teilung  anwendet.  Sollen  z.  B. 
in  jedes  Viereck  fünf  Kegelschnitte  als  eigentliche  Kurven  (abge- 
sehen von  der  Ausartung  in  eine  Gerade)  eingezeichnet  werden,  so 
Fig.  B.. betrachte  man  eine  der  Kurven  als  Projektion  eines  Kreises  X;^ 
denke  sich  diesen  in  2  (5  -l"  1)  ="  ^^  gleiche  Teile  geteilt,  und  be- 
tradhte  das  dem  Kegelschnitte  umschriebene  Viereck  ABA^^  B^  als  Pro- 
jektion eines  solchen  dem  h  umschriebenen  Parallelogramms  (Rhom- 
bus),  daß  seine  Beruhrurgspunkte  Teilungspunkte  B^Di^EjE^  sind. 
Die  Gegenecken  des  als  vollständiges  Vierseit  betraehteten  Rhombus 
sind:  im  Endlichen  Ay  A^y  JB,  B^^  im  Unendlichen  (7,  C^.  Die  pa- 
rallel zu  den  Seiten  durch  die  Teilungspunkte  gezogenen  Strahlen 
entlialten  je  zwei  Teilüngspunkte,  schneiden  sich  paarweise  auf  den 
Biagonalen  AA^,  BBy  und  teilen  diese  und  die  Seiten  des  Rhombus 
in  demselben  VerhältniBse,  wie  die  Berührungsdurchmesser  DD^ ,  J^^^i 
auf  welchen  sie  die  senkrechten  Projektionen  der  Teilungspuakte 
des  Kreises  bestimmen. 
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Um  nun  die  Projektion  dieser  Kreisfigur  zu  zeichnen,  über- 
jtragt  man  die  Teilung  der  Diagonalen  oder  der  Seiten,  und  zwar 
bei  den  Diagonalen  derart,  daß  man  je  eine  der  Nebenecken  P,  Q,  R 
des  Vieraeits  dem  Mittelpunkte  R  und  eine  andere  dem  unendlich 
fernen  Punkte  des  Durchmessers  von  h  entsprechen  läßt.  Man  ziehe 
daher  z.  B.  für  das  Viereck  ABA^B^  in  passender  Richtung  eine 
Strecke  AA^j  beschreibe  darüber  aus  ihrer  Mitte  R'  einen  Halb- 
kreis, teile  denselben  in  eine  Anzahl  (5+1—6)  gleicher  Teile, 
projicire  die  Teilungspunkte  senkrecht  auf  den  Durchmesser^  12" ii/, 
ziehe  ICRj  A^ A^y  und  QF  |  AA^^  schneide  diese  drei  Linien  in  F  und 
projicire  aus  F  die  Punktreihe  AK A^  auf  ARA^.  Ebenso  pro- 
jicire man  aus  dem  Schnittpunkte  G  von  RQ  und  A^A^  die  Punkt- 
reihe AR  AI  auf  AQA^.  Die  Teilungen  auf  den  anderen  Seiten  RF,  P  Q 
des  Polardreiecks  kann  man  ebenfalls  aus  Teilungen  wie  A  A(  oder  durch 
Projektion  der  Punktreihe  RQ  aus  G  (oder  C,),  bezw.  aus  B  (oder  B^ 
erhalten.  Durch  die  Teilungspunkte  der  Strecke  ARA^  ziehe  man 
nun  im  Inneren  des  Vierecks,  welches  R  enthält,  die  Strahlen  aus  C 
und  aus  C^.  Dieselben  enthalten  die  zwölf  den  Teilungspunkten  des  l 
entsprechenden  Punkte  eines  Kegelschnittes  der  Schaar  mit  den  vier 
Berührungspunkten,  darunter  D,  J?.  —  Denkt  man  sich  nun  dem 
Kreise  Ä;  rerschiedene  Rhomben  umschrieben,  welche  der  Reihe 
nach  1,  2,  3,  . . .  Teile  zwischen  benachbarten  Berührungspunkten 
zweier  Seiten  besitzen,  so  entspricht  jedem  Rhombus  in  der  ur- 
sprünglichen Figur  doch  immer  dasselbe  Viereck,  wie  ABA^B^^  mit 
demselben  Netze,  so  daß  man  durch  die  ges^tzm&ßige  Verbindung 
der  Schnittpunkte  die  flEbif  verlangten  Kegelschnitte  erhält ^^Ebeüso 
in  den  beiden  anderen  einfachen  Vierecken. 

Die  Tangmkn  der  Kegelschnitte  in  Punkten  der  Seiten  j>,  j^,  r  des 
Polardreiecks  laufen  bezw.  nach  P,  Q,  R.  Die  Zwischenpunkte  auf  die- 
sen Seiten,  wie  By  kann  man  durch  Hälbirung  der  Teile  des  benutzten 
Halbkreises  vermittelst  WH"  erhalten.  Die  Tangente  in  einem  be- 
liebigen der  konstruirten  Punkte  eines  Kegelschnittes  erhält  man, 
wenn  man  beachtet,  daß  sie  die  Sehne  zwischen  zwei  konstruirten 
Punkten  der  Kurve,  die  yon  dem  fraglichen  Punkte  auf  beiden 
Seiten  um  gleich  viele  der  Bogenteile  abstehen,  in  einem  Punkte 
derjenigen  Seite  des  Polardreiseits  pqr  trifiFt,  welche  das  der  Kurve 
umschriebene  einfache  Vierseit  nicht  schneidet.  Es  ergibt  sich  dies 
durch  Vergleichung  mit  dem  Kreise  Jb  der  Figur  B. 

443«  Aiify.  Kurven  eines  Büschds  von  Kegelschnitten  M  ver^ 
zeidinen.  Die  Auflösung  geschieht  durch  reciproke  Umwandlung  der 
Auflösungen  für  die  Kegelschuittschaaren;  doch  wird  dieselbe  da^ 
durch  etwas   zeitraubender,   daß   an  die  Stelle  der  Durchschnitts- 
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punkte  von  Strahlen ,  welche  keine  weitere  Operation  erfordern,  die 
Verbindungslinien  von  Punkten  treten,  welche  neu  aosgef&hrt  werden 
mQssen. 

Erster  Fall.   Die  vier  Grundpunkte  sind  imaginär  oder  die  beiden 

involutorischen  Reihen  a,ai  gemeinsam  konjugirter  Punkte  sind  gleich- 

Fig.256;iaufend.   Es  sollen  die  Bezeichnungen  der  Nr.  422  und  der  Fig.  241 

Fig.  256. 


gelten,  und  wir  wollen  die  Reciprocitat  mit  der  Fig.  249  herstellen. 
Mit  den  Strahlenbüscheln  A,  A^  der  früheren  Figur  sind  die  Punkt- 
reihen  a,  a^  der  neuen  reciprok  und  projiciren  sich  aus  Q  imd  aus 
22  aufeinander.  Indem  in  der  früheren  Figur  die  Strahlenbüscfael 
A,  Ai  auf  q  dieselbe  Punktreihe  RPBB^  erzeugen,  übertragt  man 
diese  in  die  neue  Figur  auf  q  in  RT'B'B^  (genauer  in  mehrfacher 
Größe),  so  daß  sich  dieselbe  aus  Q  zugleich  in  die  Punktreihen  a 
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und  Ol  projieiri  Von  den  Punkten  li  (auf  p)  und  P  (im  Unend- 
lichen, auf  r)  der  früheren  Figur^  wdche  sich  in  ü',  P"  fibertragen, 
projicirt  sich  in  der  neuen  Figur  ü'  nach  P,  und  P'  sogleich  nach 
Rj  Ä(0)  und  ^i(Oi).  Es  muß  daher  q  so  gelegt  werden,  daß  der 
unendlich  ferne  Punkt  P"  auf  QR  liegt,  daß  also  q  |  QR  lauft^ 
und  daß  sich  die  Punkte  R,  "B^  jB/  der  Reihe  nach  in  den  Geraden 
eP,  QB,  QB^  befinden,  was  maglich,  weil  RP'RB^'  und  RBBB^ 
harmonisch  sind.  Dann  projicirt  sich  aus  Q  die  Pnnktreihe  gf  in  Punkte 
der  a  und  a^,  die  wir  ausgehend  von  ^  «»0,  Ä^  «>  0^  mit  0123  . .  • 
S'  2"  r,  besw.  Ol  Ij  2^  3i .  • .  3/2/ 1/  bezeichnen  wollen.  Die  Punktreihen 
a,  a^  werden  bei  P  unendlich  dicht  Einen  Kegelschnitt  erhalt  man 
nun  als  Einhüllende  der  in  regelmäßiger  Folge  gezogenen  Verbin- 
dungslinien der  Punkte  der  a  und  a^  z«  B.  der  Geraden  13^,  22^  31^ ..., 
oder  71/,  60„  61^,  42^,  33^,  24„  Ib^,  06^,  1' 7, . . .  oo  oo^ . . .  17/, 
06/,  r 6/,  2' 4/  3' 3/,  4'2/,  6'  1/,  6'0i,  r\^...cooo^...  Jede  die- 
ser Geraden  ist  Tangente  noch  an  einen  zweiten  Kegelschnitt  der 
Schaar;  in  der  Figur  ist  nur  die  Hälfte  der  yerzeichenbaren  Kegel- 
schnitte ausgeführt,  so  11|,  22^,  33^«..,  nicht  aber  12^,  23^,  34i... 
Die  Berührungspunkte  der  durch  Q  gehenden  Verbindungslinien, 
wie  33|,  3' 3/,  44^...,  liegen  anf  .g,  die  der  durch  B  gehenden 
Linien,  wie  33/,  3'3|,  44/ .  .>,  liegen  auf  r.  Die  Tangenten  der 
Kuryen  in  ihren  Punkten  der  p  gehen  durch  P;  man  erhält  sie  nicht, 
durch  die  Punktreihen  a  und  Oi,  indem  sich  zwei  zu  ?erbindende 
Punkte  dieser  Reihen  dem  P  nahem,  ohne  ihn  je  zu  erreichen.  Jene 
Tangenten  sind  die  Verbindungslinien  <x>  oo^.  Doch  kann  man  die 
Punktreihe  auf  j>  durch  reciprokes  Übertragen  des  Büschels  der  Tan- 
genten der  früheren  Tangenten  aus  P,  welches  durch  die  Strahlen 
r,  2,  Pui,  P^i  bestimmt  ist,  oder  dnrch  kollineares  Übertragen  der 
Punktreihe  QRAA^^  der  frühere  Figur  iixRQÄA^  der  neuen  erhalten. 

444.  Zweiter  Fall.  Die  vier  Grundpunkte  sind  redl.  Seieny'Ut.tt?. 
wie  früher,  D,  J?,  P,  G  die  vier  Grundpunkte,  aa^,  bb^y  ce^  die  drei 
Paare  von  Gegenseiten  dea  dnrch  sie  gebildeten  ToUständig^n  Vier- 
ecks, P,  Q,  R  der  Reihe  nach  die  Schnittpunkte  je  zweier  Gegen- 
seiten, daher  PQR  «>  pqr  das  Polardreieck  des  Kegelschnittbüsohels, 
so  hat  man  die  Konstruktion  der  Kegelschnittschaar  der  Fig.  254 
redprok  umzuwandeln.  Dort  wurde  der  in  Ä  durch  zwei  Seiten 
des  Vierseits  {AB,  AB^)  gebildete  Winkel,  welcher  jp  nicht  enthielt, 
durch  Strahlen  eingeteilt;  so  teile  man  hier  die  auf  a  durch  zwei 
Ecken  des  Vierecks  (ab  »^  2>,  ab^ «» E)  gebildete  Strecke  DE, 
welche  P  nicht  enthält,  in  projektiver  Weise  ein,  derart,  daß  den 
Tier  Strahlen  aus  A  nach  JB,  £|,  P  und  Q  oder  R  die  Punkte  der  a 
Mf  bybifP  und  q  oder  r,  d.  i.  D,EjP,P  entsprechen.   In  projektiver 
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Weise  wurde  dort  der  Winkel  Ä^  geteilt  und  beide  StrahlenbiJschel 
schuitten  sich  perspektiT  auf  g  und  r;  so  wird  auch  hier  a^  durch 
eine  Teilung  geteilt,  welche  der  Teilung  von  a  zugleich  aus  Q  und 

Fig.  267. 


auH  H  perspektiT  ist.  Zur  Ausführung  ziehe  man  aus  G  die  GH  |  r, 
schneide  sie  mit  p  und  b^  in  M  und  Ht  so  sind  die  Punktreihea 
Dp  EP  und  GMH  -x^  p^rspektiT  aus  Q,  und  weil  die  erstere  har- 
monisch, ist  es  äuch  die  letztere;  daher  ist  GM  =  MH,  Nun  ziehe 
maii  aus  M  einen  Halbkreis  durch  6r  und  if,  teile  ihn  in  eine  be- 
liebige Anzahl  (sechs)  gleicher  Teile,  projicire   die  Teilungspunkte 
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senkrecht  aaf  OME,  and  projicire  dann  diese  Teilung  aus  Q  zugleich 
aaf  a  und  a^.  Projektiy  hiermit  teile  man  die  Strecken  DG  und  EF 
auf  6  und  6^,  welche  Q  nicht  enthalten,  und  diejenigen  BF,  EG  auf 
c  und  Ciy  welche  JB  nicht  enthalten.  Die  ron  c^  kann  dnrch  unmittel- 
bare Projektion  der  GMH  aus  dem  Schnittpunkte  der  6|  mit  einer 
aus  jR  I  GMH  gezogenen  Geraden  erhalten  werden,  die  c  aus  C|, 
und  h  und  \  aus  a  oder  a^. 

Nun  verzeichnet  man  aus  den  Punktreihen  aa^y  bbi,  cCi  je 
gleich  viele  (6  — •  1  «a  5)  Kurven.  Seien  x.  B.  die  Teilungen  auf  a 
und  a^  bezw.  Dl2iiA5E  und  Gli2i'i^4^6iF,  so  zieht  man  in  reci- 
proker  Weise  zu  dem  früheren  Verfahren  beispielsweise:  D4i,  13^, 
22i,  31,,  AG,  51„  EU,,  53„  44,,  36,,  2F,  15,.  Die  durch  die 
Grundpunkte  gezogenen  Geraden  berühren  die  Kurven  in  diesen 
Punkten;  die  durch  Q  gehenden  Geraden,  wie  22,^  44|  berühren 
sie  in  Punkten  der  q. 

Der  Kigenschaft  der  Kegelschnittschaar,  daß  durch  jeden  Punkt 
der  Ebene  zwei  reelle  oder  zwei  imaginär9  Kegelschnitte  gehen, 
entspricht  die  des  Büschels,  daß  jede  Gerade  der  Ebene  von  zwei 
reellen  oder  von  zwei  imaginären  Kegelschnitten  berührt  wird.  Oder, 
wie  bei  der  Schaar  auf  jedem  durch  eine  der  sechs  Ecken  des  Vier- 
seiis  gezogenen  Strahle  eine  Strecke  mit  Punkten  von  reellen  und 
eine  mit  Punkten  von  imaginären  Kegelschnitten  liegt^  so  geht  bei 
dem  Büschel  durch  jeden  Punkt  der  sechs  Seiten  des  Vierecks  ein 
Winkel  voll  Tangenten  an  reelle  und  einer  voll  Tangenten  an  ima- 
ginäre Kegelschnitte.  Die  Begrenzung  jener  Strecken  geschieht  durch 
Grundlinien,  die  der  Winkel  durch  Gründpunkte. 

445.  Dritter  FaU.  Zwei  Otundpunktc  sind  reell  und  9wei  imor 
ginär.  Wir  wollen  die  reciproke  Auflösung  zu  derjenigen  der 
Nr.  440  übergehen,  weil  sich  hier  eine  einfachere  durch  ein  Linien- 
netz finden  laßt. 

Wir  gehen  dabei  von  dem  Kreisbtischel  aus,  d.  h.  von  der  Ge-Fig.a 
samtheit  der  Kreise,  welche  durch  zwei  reelle  Punkte  Z),  E  gehen; 
di'>selben  enthalten  dann  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  a,  die  bei- 
den imaginären  Kreispunkle  (387).  Das  Netz  wird  nun  gebildet  durch 
zwei  Strahlen  böschel  D  und  E,  in  deren  jedem  die  benachbarten 
Strahlen  gleiche  Winkelabstande  besitzen  und  in  beiden  paarweise 
parallel  sind.  Zweckmäßig  nimmt  mau  DE  als  einen  der  Strahlen- 
und  wählt  eine  gerade  Anzahl  derselben,  in  der  Figur  deren  acht« 

Ein  solches  Strahlenbüschel  gleicher  Winkel teilung  nennt  man 
eyklisch^ojekiw.  Bezeichnet  man  nämlich  seine  n  Strahlen  der 
Reihe  nach  mit  123...^,  so  sind  die  Büschel  der  auf  einander 
folgenden  Strahlen  zu  einander  kongrueut  (und  projektiv),  welche 
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Ausgangsstrahlen  man  einander  als  entsprechend  zuweisen  nnd  in 
welchem  Sinn  man  weiter  schreiten  moge^  oder  es  ist 

(123...»)  — (234.,.!)  =-(345,..  2) (n..,  321)— ••. 

Sei  hiermit  das  Büschel  D  bezeichnet,  und  seien  bezw.  r2'3'...n 
die  parallelen  Strahlen  des  Büschels  Ey  so  sind  auch  beide  Büschel 


in  jeder  der  bezeichneten  Zuordnungen  einander  kongruent  nnd  er- 
zeugen daher  bei  gleichlaufender  Zuordnung  durch  ihre  Durch- 
schnittspunkte  eben  so  viele  Kreise,  als  man  Strahlen  aus  D  )>ezw. 
E  gezogen  hat,  und  diese  Kreise  bilden  unser  Kreisbüschel. ' 

Ordnet  man  die  Strahlenbüschel  DE  in  entgegengesetziem  Sinne 
einander  zu,  so  erzeugen  sie  Hyperbeln^  von  denen  eine  h  Terzeichnet 
ist  Dieselben  bilden  ebenfalls  ein  Kegelschniitbüschel,  dessen  Grund- 
punkte Dy  E  und  zwei  imaginäre  Punkte  der  Geraden  AA^  sind, 
welche  die  DE  (»« d)  in  A  senkrecht  halbirt  nnd  die  unendlich 
ferne  o^  in  A^  schneidet.  Das  Büschel  der  Hyperbeln  ist  nämlich 
die  perspektiv- kollineare  Figur  zu  dem  Büschel  der  Kreise,  wenn 
man  D  als  Mittelpunkt,  EA^  als  Axe  der»  Kollineation,  und  A  als 
entsprechend  dem  unendlich  fernen  Punkt  P  der  DE  annimmt. 
Der  «1  entspricht  dann  die  AA^y  den  imaginären  Kreispunkten  auf 
a^  die  imaginären  Grundpunkte  des  Büschels  der  Hyperbeln  h  wiiAA^ 
wobei  die  ideellen  Doppelpunkte  der  Involution  konjugirter  Punkte  auf 
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beiden  Geraden  durch  die  unter  45^  gegen  DE  geneigte  Strahlen  aus 
D  auf  einander  projicirt  werden* 

Weil  alle  verzeichneten  Strahlen  des  Bfischels  D  (oder  E) 
jeden  der  verzeichneten  Kreise  derart  einteilen^  daß  die  Tangenten 
in  den  Teilungspunkten  der  Reihe  nach  mit  allen  Strahlen  parallel 
sind,  wenn  deren  Anzahl  ungerade ^  oder  paarweise  mit  abwechselnden 
Strahlen^  wenn  deren  Anzahl  gerade  ist,  so  gehen  auch  die  Tan- 
genten an  die  Hyperbeln  in  allen  ihren  verzeichneten  Punkten  durch 
alle  oder  paarweise  durch  die  abwechselnden  Punkte  der  Geraden 
AA^,  welche  die  Strahlenbüschel  D  und  jE^  auf  diesem  ihren  Per- 
spektiven Schnitte  erzeugen.  Die  aus  A^  gezogenen  Tangenten  an 
einen  der  Kreise  und  eine  der  Hyperbeln  berühren  zugleich  noch 
einen  zweiten  der  verzeichneten  Kreise  bezw.  der  Hyperbeln. 

446.   Bei  der  projektiven  Übertragung  in  den  allgemeinen  Fall  vig.  259. 

Fig.  269. 


erhält  sich  die  cyklische  Projektivität     Ist  die  Involution  auf  a^ 
durch  zwei  Punktepaare  gegeben,  so  lege  man  über  der  Strecke 
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eines  jeden  Paares  als  Durchmesser  einen  Halbkreis  auf  derselben 
Seite  von  a^,  ziehe  aus  dem  Schnittpunkte  beider  als  Mittelpunkt 
einen  neuen  Kreis ;  teile  denselben  in  eine  durch  vier  teilbare  An- 
zahl gleicher  Teile,-  wobei  man  von  den  auf  einander  senkrechten 
nach  P  und  A^  laufenden  Durchmessern  ausgeht,  ziehe  durch  die 
Teilungspunkte  die  Durchmesser,  so  schneiden  dieselben  auf  a^  die 
gewünschte  Pnnktreihe  ein.  Steht  die  Wahl  der  Punktreihe  a^  frei, 
so  kann  man  zweckmäßig  auch  Ton  einem  beliebige  Aasgangs- 
punkte aus  nach  beiden  Seiten  die  aus  einer  Tafel  zu  entnehmenden 
und   nach   einem   passenden   Maßstabe    abgegriffenen   Langen   von 

*^  Yt7^  ^^  %^'  *8  äf  •  •  •  tg  Y  auftragen  (wobei  «  eine  gerade  Zahl 
ist),  jedoch  so,  daß  Peiner  der  Teilnngspunkte  wird.  In  der  Figur 
wurde  dies  mit  den  Tangenten  Ton  1 1^,  22^,  33|, . . .  90^  aus- 
geführt. Die  Reihe  a^  projicire  man  aus  D  und  E  durch  Strahlen- 
büschel, so  sind  diese,  wie  die  Punktreihe  a^  cyMisdh -projektiv^  und 
erzeugen  durch  ihre  Schnittpunkte  Kurven  des  Büschels,  wenn  man 
in  den  Strahlenbüscheln  so  fortschreitet,  daß  diese  gleich  gerichtete 
Punktreihen  auf  a^  erzeugen.  Sie  selbst  sind  dabei  gleich  oder  un- 
gleich gerichtet,  je  nachdem  a^  die  unendliche  Strecke  D  •  E  oder 
die  endliche  DE  schneidet. 

Die  gezeichneten  Strahlen  schneiden  sich  paarweise  noch  in 
der  Geraden  ÄA^  (wobei  DEPA  harmonisch),  und  weun  man  AAi 
an  die  Stelle  vQn  a^  setzt,  so  liefert  dasselbe  Netz  noch  ein  zweites 
Kegelschnittbüschel« 

Die  Tangenten  in  den  Netzpunkten  an  die  Kurven  des  ersten 
und  zweiten  Büschek  gehen  bezw.  durch  alle  oder  durch  abwechselnde 
Teiluogspunkte  der  Reihen  a,  bezw.^^^;  die  durch  A^  selbst  gehenden 
Tangenten  berühren  je  zwei  der  verzeichneten  Kurven  dessel  ben  Büschels. 

447.  Die  Aufgabe,  Kurven  einer  KegelsctiniUschaar  mit  moei 
reellen  und  ewei  imaginären  Tangenten  zu  verzeichnen  y  kann  leicht  in 
Fi«.26o.reciproker  Weise  zur  vorhergehenden  Aufgabe  gelöst  werden.  Gelten 
die  Bezeichnungen  wie  in  Fig.  253,  sind  also  AT),AD^  die  reellen 
l'angenten  und  sind  von  der  gleichlaufenden  Strahleninvolution  A^ 
zwei  Paare  zugeordneter  Strahlen  gegeben,  welche  auf  der  Tangente 
AD  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte  einer  Punktinvolation  be- 
stimmen, wovon  AD  das  eine  ist,  so  suche  man,  wie  in  der  vorigen 
Nr.  den  Punkt,  aus  welchem  diese  Punktin volulion  durch  eine  recht- 
winklige Strahleninvolution  projicirt  wird,  zeichne  aus  diesem  Punkte 
Stralilen,  welche  den  gestreckten  Winkel  (180^)  in  eine  gerade  An- 
zahl (8)  gleicher  Teile  teilen,  und  von  denen  einer  durch  A  und 
dann  auch  einer  durch  D  geht.    Diese  Strahlen  bestimmen  auf  .^D 
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die  gewünschte  Punktreihe  1234(/>)5678(il),  welche  man  dann 
aus  ^i  auf  ADi  in  li2,3,4,(Di)5i6i7i8i(^)  projicirt  Die  Kegel- 
schnitte der  Schaar  hüllen  nun  die  Geraden  ein,  welche  auf  AD 
und  ÄD^  jene  Punktreihen  in  ihrem  gegebenen  Sinne  beschreiben, 
R.B.  die  15ji,  26„  37i,  48„  ölj,  62^,  73„  84^.   Die  BerOhrungs- 

Fig.  260. 


punkte  dieser  Geraden  liegen  allein  oder  zu  zweien  auf  den  Strahlen 
aus  A^,  welche  alle  oder  die  abwechselnden  Punkte  jener  beiden 
Puiiktreihen  auf  einander  projiciren;  und  in  Punkten  der  Geraden 
rAi  schneiden  sich  je  zwei  der  gezeichneten  Kegelschnitte. 

Man  könnte  dieselben  Punktreihen  auf  AD  und  AD^  auch  aus 
P  auf  einander  projiciren,  und  wenn  man  in  dem  Sinne  dieser 
Reihen  fortschritte,  würde  man  dieselben  Geraden,  wie  zuerst,  als 
Tangenten  einer  zweiten  Schaar  Ton  Kegelschnitten  erhalten,  welche 
AD,  AD^  zn  gemeinschaftlichen  Tangenten  und  ein  Büschel  P  ge- 
meinsam koDJugirter  Strahlen  besäße.  Die  Kurven  yon  beiderlei 
Schaaren  liegen  in  den  verschiedenen  Paaren  von  Scheitelwinkeln 
der  Geraden  AD  und  AD^,  wie  in  Figur  259  die  Kurven  von 
beiderlei  Büscheln  (nur  eines  ist  verzeichnet)  die  Strecke  ED  oder 
die  E 'D  zu  einer  äußeren  Sehne  haben. 


XVL   Die  oykli80h-i>rojektiyen  Pnnktreihen  und  ilire  Anwendung 
auf  Kegolaehnittechaaren  und  BüsoheL 

448«  In  der  Nr.  445  wurden  die  einfachsten  Eigenschaften 
der  cyklisch-projektiven  Strahlenböschel  von  einer  endlichen  Anzahl 
von  Elementen  mitgeteilt  und  diese  auf  gewisse  Kegelschnittbüschel 
angewendet;  nun  ahor  soll  eine  allgemeinere  Theorie  von  cyklisch- 
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projekÜTen  Punktreihen,  ancb  mit  einer  unendlicben  Anzahl  von 
Elementen;  gegeben ,  und  als  Ersatz  der  Theorie  der  Zickzacke  bei 
allen  Eegelscbnittschaaren  und  Büscheln  benutzt  werden.*) 
Flg.  Ml,  Begriff.  Eine  BeiJ^e  auf  eina$ider  folgender  PutJcte  , . .  Ä^f, 
A^^fA^^Aj^fA^,..  auf  einem  Kegelschnitte  k  Imßt  cyJUisdi'projektiVj 
u}€nn  sie  mit  der  Beihe  projektiv  ist,  in  welcher  jeder  Punkt  der  ersten 
Beike  durcJi  seinen  folgenden  ersetzt  ist,  wenn  also 

Zus.  Es  ist  dann  auch  das  Strahlenbüschcl  cyklisch- projektiv, 
welches  die  Panktreihe  ans  irgend  einem  Punkte  des  k  projicirt 
(346);  und  ebenso  die  Beihe  der  Schnittpunkte  dieses  Bfischels  mit 
einer  Geraden. 

Die  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten  einer 
cyklisch-projektiven  Reihe  liegenden  Bogen  von  k  sollen  projektiv 
gleiche  Teile  oder  Bogen,  oder  auch  kurzweg  Teile  heißen. 

449.  8at0.  In  einer  cyklisch-projektiven  Putäctreihe  sind  gwd 
Beihen  auf  einander  folgender  Punkte  ttnter  einander  projektiv,  in 
welchen  irgend  gwei  Punkte  der  nrspriinglichen  Beilie  einander  als  ent- 
sprediend  zugewiesen  sind,  und  in  deren  jeder  der  Sinn  des  Weiter- 
9chr^tens  wUlkärUch  angenommen  wird,  oder  es  ist 

(.  .  .  A^A^A^A^  ...)««(...  AnAn-^iA^^iAn+t  .  • .) 
•■■(...  AnA^-~l  An^iAn^i  .  .  .). 

*)  Ich  Hatte  das  Torhergebende  ausgearbeitet,  als  mir  nein  Sohn  Her- 
mann, der  gerade  die  cykUsch- projektiven  Pnnktreiben  bearbeitet  halte,  die 
Vermutang  aussprach^  die  Beihen,  welche  auf  den  Karren  der  Kegelichnitt- 
•ohaaren  und  Büschel  auftreten,  seien  nicht  nur  in  dem  Falle  der  begrenzten 
Anzahl  von  Kurven  und  Punkten  (Fig.  264,  67,  58,  69,  60)  cyklisch- projektiv, 
sondern  auch  in  dem  Falle  einer  unbegrenzten  Anzahl  (Fig.  249,  61,  52,  5S, 
65,  56),  und  die  dabei  auftretenden  Qrenzpunkte  seien  solche,  auf  welche  er 
auch  bei  den  cyklisch-projektiven  Beihen  gekommen  war.  Eine  Zeichnunga- 
probe  bestätigte  dies,  und  eine  einfache  Überlegung  ergab  mir  sogleich  die 
Notwendigkeit.  Durch  diese  Anschauung  kann  wohl  eine  Vereinfachung 
der  Herleitungen  erzielt  werden;  aber  eine  Umarbeitung  ist  mir  nicht  mehr 
möglich,  da  der  Druck  des  Buches  im  Gange  ist,  und  insbesondere  eine  Neu- 
■eichnung  der  mühsamen  Figuren  zu  viel  Zeit  in  Anspruch  nehmeu  wiTrde. 
Ich  muß  mich  vielmehr  damit  begnflgen,  hier  anhangsweise  in  allgemeinen 
Umrissen  eine  geometrische,  insbesondere  konstruktive  Theorie  der  cyklisoh- 
pvojektiveu  Punktreihen  i^  der  unserem  Zwecke  entsprechenden  Bichtung  zu 
entwickeln,  luid  die  Anwendung  derselben  auf  die  Kegelschnittschaaren  und 
Büschel  im  aUgemeinen  anzugeben.  Ich  weise  dabei  auf  die  Abhandlung  des 
Herrn  lAiroith  „über  das  Imaginäre  in  der  Geometrie  und  das  Bechnen  mit 
Würfen"  (math.  Annalen,  1877,  B.  11,  8.  84)  hin,  worin  die  Punktgmppen 
(die  in  sich  selbst  zurückkehrenden  Beihen  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten) 
behandelt  und  eine  Anzahl  der  im  Folgenden  gegebenen  S&tae  für  die  Punkt- 
gruppen schon  aufgestellt  ist. 


Digitized  by 


Google 


^ 


VI»449— 450.  Die  ejkl.-proj.  Pnnktreihen  u.  i.  Anir.  i^.EijgQlschnitttcluuiNo  eto.  369 
Brno.   Es  gut  nämlich  nach  der  tot«  Nr 

was  sich  ergibt,  wenn  man  jede  dieser  Reihen  and  ihre  folgende 
bezw.  als  die  erste  und  zweite  Reihe  der  Torigen  Nammer  ansieht. 
Durch  Yergleiebong  der  ersten  Reihe  und  der  letzten  folgt  der  erste 
Teil  des  Satzes.  Da  nun  ferner  nach  dem  Bewiesenen  nnd  nach  Nr.  279 


(AnÄt^lÄn+tAn^)  ««  (-4«-8-4n-«-4*-l^)  •—  (AnA^^xAn^%An^), 
{An+lA^2An+^A^'^(Ai^^At^^A^^^Anr^l)^{A,^lAn    lAn    >  i^n    i), 


SO  schreibt  man  (278)  das  gleichzeitige  Bestehen  der  ersten  mit 
den  letzten  Ausdrücken: 

{.^Anr^lAnAn^lAn^^An^A^t''-)  ««  (,..A^iAnAn^tAn^%An^An^.>')] 

und  da  die  linke  Seite  dieses  Ansatzes  «  {...A^iA^A^A^A^A^. .,) 
ist,  so  folgt  hieraus  der  zweite  Teil  des  Satzes. 

Zus.  Es  sind  also  in  einer  cyklisch-projektiven  Punktreihe 
gleidhgerüMete  und  ungleid^gerichtete  unter  einander  projektive  Reihen 
enthalten. 

460.  Sabf.  Alle  Sdmittpunkte  je  einer  Veffnndu$yslinie  irgend 
Mweier  Punkte  Am,  An  einer  cyUisdi>^qjek(wen  Punktreihe  eines  Kegd- 
scftnittes  k  mit  der  Verbindungslinie  eu?eier  anderen  Punlie  Am+t, 
An^if  wdche  von  den  ersten  Punkten  um  gleich  viele  (2)  Teile  in  mt- 
gegengesetgtem  Sinne  entfernt  sind  (oder  mit  ihnen  dieselbe  Summe 
(m  +  n)  der  SteOeneaMen  besiteen)^  liegen  auf  ein  und  derselben,  der 
Punktreihe  eigentümlichen  Geraden  p,  deren  St^ittpunkte  A^^^  A^  mit 
k  die  Grenepunkle  der  Beihe  bilden.  Die  Gerade  p  soü  die  Axe  und 
ihr  Pol  P  Buk  der  Pol  der  cyklisdhprcjektiven  IS^nklreihe  heißen. 

So  sind  die  Schnittpunkte  D  von  AiA^,  -^o'^a*  ^^^  ^  yonv<f.Mi. 
A^A^f  A^A^  Punkte  der  Axe  p  —  A^^A^. 

Bew.  Bezeichnet  man  die  cyklisch-projektiye  Punktreihe  mit 
.  • .  AmAm-^-x ' .  >  Am'\-i  • .  •  An-~.iAn^i^i . . .  An  ^  •,  80  ist  uach  der 
▼or.  Nr. 

(AmAm+l  .  .  .  Am+l)  «-«  (-i^-jJ^-i+i  .  .  .  An). 

Daher  liegt  der  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  eines  Punktes 
Am  der  ersteren  mit  einem  Punkte  An  der  letzteren  Reihe  mit  der 
Verbindungslinie  ihrer  entsprechenden  Punkte  Ain^t,  Am+i  auf  ein 
und  derselben  Geraden  p  (326,  Ende),  wie  man  m  und  n  auch  wählen 
mag.  Diese  Gerade  ist  also  der  cyklisch- projektiven  Reihe  eigen- 
tflmlich.     Sie   schneidet  den   k  in  den  Doppelpunkten  der  beiden 

Wi€atr,  Mizimoh  der  darttollenclea  OeouMtrio.  24 
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letzteren  Reihen;  da  aber  zwei  entsprechend«  Punkte  derflelben  stets 
n  —  m  —  7  Teile  zwischen  sich  fassen,  so  müssen  diese  za  Null 
werden.  Indem  dabei  eine  endliche  Anzahl  Ton  Teilen  keine  Aus- 
dehnung besitzt,  muß  dem  Fortschreiten  der  Beihe  eine  Grenze 
gesetzt  sein,  wodurch  der  Name  ,,6renzpunkte^  begründet  ist. 

Die  SteUeneohi  eines  Orengputiktes  ist  unendlidh;  denn  wäre  sie 
endlich,  so  müßten  alle  Punkte  mit  endlichen  Stellenzahlen  in  ihm 
zusammenfallen,  während  diese  gerade  getrennt  von  einander  vor- 
ausgesetzt wurden.  In  jsfvei  gleichgeridUeten  Beilien  einer  cj/hlisch- 
profAtiven  Punktfeihe  oity^richt  jeder  OrengfAinkt  sich  sdbstj  weil  ^r 
ein  Doppelpunkt  dieser  Reihen  ist 

Fig.  8«L 


461.  Alle  Verbindungslimen  zuxier  Punkte  einer  eyUisch-prcjek^ 
iiven  Punktreihe  auf  einem  Kegdschnitle  Jk,  ßlr  welche  die  Summe  der 
ßteUeneahlen  dieselbe  ist,  schneiden  sich  in  ein  und  demselben  Punkte 
der  Axep. 

Deim  die  Geraden  A,nAn  nnd  Am-^-tAn^i  sehneiden  sich  nach 
der  vor.  Nr.  in  einem  Punkte  der. j?;  also  gehen  durch  den  Schnitt- 
punkt von  Am  An  mit  p  alle  jene  anderen  Geradeb,  welches  auch 
der  Wert  von  l  sein  mag. 

Da  nun  solche  Punkte  entsprechende  in  den  projektiven  uii- 
gleichgerichteten  Pnnktreihen 

sind,  und  die  Verbindungslinien  je  zweier  entsprechenden  Punkte 
durch  denselben  Punkt  gehen,  so  folgt  (346): 
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Trgend  zwei  aus  einer  eykliscJirprojekUven  PmMreihe  gebildete  KHr 
gleitAgericktete  BeOien  auf  einaniJer  folgender  Punkte  sind  invct/Htoriethi 
Es  folgt  dies  s^nch  unmittelbar  (296)  aus  dem  Ansätze  (449) 

In  moeien  solchen  ungleichgericIiMen  Heiken  enteprifkt  dem  einen 
Orempunkt  der  andere.  Dem  Punkte  ^4.1  entspricht  Ä^^tf  also 
für  iaesioo,  dem  A^  der  A^^. 

4ftSt«  JBine  cykUsch-prqjMive  Punktreikc  auf  einem  Kegelschnitte 
h  hat  keinen,  einen  oder  jnoei  reeUe  Gtrenapunkte^  je  nachdem  die 
Axe  p  der  Punktreibe  mit  dem  Kegelschnitte  keinen^  einen  oder 
zwei  reelle  Punkte  gemein  hat 

Säta  und  Aufgabe.  Auf  einem  Kegelschnitte  k  ist  eine  eykUsdh 
pnjjekiive  Punklreihe  durdh  vier  unßkürlich  angenommene  Punkte  he- 
sUmmty  leenn  diese  in  ihrer  Beiltenfolge  dofrsteUen  entweder  1)  iri/er  auf 
einander  folgende  Punkte  A^,  A^,  A^}  A^^  oder  2)  drei  oiuf  einander 
folgende  Punkte  und  einen  Grenzpwnkt  A^y  A^,  A^^  A^j  oder  3)  med 
auf  einander  folgende  Punkte  und  die  leiden  Grempunkte  A^,  A^,  A^, 
A-,^ydas  heißt  auch  durch  zwei  aufeinander  folgende  Punkte  A^^  A^  und 
die  Axe  p.  Man  soll  in  jedem  FaHe  weitere  Punkte  der  Beihe  konstrtUren. 

Bete.   In  den  beiden  projektiren  Punktreihon 

sind,  wenn  die  Grenzpunkte  reell  sind,  in  jedem  der  drei  Falle  drei 
Paare  entsprechender  Punkte  und  ¥dn  jedem  benachbarten  Paare 
der  eine  Punkt  gegeben^  wodurch  der  andere  bestimmt  ist.  —  Sind 
die  Grenzpunkte  imaginär,  so  sind  entweder  A^,  A^,  A^,  A4,  ge- 
geben, und  dann  findet  dasselbe,  wie  yorher,  statt;  oder  es  sind 
AiA^  und  die  Axe  p  gegeben,  und  dann  sind  ebenfalls  die  folgenden 
Punkte  der  Reihe  bestimmt,  weil  sie  nach  der  folgenden  Aufl&sung 
eindeutig  konstruirt  werden  können. 

Aufl.  Man  bestimme  zuerst  die  Axe  p  («>  A^^  A^\  wenn  sie 
nicht  unmittelbar  gegeben  ist,  nach  der  ror.  Nr.  1)  durch  D  —  J[i^„ihmi 
A^A^  (Tangente  in  A^  und  E^^  A^A^,  '^^^  (oder  einen  anderen 
Punkt  A^A^j  ^iJ,);  2)  durch  D  und  A^.  Dann  liefert  1)  1)A^ 
auf  k  den  Punkt  A^y  EA^  den  A^,  DA^  den  A^^  u.  s.  w.;  2)  die 
A^A^  auf  j>  den  E,  EA^  und  EA^  auf  k  bezw.  den  A^  und  A^  u.  s.  w.; 
3)  die  A^A^  auf  p  den  i),  DAi  auf  k  den  Ag^  A^Ag  auf  f  den  JG7, 
EAg  auf  k  den  P4  u.  s.  w* 

453.  Bei  einer  cyklisch^projektiven  Pnnktreihe  auf  einem  Kegd*- 
schnitte  k  wollen  wir  unter  dem  Weitertragen  eines  Teiles  die  Be* 
Stimmung  der  folgenden  Punkte  derjenigen  Reihe  yerstohenv  Ton 
welcher  die  Endpunkte  des  gegebenen  l'eiles  zwei  auf  einander 
folgende  Punkte  sind;  unter  der  Teilung  eines  Teiles  in  n  prqjekfie 
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fflekiie  Teäe  die  Bestimmung  tob  n  —  1  Ziriscbenponkten  auf  jenem 
Teile;  derart  daß  diese  Punkte  eine  nene  cyklisch-projektiTe  Punk^ 
reihe  bilden,  deren  jedesmaligen  n*^  Ponkte  d«r  ursprünglichen  Beihe 
angehören.  —  Das  Weitertragen  wurde  in  der  ror.  Nr.  ausgefdhrt, 
und  wir  schreiten  nun  zum  Teilen. 

Äufg.   Einen  Teil  einer  gegebenen  cyJclisch-prcjekUven  Punkireihe 
ÄiA^Ä^ . . .  projektiv  m  haUnren. 
vw,M2.        Jüfl.    Soll  in   der  Beihe  A^Ä^A^...   der   Teil  A^A^  halbirt 
werden,  so  schneide  man  AiA^  mit  jp  in  D,  siehe  aus  D  die  Tan- 

Fig.  «es. 


gente  an  den  zu  teilenden  Bogen,  so  ist  deren  Berfihrimgspunkt  ^i 
der  Halbirungspunkt,  weil  man  durch  Weitertragen  von  A<^A^  nach 
A^  und  durch  ferneres  Weitertragen  vermittelst  E  nach  A^^  A^... 
gelangt  Zugleich  liegt  A^  auf  der  Polaren  von  D,  welche  durch 
den  Pol  P  der  cyklischen  Punktreihe  und  durch  den  Schnittpunkt  der 
Tangenten  an  &  in  J^  and  A^  geht,  sowie  durch  den  Schnittpunkt 
zweier  Gegenseiten  eines  Vierecks,  das  auf  k  durch  zwei  Strahlen 
aas  i)  bestimmt  ist,  so  von  A^A^  und^^^^. 

454.  Ai^g.  Einen  Teü  einer  cyJMsdirprcgelMocn  Punktreihe  A^A^ 
in  n  projektiv  gleiche  Teile  §n  teilen. 

Aiifl,  Diese  Aufgabe  kann  im  allgemeinen,  wie  die  Gleich- 
teilung eines  Kreisbogens,  nur  ann&herungsweise  gelöst  werden. 
Man  nehme  den  ersten  Teilungspunkt  A^  nach  Schätzung  in  dem  nicht 
verzeichneten  Punkte  A'  an,  trage  A^A'  von  Aq  an  projektiv  n  mal 
weiter,  so  gelangt  man,  statt  nach  An,  nach  A^'  und  der  Fehler 
kann  durch  A^'An  gemessen  werden.  Man  mache  eine  zweite  Probe 
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mit  Ä'  und  erlialte  den  Fehler  AJi' A^\  man  trage  die  F^er  etwa 
aof  P^',  TÄ'  bezw.  von  AI  und  Ä'  an  nach  ihrem  Sinne  auf^  yer- 
binde  ihre  Endpunkte  durch  eine  Fehlerkarre^  hier  eine  Gerade,  so 
schneidet  diese  die  A  in  dem  {angenäherten  Punkte  JC"\  macht  man 
mit  diesem  nachmals  die  Probe,  so  erhalt  man  auf  'BA'*'  einen 
dritten  Punkt  der  Fehlerkurre,  der  nahe  bei  Jt  liegt,  und  durch 
die  Fehlerkurve  A'A'Ä"  wohl  genügend  genau  den  Punkt  A^,  — 
Ist  n  •->  2^,  so  gelangt  man  durch  m  inaliges  Halbiren  cum  Ziele. 

466.  Satg,  Eine  cyUidch^prqjAUve  PwMreike  eines  Kegebehnittea 
h  ohne  reelle  Grenapimkte  kann  als  die  Rrcjektion  einer  PunktreOie 
eines  Kreises  k  angesehen  werden,  deren  Teile  einander  gleid^  sind. 

Sew.   Seien  p  und  P  die  Axe  und  der  Pol  der  Punktreihe  aüfnir-tesr 
k,  so  kann  man  k,  j),  P  als  die  Projektionen  irgend  eines  Kreises 
k\  der  unendlich  fernen  Gerade  «» 

y  und  des  Ereismittelpunktes  P^ 
ansehen.  Denn  zieht  man  aus 
P  irgend  zwei  in  Bezug  auf  k 
konjugirte  Strahlen,  welche  die 
p  bezw.  in  D  und  E,  und  den 
Ä;  in  je  zwei  Punkten  schneidet, 
von  denen  je  einer  B  und  0 
sei,  und  zieht  man  ferner  aus 

P"  zwei  in  Bezug  Buf  k'  konjugirte,  also  auf  einander  senk- 
rechte Durchmesser,  welche  die  p'  in  D'  und  E\  die  k'  in  je 
zwei  Punkten  schneidet,  yon  denen  je  einer  S^  und  C  sei,  so  kann 
man  die  Vierecke  DECB  und  D'E'CB'  als  Projektionen  von  ein- 
ander ansehen  (309),  wobei  die  Projektion  von  P  der  Punkt  P" 
und  die  von  k  ein  Kegelschnitt  ist,  welcher  P'B'  und  F'C  zu 
konjugirten  Halbdurchmessern  hat,  also  mit  dem  Kreise  k'  zusammen- 
fiUli  Projiciren  sich  nun  irgend  4rei  auf  einander  folgende  Punkte 
A^j  A^j  A^  der  Cykliachen  Punktreihe  der  k  in  die  Punkte  An\  A^',  A^ 
des  Kreises  k'j  so  sind  die  Tangente  A^A^  und  die  Sehne  A^A^ 
parallel;  denn  sie  schneiden  sich  auf  der  unendlich  fernen  p\  weil 
sich  A^A^  und  A^A^  auf  i>  schneiden;  folglich  ist  A^A^  «^  ^^' 

466.  Auf  einem  Kegelschnitte  schließt  sich  eine  cyklisch'prcjdß- 
Uve  PiinktreiJie  ckne  reeUs  CrreMspurnkte,  nach  ein-  oder  mehrmaligem 
Umgange,  oder  ein  solches  Schließen  findet  nidU  statt.  Wir  sagen, 
daß  im  ersteren  Falle  ein  Teil  der  Beihe  mit  dem  ümfaüge  des 
Kegelschnittes  projektiv  in  raticnaiem  Verhältnisse  steht.  Eine  ge- 
schlossene Seihe  Ton  n  Punkten  mit  q  Umgingen  wird  hergestellt, 
wenn  man  eine  solche  von  an  Punkten  mit  einem  Umgange  bildet^ 
und  bei  der  Reihenfolge  stets  (a  —  1)  Punkte  überspringt 
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467*  Aufg.  Den  Umfang  eines  Kegdsdmttes  k  von  einem  ge- 
gebenen Rütkte  Ä^  an  in  Bejsug  OMf  eine  den  h  nicht  sehneidende  Äxe 
in  n  prqfdcüv  gleiche  Teile  gu  teilen. 

Aufl.  Man  nehme  die  Teilung  des  h  entweder  unmittelbar  nach 
Nr.  454  oder  yermittelst  des  Kreises  yor.  Ersteres  Verfahren  ist 
zweckmäßig  wenn  n  «»  2'"  oder  »<  3  •  2'%  wobei  m  eine  ganse  Zahl, 
letzteres  in  den  anderen  Fällen. 
vig.$u.  l).ünmittdbar€s  Verfahren,  a)  wenn  ««=2^.  Man  halbirt  den 
Bog^u  AqA^  {die  ganze  Kurve  k),  indem  man  A^^Aq  (die  Tangente 

Fig.  264. 


\  \\       / 

-%: '" 


der  i^)  itoAt  p  in  E  ^chnddet^  von  hier  die  zweite  Tangente  an  ,k 
legt,  wiitfae  im  Halbirungspunkte  A^  berührt  Die  Gerade  A^A^ 
schneidet  dfejp  in  D,  und  die  beiden  Tangenten  au^  D  ah  k  liefern 
die  weiteren IBÜbirungspunkte  A^fA^\  J)A^A^  und  EA^A^  schnei- 
den sich  im  Pdie  iP  der  p  und  der  Punktreihe.  Da  nun  das  um- 
schriebene Yierseit  dem  aus  der  Gleichteilung,  des  Kreises  ent- 
stehenden umschriebenen  Quadrate  entspricht,  so  erhält  man  die 
folgenden  Halbirungen  der  Teile,  durch  die  Diagonalen  jenes  Vierseits 
in  A^j  A^,  A^y  A^,  welche  Diagonalen  die  jp  in  i^  und  G  treifen.  Die 
Tangenten  aus  F  und  6^  an  X;  liefern  die  Abbildung  des  regelmäßigen 
Achtecks  «les  Kreises  und  seine  Diagonalen  die  16-Teilung  des  A;  u.  s.  w. 
b)  1^  n  a»  6,  ao  teile  man  2;  zuerst  von  ^^  aus  (eine  Figur  ist  nicht 
verzeichnet)  in  ui,  ii^  zwei  prc^try  gleiche  Teile  vermittelst  A^A^E 
und  EA^f  bestinimQ  auf  ^J^tlen -Bol  P  der  j),  und  beachte,  idaß 
bei  der  Sechsteilung  des  Kreises  eine- Behne^'^ls'  deii^fiaUMBessfr 
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Fä^  halbirt.  Motti  bestimme  daher  mSA^FA^D  die  beiden  Punkte, 
welche  von  D  bezw.  dnrch  P,  A^  und  P,  A^  hannonisch  getrennt 
sind;  die  ans  £  nlieh  ihnen  gezogenen  Strahlen  liefern,  nebst  A^^  A^, 
die  Sechsteilung  des  h  Doteh  fortgesetstee  Halbiren  erhSlt  man 
S .  2»  Teile. 

2)  Mittdst  des  Ereises,  Nachdem  man,  wie  soebeu  P  and  JD,  EyW\g.vii, 
F,  G  anf  p  bestimmt  hat,  so  daß  vier  Strahlen  aus  P  nach  diesen 
Pankten  die  Achtteilnng  auf  h  bewirken,  beschreibe  man  über  DE 
und  FG  als  Durchmesser  je  einen  Kreis ,  deren  einer  Schnittpunkt 
P'  sei,  ziehe  aus  P'  Halbstrahlcn,  welche,  ausgehend  von  dem  Halb- 
strahle P^DA^'y  den  vollen  Winkel  von  360^  in  n  gleiche  Teile 
teilen,  und  lege  durch  deren  Schnittpunkte  mitjp  die  entsprechenden 
Halbstrahleu  aus  P,  so  teilen  diese  den  k  von  Aq  aus  in  n  pro- 
jektiv gleiche  Teile.  Denn  durch  drei  Paare  entsprechender  Strahlen 
aus  P  und  P',  wozu  sieh  noch  ein  vierter  harmonischer,  von  jenen 
abhangiger  gesellt,  welche  n&ch  den  vier  harmonischen  Punkten 
D,  Ey  Ff  G  laufen,  ist  die  projektive  Beziehung  zwischen  k  und  V 
hergestellt  (wobei  sich  die  Achtteilung  überträgt);  die  durch  die 
Teilung  der  860^  und  des  Kreises  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
p  hervorgebrachte  Punktreihe  ist  aber  perspektiv  auf  p  übertragen. 

458.  Säte.  Eine  cykliedi 'projektive  Punktreihe  mit  einem  em-Fig.wa, 
eigen  Gremspürikie  A^  mf  einem  Kegdechnitte  k  ist  harmonisch^  d.  7«. 
ifyend  drei  (i/yf  einander 
fügende  Punkte  A^y  -4,,  A^ 
ymd  der  OrentpmM  A^ 
Uegcnharmonted^;  dieBeihe 
hmn  durdh  PrejäMon  einer 
harmmischeny  insbesondere 
einer  gJädigeteilten  Punkt- 
reihe  einer  Gertukn  msAi^ 
erhaUen  werden. 

Bew,  Die  Aze  p  der 
Punktreihe  berührt  in  die-    /^  ^  ^- 

sem  Falle  den  Kegelschnitt  k  in  A^.  Da  sich  nun  A^A^  tmd 
A^A^  in  einem  Punkte  D  der  j?  schneiden,  so  sind  \il|^il^J[« 
vier  harmonische  Punkte  (301;  348,  3)),  die  aus  jedem  Punkte  des 
ky  so  auch  ans  ^  auf  eine  Gerade  p  in  vier  harmonische  Punkte 
PiJBjB^J}«  projieirt  werden.  Ist  g\pyi^  liegt  B^  im  Unendlichen, 
und  es  ist  B^B^ «» «^t-^s»  ^^^  irgend  zwei  benachbarte  Strecken 
auf  g  sind  einander  gleich. 

459.  Begriff  f0id  Säte.  Die  Ptojektion  einer  €yklisdhprojekHvenvi9.9tß. 
Ptmhtreihe  eines  Kegelseknittes  k  aus  ihrem  Pole  P  auf  denseBfen 


Digitized  by 


Google 


376 


VI,  469.   Projeküye  G6ometrie. 


Kegdschnitt  ist  wieder  eine  cyklisch-prcjektive  Punklreüie,  welclie  mit 
iäer  ersterm  p  mr  KoUineationsaac  und  mit  ihr  P,  p,  J~«>  ^<x>  ^^ 
JBöly  Axe  und  Orenjfpunkk  gemein  hat.  Zwei  entsprechende  Ponkte 
^0oUe^i  mit  derselben  Stellenzahl  bezeichnet  werden.  So ^^ 4/;  Aft,  An* 

Fig.  266. 


Es  ist  nämlich  hierbei  die  Projektion  von  k  mit  dem  Mittel* 
punkte  P  und  der  Axe  p  der  Eollineation  wieder  h  (346^  Ende), 
woraus  alle  Aussagen  folgen. 

Beide  Beäien  heißen  einander  Jiarmoniscli  zugeordnete  und  haben  die 
Eigenschaßf  daß  mvei  entsprechende  Punkte  An,  An'  derselben  durch  jstvei 
projektiv  gleu^  tveit  abstehende  Punkte  der  einen  oder  der  andern  BeihCy 
nämlid^  durch  An-^ty  An+i,  oder  durch  A'n^i,  Än^i  harmomsä^  getrennt 
sind.  So  A^,  A^  durch  ^j  .^;  A^,  A^\  A^\  A^  u.  s.  w.  Denn  A^A^, 
AqA^...  gehen  mit  A^A^  durch  denselben  Punkt  D  der  p  (451);  durch 
D  gehen  auch  .^^'^g'  und  A^A^  ...  als  den  ersteren  Linien  entspre- 
chend; daher  ist  JD  der  Pol  von  A^A^j  woraus  der  Satz  folgt  (343,  3)). 

Schneiden  sich  bei  zweien  harmonisch  zugeordneten  cgklischrprojiäi- 
tiven  Pünktreiheny  die  sich  unter  dnande^-  entdeckenden  Linien  A^An 
und  ÄmA!ny  sowie  A^^iAn^i  und  jC-f  i^»-;  ^  dem  Punkte  D  der  Ase, 
so  sclmeiden  sich  die  hei  der  Ptqjektu^n  der  k  ans  P  auf  sidh  selbst 
sich  ebenfalls  unter  einander  entsprechenden  ILinien  A^J^  und  A'^Anj 
saune  Am^iÄn-^i  und  A^-^iAn^i  in  demüPunkte  1/  der  Axe,  welcher 
m  D  in  Bezug  aiuf  k  kortjugirt  ist 

So  gehen  A^A^,  A^A^',  A^A^y  A'-^/  durch  D,  daher  AyA^^ 
A^A^y  A^A^y  Al^A^  durch  D  —  Denn  das  YierB^  Ji^A^A^A^ 
zeigt,  daß  PDBf  ein  Polardreieek  zu  k  ist. 
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Zu8.  Es  projicireD  sich  daher  beide  zugeordnete  Reihen  aus 
jedem  Punkte  der  p  auf  einander ,  wenn  dieser  Punkt  auf  der  Ver- 
bindungslinie eines  Punktes  der  einen  mit  einem  Punkte  der  andern 
Reihe  liegt. 

460«  Sat0.  Eine  cjßdikh^prcjjdOwe  Riiiktreffie  eines  Kegehchmties 
ist  dutrch  vier  beHdnge  Ptmkte  ixm  ihr  selbst  oder  von  der  ihr  ha/rmo- 
nisch  0ugeordneten  Beihe  bestimmt,  m  welchen  die  SteUenecMen  gegd>en 
sind.  Die  Konstruktion  der  Funktreihe  kann  im  äUgemeinen  mir 
annähenmgsweise  ausgeführt  werden. 

Bew.  Sind  J^,  Äi,  Äm^Än  die  gegebenen  Punkte  ein  und  derselben 
Reihe,  Wobei  die  Punkte  JLi;  jlm»  ^  in  demselben  Sinne  bezw.  um 
Z,  m,  n  Teile  von  A^  entfernt  sind,  so  schätze  man  zwei  Punkte 
^«-m;  Äi«— I  ein;  dann  sind  die  Schnittpunkte  von  Ä^Ä^  mit  An^„^Äm 
und  Yon  Ä^A^  mit  Am-^iAi  zwei  angenäherte  Punkte  der  Axe  p 
(450).  Betrachtet  man  ihre  Verbindungslinie  als  angenäherte  Axe 
und  teilt  mit  dieser  den  Bogen  Ä^An  in  n  projektiv  gleiche  Teile, 
in  welche  Teilung  aber  dann  die  Punkte  At  und  Am  im  allgemeinen 
nicht  hineinpassen  werden,  so  kann  man  verbesserte  Lagen  von  An^m 
und  Affi^i  angeben,  wodurch  man  eine  üeue  j)  erhält;  und  so  fahrt  man 
unter  Benutzung  von  Fehlerkurven,  welche  durch  die  Abstände  der 
gegebenen  und  der  durch  Teilung  erhaltenen  Punkte  Ai  und  Am  als 
Fehler  erhalten  werden,  fort,  bis  die  Fehler  verschwinden.  —  Sind 
unter  den  yier  gegebenen  Punkten  auch  solche  der  harmonisch  zu- 
geordneten Reihe,  z.  B.  Äi,  Am,  so  schätze  man  Ai,  Am  ein;  dann  sind 
die  Pole  von  AiÄi  und  von  AmA!m  die  angenäherten  Punkte  der  p, 

461.  Begriff.  Zwei  egUisch-projektive  Punhtreihen  A^A^ . . .  undvie-^f- 
B^B^. , .  desselben  Kegelschnittes  k  sollen  p^g  267. 

projektiv  gleich  oder  kurzweg  gleich  heißet^y 
wenm  sie  dieselbe  Axe  p  (und  dann  auch 
dieselben  Qremspunktc  A.«  tiiu!  A^)  be^ 
siüfen  und  unter  einander  prqjeJctiv  sind, 

so  daß  (-4-.C0  •  •  •  -^-^-^A  •  •  •  ^«o)  "^ 
(A.«  .  . .  B^B^B^B^  . . .  A^).    Dann  soll 

auch  jeder  Teil  der  einen  Reibe  mit  jedem  der  anderen  projeläiv 
gleich  heißen,  und  ebenso  zwei  Stücke  beider  Reihen  mit  der- 
selben Anzahl  von  Teilen;  so  ^^  J^  —  -4,  .ig  «=  •  •  •  «=  JBj  J5,  ■= 
B^By^^-^'j  AMAm±i  "^  BnBn±h  Harmouisch  zugeordnete  Reihen 
sind  projektiv  gleich,  so  AiA^  . . .,  ^i^' -  •  •  d«r  Fig.  266,  weil  sie 
sieh  in  einander  projiciren. 

Die  projektiv  gleichen  Reihen  soUen  gleidtgerichtet  heißen,  wenn 
sie  bei  aunchmenden  StdlenzcMen  nach  demselben  Grenzpunkte  hin  ge^ 
riMä  sind.   Sind  die  6rreMjpuniUe  reeU,  so  können  die  Reihen  gleichen 


Digitized  by 


Google 


878  Vi,  46f  -46%.   ProjeMve  Geometrie. 

oder  ungleichen  Sinn  der  Bewegung  auf  h  b^tzen.  LetsEteros  findet 
z.  B.  bei  harmonisch  zugeordneten  Reihen  (Fig.  266)  statt  Sind 
ab^r  die  Grenzponkte  imagimr,  so  nennen  wir  die  Reihen  gleich* 
gerieht«t^  wen^  sie  gleichen  Sinn  auf  k  besitzen,  weil  dies  bei  den 
hannonisch  zugeordneten  Reihen  mit  imag^arcn  Grensponkten  der 
Vall  ist  (da  hier  P  im  Inneren  von  i  liegt),  und  weil  sich  ergeben  wird, 
daß  nur  solchen  Reihen  die  übereinstimmenden  Eigenschaften  mit  den 
gleichgerichteten  bei  reellen  Grenzpnnkten  zukommen.  Daher  sind  die 
beiden  imaginären  Grengpunkte  Ä^^  und  A^  durch  die  beiden  lie- 
wfgungsHnne  auf  k  unterschieden,  indem  der  eine  Bewegungssinn  nach 
dem  einen,  der  andere  nach  dem  anderen  Grenzpunkte  hin  gerichtet  ist 
468«  Sabf.  Auf  einem  Kegelschnitte  k  ist  die  0u  einer  gegebenen 
cgkliseh^qjdcHven  Ftihktreihe  A^A^. . .  gleiche  Beihe  B^B^  . . .  dmreh 
einen  eimrigen  ihrer  Punkte  B^..,  bestimmt,  und  es  seimeiden  sich,  tcenn 
die -Seihen  durch  die  SteUewkMen  gleichgeridUet  gemacht  werden,'  die 
Geraden  A^Bn  und  Am-^iB%^i  in  einem  Punkte  D  der  Axe  p.  Aus 
diesem  Punkte  progidren  sid^  die  Pimktreihen  AuiAm+iA^-^-s .  • .  amd 
BnBu^iBn^t . . .  auf  einander  und  bilden  eine  Involution. 
ne.j67.  Bete.  Sind  die  Orenepunkte  reeü,  so  ist  nach  dem  Begriffe  der 
gleichen  gleichgerichteten  Reihen 

Ist  ein  Punkt  Bn  der  zweiten  Reihe  gegeben,  so  sind  mit  den  Grenz- 
punkten  drei  Paare  entsprechender  Punkte  gegeben,  also  ist  die  zweite 
Reihe  durch  die  erste  bestimmt*  Die  gemeinschaftlichen  Grenzpunkte 
sind  auch  die  Doppelpunkte  beider  Reihen,  p  ^»  A^^A^  ist  die 
Axe  derselben,  auf  welcher  daher  der  Schnittpunkt  D  von  AmB^, 
und  ^«4.,2?,-i  liegt  (326,  Ende> 
pig.  M&  Sind  die  Grengpuiikk  imaginäryBO  kann  man,  wenn  von  der  zweiten 
Reihe  der  Punkt  B^  gegeben  ist^  jedenfalls  eine  zu  der  Reihe  der  A  gleiche 
Fiff  268  und  gleichgerichtete  cyklisch-projektiYe 

Reihe  erhalten,  wenn  man  JS^  mit  ekiem 
beliebigen  Punkte  A^  der  ersten  Reihe 
verbindet,  A^B^^  mit  p  in  D  schneidet^ 
und  aus  D  die  Reihe  der  A  auf  k  pro- 
jicirt,  so  daß  die  Strahlen  DA^,  DA^ ... 
die  Punkte  £,,  £, . .  •  bestimmen.  Diese 
Punktreihe  1?,jBs  . . .  ist  mit  derjenigen 
der  A   als  ihre  Projektion  projektiv, 
und  daher  ebenfalls  cjkHsch-projektiv;  ihre  Axe  ist  die  der  p  ent- 
sprechende Linie,  also  wieder  p,  weil  |;  als  Strahl  aus  dem  Pro- 
jektionsmittelpunkte D  sich  selbst  entspricht 

Eine  andere  mit  A^A^-  "  gleiche  cyklisch-projektire  Punkfareibe 
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mit  dem  Punkte  B^  kann  es  aber  nidit  geben.  Denn  wSre  B^O^C^* • . 
eine  solche  Reibei  die  den  gleichen  Sinn,  wie  A^A^,*.  und  daher  auch 
wie  2?i JB, . . .  hatte,  so  wäre  {B^B^ ; . .)  —  (A^A^ . . .),  (BjC, . . .)  — 
{A^A^  . . .),  daher  auch  (B^C^Cg  . . .)  —  (A  B^B^.. .).  Beide  letztere 
Reihen  haben  2}^  zu  einem  Doppelpunkte,  mflßten  daher  noch  einen 
zweiten  von  B^  getrennten  oder  mit  ihm  zusammenfallenden  be- 
sitzen. IVojicirt  man  nun  k  in  einen  Kreis  V,  wie  es  in  Nr.  455 
geschehen  ist,  so  daß  dem  p  und  P,  die  unendlich  ferne  Gerade  p 
und  der  Ereismittelpunkt  F'  entsprechen,  so  würden  jenen  beiden 
Reihen  der  li  und  der  C  zwei  Reihen  der  B'  und  C  auf  V  ent- 
sprechen, deren  jede  unter  einander  gleiche,  aber  Ton  denen  der 
anderen  verschiedene  Teile  besäße  {B^B^^B^'B^^  G^B^^B^'C^y 
B^B^'^B^C^),  Außer  in  dem  Punkte  2//  könnten  sie,  da  sie 
gleichgerichtet  sind,  keinen  Doppelpunkt  besitzen ^  da  sich  zwei  ent- 
sprechende Punkte  immer  mehr  von  einander  entfernen;  und  auch 
in  jenem  Punkte  kann  man  sich  keine  zwei  Doppelpunkte  vereinigt 
denken.  Denn  die  Axc  beider  Reihen  wäre  dann  die  Tangente  des 
Kreises  im  Doppelpuukte  2?/;  und  mit  dieser  sind  die  Linien  B^B^ 
und  C^C^  parallel;  daher  konnten  sich  B^C^  und  B^C^  nicht  auf  der 
Tangente  treffen,  wie  es  nach  Nr.  326  (Ende)  notwendig  wäre.  Daher 
kann  es  auf  i  außer  der  Reihe  S^JB^...  keine  andere  mit  AiA^... 
gleiche  cyklisch- projektive,  den  Punkt  B^  enthaltende  Puuktreihe 
geben.  Diese  beiden  Reihen  projiciren  sich  aber  aus  dem  Punkte 
Dy  welcher  sich  als  Schnittpunkt  von  p  mit  der  Verbindungslinie 
irgend  eines  Punktes  (wie  B^  der  einen  mit  irgend  einem  (wie  A^ 
der  anderen  Reihe  ergab,  auf  einander,  und  bilden  daher  eine  In* 
volution  mit  dem  Mittelpunkte  V. 

Zus.  Irgend  iswei  Bogen  eines  Kegelschnittes  h  beißen  in  Beäug 
afif  eine  Axe  p  projektiv  gleich^  wenn  sie  sich  aus  einem  Punkte 
dieser  Axe  auf  einander  projiciren.  Sie  sind  dann  Teile  zweier 
gleichen  cyklisch-projektiven  Reihen. 

468.  HilfssatM.  Zwei  Otgeneeäen  AA\  BB>  eines  in  einen  Kegd-ng^t 
schnitt  eingeschriAenen  Vierecks  AA'BB^  herOhrai  denselben  Kegd- 
schnitt  l,  welcher  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Sdinit^^unkt  F  zweier 
oftderen  Gegenseiten  AB^  A'B  des  Tierecks  belidrig  gezogene  Gerade 
p  und  deren  Pol  P  zu  k  als  Axe  und  MittdpunJct  der  KoUineation 
mit  k  perspdciiv  liegt^  und  daher  den  k  in  den  Punkten  M  und  N 
der  p  berährL 

Bew.  Der  zu  jb  in  Bezug  auf  p  und  P  als  Axe  und  Mittel- 
punkt der  KoUineation  Perspektive  Kegelschnitt  l  berührt  den  k 
in  M'  und  N  und  ist  durch  eine  Tangente  AA*  bestimmt.  Es 
ist  also  nur  zu  bewdsen,  daß  er  auch  die  BIf  berührt.     Aus 
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dem  Schnittpunkte  F  von  AB',  A'B  ist  k  mit  sich  selbst  per- 
spektiT^  und  die  Kollineationsaxe  ist  die  Polare  von  F  tu.  k,  geht 
also  durch  den  Pol  P  der  p  und  durch  den  Schnittpunkt  8  TOn 
AA  und  BB'.    Bei  dieser  Perspektive  aus  F  entspricht  der  6e- 

Fig.  5169. 


raden  AA'  und  ihrem  Schnittpunkte  2)  mit  p  die  Gerade  BB"  ujad 
ihr  Schnittpunkt  E  mit  p.  Daher  entsprechen  sich  auch  die  ans 
D  und  E  dLU  k  gezogenen  Tangenten  paarweise,  so  DT  .und  ET, 
und  ihr  Schnittpunkt  T  liegt  daher  auf  der  EoUineationsaxe  P8. 
Ferner  entspricht  bei  der  Perspektive  von  k  und  l  (aus  P  und  p) 
der  Tangente  jDT  an  A;  die  Tangente  JOS  an  l,  dem  Punkte  Tder 
Punkt  S  (weil  PST  eine  Gerade),  und  der  Tangente  TJ?  an  X;  die 
(Gerade  SEBB",  welche  daher  eine  Tangente  an  l  ist,  was  zu  bew.  war. 

464«  Sats.  Alle  Seimen  0u  Bogen  eines  Kegelschnittes  k,  die  m 
Besug  auf  eine  Axe  p  eifiafider  projektiv  gleich  sind,  werden  von  emem 
Kegelschnitte  l  eingehüllt,  der  m  k  in  Bezug  auf  p  uM  ihren  Pol  P 
zu  k  (ds  Axe  und  Mittelpunkt  der  KoUineaUon  perspektw  liegt  und 
den  k  in  seinen  Schnittpunkten  mit  p,  d.  i.  in  den  Qrenzpmkten  der 
durch  p  und  jene  Bogen  bestimmten  cgklisdi'prqjdctiven  Punkireiken 
heriihrt.  Denn  zwei  solche  Teile  AÄ,  BB'  projiciren  sich  (462)  aus 
einem  Punkte  jP  der  p  auf  einander  (463).*) 

Mittelst  des  Kegelschnittes  l  kann  man  gleiche  Teile  auf  k  weüer 
tragen  durch  einen  dem  k  eingeschriebenen  und  dem  l  umschriebnen 
Vieleckszug. 

*)  Ebenso  folgt  aas  dem  Hil{i8«liKe  der  8a^:  Sind  ABO...,  A'VC ... 
8wei  zu  einander  prqjMive  ISuiktreihen  auf  einem  KegeMumUe  k,  so  werden 
die  Verbindungslinien  je  zweier  entsprechenden  l^MJlte  ÄÄ,  BB',  CC . .  .  von 
einem  EegdschniUe  l  eingehüllt,  weleh^r  mit  k  in  Bexug  auf  die  Aae  p  beider 
Beihen  und  deren  Pd  P  tu  k  perspektü)  Uegt^  und  den  k  in  den  Doppelpunkten 
Mund  N  beider  Beihen  berührt.  Denn  AB^^  AB  schneiden  dob  in  einem 
Punkte  JP  der  p  (S26,  Ende)« 
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465«  Sota.  Ist  eine  Schaar  van  KegdsehniUen  durch  eine  der 
S^^rven  b  utid  die  Mittelpunkte  Ä,  A^  der  BuscM  gemeinsam  kat^ 
girter  Strahlten  geg^)en  (425),  sa  erhält  man  die  beiden  durch  einen 
behängen  Tunkt  Q  der  Ebene  gehenden  Kurvest  der  Schaar ^  wenn  man 
QAy  QAi  mit  b  bezw.  in  den  Hinkten  B^  und  Bq  schneidet j  van 
diesen  ISinkten  an  Teile  weiter  trägt,  die  beliebig  groß  aber  unter  einander 
in  Beeug  auf  die  Axe  AA^^^p  projektiv  gleich  sind,  wodurch  man  die 
gleidien  eykUsch-prcjektiven  Punktreihen  B^^B^B^ . . .,  B^^B^B^  . . . 
erhäU,  und  diese  durch  Strahlenbüschel  bcew.  am  A  und  A^  prqficirt; 
die  Schfnttpunkte  der  Strahlen  AB^^,  AB^ . . .  benw,  mit  denen  A^B^, 
AxBl . . .  gdriiren  dann  dem  einen,  und  ihre  Schnittpunkte  beaw.  mit 
AiB^j  A^SLi . . .  dem  anderen  der  beiden  durch  Q  gehenden  Keg^ 
schnitte  der  Schaar  an.  Dieselben  StraUenbäschd  bestimmen  »ugkich 
alle  die  Kurven,  welche  durch  dm  Schnittpunkt  irgend  eines  Strahles 
des  einen  mit  irgend  einem  Strahle  des  andern  Büschels  gehen. 

Bew,  Denn  weil  jede  Kurve  der  Schaar  mit  b  perspektiv  liegt, 
sowohl  aus  A  wie  ans  A^  als  KoUineationsmittelpunkt,  so  werden 
die  gleichen  Punktreihen  auf  b  in.  swei  gleiche  cjklisch- projektive 
Punktreihen  auf  jede  der  anderen  Kurven  projicirt,  welche  alle 
AAi  >»jp  zur  Axe  haben.  Und  da  diese  Reihen  Q  oder  einen  jener 
anderen  Schnittpunkte  zu  einem  gemeinsamen  Punkte  haben,  fallen 
sie  ganz  in  einander  (462),  oder  die  entsprechenden  Strahlen  der 
Büschel  schneiden  sich  auf  einer  Kurve  der  Schaar. 

466.  Ist  ein  bestimmter  Ausgangspunkt  Q  nicht  gegeben,  so 
kann  man  beide  Punktreihen  aufbin  eine  einstige  gusammenfaUen  lassen, 
die  man  aus  A  und  aus  A^  projicirt. 

Um  ein  regelmäßiges  Net0  (434)  zu  erhalten,  bei  welchem  jeder 
Strahl  aus  A  und  jeder  aus  A^  zugleich  durch  einen  Punkt  der  ur- 
sprünglichen und  einen  der  harmonisch  zugeordneten  Reihe  auf  b  geht 
(welche  Reihen  sich  aus  P,A  und  A^  auf  einander  projiciren),  bestimme 
man  ein  Paar  Punkte  beider  Reihen  durch  A  und  eines  durch  Ai.  Ist 
der  Punkt  A  (oder  A^)  ein  innerer  zu  b,  so  schneidet  die  PA  den  b  in 
zwei  Punkten  der  harmonisch  zugeordneten  Reihen,  ist  A  ein  äußerer 
Punkt,  so  thut  dies  die  Polare  von  A,  weU  sie  durch  P  geht  Die 
beiden  so  erhaltenen  Punkte  einer  jeden  der  beiden  Reihen  kann  man 
nun  entweder  als  auf  einander  folgende  ansehen  und  damit  die  Reihe 
fortsetzen,  oder  man  kann,  um  das  Netz  engmaschiger  zu  machen^ 
den  zwischenliegenden  Bogen  zuerst  in  eine  Anzahl  projektiv  gleicher 
Teile  teilen,  am  bequemsten  in  2*^  (454). 

Dabei  kann  man  stets  einen  Kreis  V  m  Grunde  legen,  auf  wel- 
chen  man  einen  willkürlich  gegebenen  oder  einen  ausgewählt  ge- 
dachten Kegclscimitt  6  projektiv  bezieht    Schneidet  die  AA^  ^^p 
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den  willkürlichen  b  in  reellen  Grenzpunkten  B^^,  B^,  so  kann  man 
V  über  B^<üB^  als  Darchmesser  ziehen  und  p  als  EoUineation^axe 
zwischen  h  und  V  benutzen.  Schneidet  AA^^=^p  den  h  nicht ^  so 
müßten;  wenn  ein  regelmäßiges  Netz  erhalten  werden  sollte,  VA 
und  PA^  den  h  in  Punkten  schneiden ,  welche  einer  Gleichteilung 
des  Umfangs  von  h  angehörten,  was  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
ist.  Man  ?erfafare  daher  wie  in  Nr.  442  und  benutze  keine  will* 
kürliche  Grundkurye  6.  Vielmehr  beziehe  man  das  Kegelschnitt« 
büschel,  das  durch  je  zwei  reelle  Tangenten  aus  A  und  A^  an  die  Kur«' 
yeu  der  Schaar  bestimmt  ist,  projektiv  auf  ein  Kegelschnittbflschel,  das 
durch  einen  Kreis  V^  eine  Teilung  desselben  in  eine  gerade  Anzahl 
gleicher  Teile  und  die  unendlich  fernen  Punkte  Ä  und  A^  be«* 
stinmit  ist,  wovon  jeder  der  Schnittpunkt  zweier  parallelen,  den 
Kreis  in  Teilungspunkten  berührenden  Tangenten  ist  Die  aus  Ä- 
und  Ai  nach  den  Teilungspunkt^n  von  V  gezogenen  Strahlen  bilden 
dann  zwei  kongruente  Parallelstrahlenbüschel,  welche  man  projektiv 
in  A,  A^  überträgt,  indem  man  noch  der  Geraden  p  die  p  ent- 
sprechen läßt  Diese  Strahlenbüschel  bilden  das  Netz.  —  Bei  Kegel- 
schnittbüscheln verfahrt  man  reciprok. 

ZVIL  Imaginftre  Projektion  iweier  Büschel  oder  sweier  Sohaaren 

von  Kegelaolmitten  auf  einander»  wenn  die  Anzahlen  ihrer  reellen 

Grandelomento  veraohieden  imad« 

467.  Betrachten  wir  zuerst  die  JSigdschniUbüscheL  Wir  werden 
finden,  daß  ebenso- wie  gleichartige  Büschel,  ä.  h.  solche  mit  der- 
selben Anzahl  reeller  Grundpunkte,  sich  stets  in  gewöhnlicher  Weise 
auf  einander  projiciren  lassen  (394),  dies  bei  ungleichartigen  Büscheln 
durch  eine  Imaginarprojektion  möglich  ist,  und  zwar  zum  Teil  durch 
eine  gegen  die  frühere  (400  £)  etwas  verallgemeinerte. 

Wegen  jener  Eigenschaft  der  gleichartigen  Kegel  schnittbüsohel 
genügt  es,  eine  einzige  Lage  der  Grundpunkte  zu  betrachten.  Symme- 
trisch in  Bezug  auf  zwei  Azen  ist  die  quadratische  Lage;  symmetrisch 
nur  für  eine  Axe,  aber  einfach  durch  die  Kreisgestalt  aller  Kurven 
ist  das  hier  gewählte  Kreisbüschel.  Indem  wir,  wie  bisher,  je  zwei 
Grundpunkte  als  Doppelpunkte  einer  Involution  auf  je  einem  der 
fi0.s7o. geradlinigen  Träger  a  und  Oj  bestimmen,  nehmen  wir,  wie  in 
Nr.  395,  2)  und  3),  den  einen  a  der  Träger  im  Endlichen,  den 
andern  a^  im  Unendlichen  an;  der  Schnittpunkt  von  a  und  a^  sei 
P  (im  Unendlichen),  zu  P  sei  A  auf  a  und  ud^  auf  a^  zugeordnet, 
so  daß  AAi  die  Polare  p  von  P  in  Bezug  auf  das  Büschel  ist;  es 
steht  hier  p  JL  a.  Die  beiden  reellen  oder  ideellen  Grundp'unkte 
auf  a  sind  D  und  E,  wobei  £A  «=  ui7>;  die  beiden  auf  €^  sind  F 
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und  G,  wobei  ^GJA^-*^^  A^ÄF^  46^.  Sind  F  und  ö  reell, 
so  werden  angeorduete  Punkte  auf  a,  durch  Strahlen  projicirt^  die 
mit  AF  (and  AG)  gleiche  Winkel  bilden,  sind  P,  G  imaginär, 
durch  auf  einander  senkrechte  Strahlen.  In  Bezug  auf  reell  und 
ideell  sind  vier  Fälle  möglich:  1)  jD,  E  und  F,  G  reell;  2)  D,  E 
und  JP,  G  ideell;  3)  7),  E  reell,  F,  G  ideell;  4)  D,  JEJ  idedl,  F,  G 
reell.  Tn  jedem  Falle  erhält  man  eine  Kurve  des  Büschels  (352),  indem 
man  irgend  eine  Gerade  m  zieht,  dieselben  mit  a  in  /,  mit  a^^  in 
J^  schneidet,  auf  a  zu  J  den  zugeordneten  Punkt  K,  auf  a^  zu  Ji 

Pig.  270. 


den  zugeordneten  Ki  bestimmt,  und  KK^  '^  n  zieht,  welche  Gerade 
die  zu  JJ^  zugeordnete  heißen  soll.  JJ^  und  KK^  schneiden  dann 
die  p  in  zwei  Punkten  IT,  H^  und  sich  unter  einander  in  £;  die 
drei  Punkte  H,  U^,  L  und  die  Tangenten  EP^  H^P  bestimmen  eine 
Kurve  des  Büschels,  von  welchen  weitere  Punkte  erhalten  werden 
als  Schnittpunkte  von  Strahlen  aus  H  und  H^^  welche  die  a  (und 
auch  die  aj  in  zugeordneten  Punkten  treffen.  Man  erhält  dadurch 
in  den  Fällen  1)  JJ^,  KK^  «=  »,  die  Kur>'e  HE^LDEFG-,  2)  JJ",, 
K'K,'^n,  HH,L']  3;  JJ,,  EK;  ~  n\  UHJJ'DE^,  4j  J/,, 
K'K^  -=  h\  nif^irFG.  Die  Kurven  (i)  und  (4),  lür  welche  die 
unendlich  fernen  Punkte  F,  G  redU  sind,  sind  gleichseitige  Hyper- 
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bela^  und  entstehen  durch  zugeordnete;  also  gleichgeneigte  Strahlen 
gegen  AF  (nnd  AG)  aus  H  und  H^,  besw.  JET  und  H^  Die  Kurven 
(2)  und  (8),  f&r  welche  F^  G  ideell,  sind  Kreise  und  entstehen  durch 
zugeordnete,  also  auf  einander  senkrechte  Strahlen  aus  JET  und  U^, 
hezw.  H  und  -ff,. 

468.  Zur  Bestimmung  der  auf  j>  liegenden  Scheäd  H.n^yH^ 
benutzt  man  am  besten  als  zugeordnete  Punkte  auf  a  die  Punkte 
B,  D  oder  Ey  E,  wenn  D,  E  reell,  nnd  die  Punkte  D,  E^  wenn 
Z>,  E  ideell  sind.  Man  erhalt  dann  im  ersten  Falle  durch  Dff, 
DII^,  gleichgeneigt  gegen  DG,  die  Punkte  ff  nnd  H^,  im  zweiten  Falle 
durch  EHi  JL  Du  die  Punkte  ff  und  H^.  Sie  sind  dieselben,  weil 
^  JPi;j2;  —  ^  JffiDö  «-  ^  GJDÄ,  und  weü  im  ersten  und  dritten 
Winkel  FE  ±  GJD,  daher  auch  EH^  X  Z)ff.  Ebenso  erhält  man  im 
dritten  Falle  ff  und  ff,  durch  DH^  JL  Dff,  und  im  vierten  FaUe 
dieselben  Punkte  ff  und  ff,  durch  i)ir  und  £jff,  gleichgeneigt  gegen 
DG.  Es  ist  dann  auch  JSff,  |  JDffj,  DJST,  |  JSJffx,  ^fff,  —  H^A.  Die 
auf  j>  liegenden  Schnittpunkte  Q  von  Di^  nnd  EG,  und  Jß  von 
2)6!^  und  EF  sind  die  reellen  Doppelpunkte  der  Involution  der 
Punktepaare  ffffj  und  Eckpunkte  des  gemeinschaftlichen  Polar- 
dreiecks FQB  der  Kegelschnittbüschel  1)  nnd  2);  zugleich  sind  sie 
die  ideelle  Darstellung  der  imaginären  Doppelpunkte  der  Invo- 
lution JEfiT,  und  der  auf  p  liegenden  imaginären  Eckpunkte  des 
Polardreiecks  der  Büschel  3)  und  4). 

Weil  die  Geraden  JJ^,  KK^  die  p  stets  in  reellen  Punkten 
schneiden,  diese  aber  dem  zu  bestimmenden  Kegelschnitte  angehören, 
so  erhält  man  durch  die  Konstruktion  der  vorigen  Nr.  alle  die 
Kegelschnitte  der  viererlei  Büschel,  welche  p  in  reellen  Punkten 
schneiden,  für  welche  daher  P  ein  äußerer  Punkt  ist  Dies  gilt 
aber  für  alle  Kurven  der  drei  letzten  Arten  von  Büscheln,  weil  bei 
ihnen  wenigstens  eine  der  Geraden  a,  o^  eine  äußere,  also  P  ein 
äußerer  Punkt  und  p  eine  schneidende  Gerade  ist;  während  bei  der 
ersten  Art  es  auch  Kurven  gibt,  welche  P  zu  einem  inneren  Punkte 
haben,  wie  die  Hyperbel  DBEB^.  Für  diese  kann  man  DF  und 
EG  oder  DG  und  EF  als  die  beiden  Träger  der  Grundpnnkte  an- 
nehmen, wobei  P,j>  durch  Q,  q  oder  iZ,  r  ersetzt  werden.  Für  die 
verschiedenen  Lagen  dieser  Kurven  (gleichseitige  Hyperbdn)  be- 
wegt sich  der  Mittelpunkt  von  Q  durch  A  nach  Jß;  für  die  Hyper- 
beln DSEH^  bewegt  er  sich  von  E  durch  A^  nach  Q. 

469.  Hierdurch  ist  eine  übereinstimmende  Entstehungsweise 
aller  Arten  von  Kegelschnittbüscheln  gegeben.  Man  bemerkt  aber 
einen  engeren  Zusammenhang  der  verschiedenen  Arten.  Zunächst 
erkwnt  man,  daß  die  Kegdsehnitämckd  (1)  mit  vier  reeBen  vnd  die 
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(2):ffMt  vier  imagifiärcn  Grundpunkten  gegenseitig  Imaginärprcjektianm 
sind.  Nachdem  man  die  vier  reellen  and  die  yier  ideellen  Grand- 
pnnkte  auf  einander  projicirt  hat,  sittd  die  Büschel  in  perspeküper 
Lage  oder  honjugirt  (403)  in  Bemig  auf  den  Sd^mttpunkt  P  der  beiden 
Träger  der  Paare  von  Orundpunkten  und  dessen  Polare  p.  Von  den 
Kurven  der  Büschel,  welche  die  j>  in  reellen  Punkten  H^  H^  schnei- i^tctro. 
den,  wie  you  A^r  Hyperbel  HH^  und  dem  Kreise  HH^y  leuchtet 
dies  eiu,  da  die  ideelle  Axe  der  ersteren  auch  der  auf  HH^  senk- 
rechte Durchmesser  des  letzteren  ist  Die  anderen  Kegelschnitte 
des  eisteren  Büschels,  welche  also  die  p  nicht  schneiden,  wie 
DBFEB^G^  haben  in  Bezug  auf  P,j>  die  imaginären  Kegelschnitte 
des  zweiten  Büschels  zur  Projektion,  wie  in  Nr.  417  fUr  den.reci- 
proken  Fall  nachgewiesen  wurde,  wie  aber  auch  unmittelbar  ein- 
leuchtet, da  die  Imaginärprojektion  des  Kegelschnittes  DB  aus 
seinem  inneren  Punkte  P  ein  imaginärer  Kegelschnitt  ist  (406),  der 
durch  die  fraglichen  vier  imaginären  Orundpunkte,  den  Imaginar- 
projektionen  von  Z),  E  und  JP,  (r,  geht 

Femer  sind  die  Kegelschnittbüschel  (3)  mit  den  reellen  Grund- 
punkten D,  E  und  den  ideellen  F^  G  und  (4)  mit  den  ideellen  D,  E 
uud  den  reellen  F,  G  gegenseitig  konjugirt  in  Bezug  auf  P,  p,  wie 
dies  der  Kreis  EH^  und  die  gleichseitige  Hyperbel  HH^  zeigen. 

470.  In  etwas  erweiterter  Weise  muß  die  Imaginärprojektion 
eines  Kegelsehnittbüschels  (1)  mit  vier  reellen  oder  (2)  mit  vier 
imaginären  in  ein  solches  (3)  oder  (4)  mit  zwei  reellen  und  zwei 
imaginären  Grundpmikten  aufgefaßt  werden.  Vergleichen  wir  eine 
KurrellH^  des  Büschels  (1)  (JD,  E,  F,  O  reell),  d.  i.  eine  Hyperbel, 
mit  derjenigen  HH^  des  Büschels  (3)  (2),  E  reell,  F,  G  ideell),  d.  i. 
einem  Kreise,  welche  Kurve  mit  der  ersteren  einen  Scheitel  B  auf  p 
gemein  hat.  Jeder  der  beiden  Kegelschnitte  entsteht  aus  dem 
Büschel  der  Strahlen  aus  H  und  aus  dem  Büschel  der  zu  diesen 
Strahlen  konjugirteu  Strahlen,  als  entsprechenden;  letzteres  Büschel 
ist  i/i  bei  der  Kurve  von  (1),  H^  bei  der  von  (3);  wobei  zu  be- 
achten, daß  H^A^ÄH^  (468).  Da  beide  Kegelschnittbüschel  (1) 
und  (3)  die  Involution  DE  <«  a  gemein  haben,  so  müssen  die  dem 
BtraUe  HJLL"  konjugirten  Strahlen  E^KL  für  (Ij  und  H^KL" 
für  (3)  durch  denselben  zu  J  konjugirten  Punkt  K  der  a  gehen, 
oder  die  Strahlenbüschel  H^  und  Ü^  müssen  perspektiv  mit  der 
Axe  DE  «=  a  sein.  Bei  der  Projektion  von  (1)  und  (3)  auf  ein- 
ander ist  daher  CD  »>  a  Kollineations-  oder  Projektionsaxe  der 
erzeugenden  Strahlenbüschel. 

Die  Mittelpunkte  dieser  Strahlenbüschel,  H  und  JJ^  bei  (1), 
H  und  H^  bei  (3),  sind  zugeordnete  Punkte  zweier  Involutionen; 

WIcaoT,  Leltzbuch  dor  dumtoUenden  Oeometrie.  25 
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Hy  Hl  von  einer  ungleichlaofenden  mit*  den  reellen  Doppelpunkten 
Q,  jR]  H,  iT,  ton  einer  gleichlauienden  mit  den  ideellen  Doppelpunkten 
(^,Ii.  Diese  Involutionen,  welche  auf  derselben  Qeraden  liegen  und 
das  Punktepaar  AA^  gemein  haben ,  sind  Imaginarprojektionen  von 
einander^  wobeie  als  Mittelpunkt  und  A^  als  ein  Punkt  der  Kol- 
lioeationsaxe  oder  umgekehrt  A^  als  der  erstere  und  A  als  der 
letztere  Punkt  angesehen  werden  kann.  Es  findet  hier  eine  der* 
artige  Ei-weiteiMng  des  Begriffes  der  ImagynärprojäcHon  statt,  daß 
nicht  nur  die  Doppelpunkte,  sondern  auch  die  ganzen  die  Doppel- 
punkte bestimmenden  Involutionen  sich  auf  einander  projiciren. 

Wählt  man  nun  fär  diö  Mittelpunkte  der  Brzeugeugenden 
Strahlenbüschel  A,  A^  und  Ay  A^  unter  den  beiden  mogUohen  An- 
nahmen der  Projektiousaxe  dieselbe,  welche  für  die  einzelnen  Strahlen 
der  Büschel  die  einzig  mögliche  ist,  nämlich  a,  und  daher  A^  als 
Firojektionftmifctelpunkt,  so  erhalt  man  entsprechend  für  die  viererlei 
Projektionen  der  verschiedenen  Arten  von  Eegelschnittbüscheln  auf 
einander  folgende  Mittelpunkte  und  Axen  der  Projektion  der  er- 
zseugenden  Strahienbüschel  auf  einander: 

bei  (!)•  und  (3),  sowie  bei  (2)  und  (4):    A^  und  a, 
bei  (1)  und  (4),  sowie  bei  (2)  und  (3):    A    und  Oj. 
Daher  gilt:   Die  KeyelschniUbüschd  mit  vi^r  oder  null  redien  Grund- 
punkten  und  die  mit  ßtoci  reellen  Grrundpunkf^  sind  PrcjekHonen  van 
einander  vcrmtttAst  der  ImaginärprcjeMcn  der  Stralüetibtisdiel,  welche 
die  Kurven  der  Kegelschnittbüsrhel  ertseugen. 

471«  Die  in  den  beiden  vorhergehenden  Nummern  angew^ideten 
verschiedenartigen  Imaginärprojektionen  lassen  sich  unter  dem  zu- 
letzt beachteten  allgemeineren  Ge^icktepunktc  der  ImaginärprcjckHon 
der  enseugendeti  Strahlmibäschel  vereinigen^  so  daß  sich  beiderlei  Fälle 
nur  durch  den  Ort  des  Mittelpunktes  und  der  Axe  der  Kollineation 
unterscheiden.  Wir  wollen  den  früheren  Fall,  worin  Kegelschnitt- 
büschel (1)  und  (2)  (mit  vier  oder  null  reellen  Grundpuukten)  oder 
(3)  und  (4)  (mit  zwei  reellen  Grundpunkten)  auf  einander  projicirt 
werden,  mit  I,  den  Fall,  worin  (l)  oder  (2)  auf  (3)  oder  (4)  pro- 
jicirt wird,  mit  II  bezeichnen.  Im  I.  Falle  ist  P  der  Mittelpunkt 
und  p  die  Axe  der  KolKneation.  Daher  projiciren  sich  die  auf  p  ' 
liegenden  Punkte  einer  Kurve  in  sich  selbst,  so  if,  H^^  bei  (1)  und 
(2),  h)  J?2  bei  (3)  und  (4),  während  sich  die  auf  irgend  einem  aus 
P  gezogenen  Strahle,  so  auf  a  und  a^,  liegenden  ungleichlaufenden 
Punktiuvolutioneu  in  gleichlaufende  und  umgekehrt  projiciren,  wobei 
sich  die  reellen  Doppelpunkte  in  ideelle  und  umgekehrt  verwandeln. 
Indem  wir  aber  früher  nur  die  Doppelpunkte  beachteten,  projiciren 
tpir  nun  alle  PmJctepaare  der  einen  Involutkm  in  diejenigen  der  anderen. 
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Lassen  wir  die  Kurven  aus  den  Sirahltuibfischeln  ihrer  auf  p  übenden 
Punkte  entstehen  y  so  gehen  twei  entspreehende  Strahlen  in  (1), 
nämlich  HLJJ,,  HiLKK^  durch  die  zugeordneten  Punkte  c/'und  K 
der  ungleichlauFenden  Involution  auf  a  und  durch  die  /|,  K^  der  a^ 
während  sie  bei  {2)üVJJ^  und  B^U K'K^  sind  und  durcn  «wei 
zugeordnete  Punkte  der  gleichlaufenden  Involutionen  auf  a  und  a^ 
gehen,  so  daß  bei  der  Projektion  von  (1)  und  (2 )  auf  einander  wirklich 
der  Umtausch  dieser  Involutionen  stattfindet.  Dasselbe  gilt  bei  (3) 
und  (4)  mit  HVJJ^,  ILVKK;  und  IIL'"JJ,,  H^V'K'K,. 

Dieses  Grundsatzliche  ist  das  Gemeinsame  der  Imaymä/rprojA- 
tionen  in  beiden  FällefL  Verschieden  ist  nur  die  Jjage  des  MUfelpuhktes 
und  der  Äxe  der  KoUineatiofi.  gegen  das  GfUfidvierech  des  Büschds. 
Im  I.  Falle  sind  es  P  und  p,  im  II.  Ä^  und  a  ^oder  Ä  und  aj.  Im 
I.  bleiben  die  auf  |>  liegenden  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlen- 
büschel durch  die  Projektion  ungeilodert;  aber  die  auf  a  und  a^ 
liegenden  Involutionen,  deren  zugeordneten  Punkte  entsprechende 
StraliTen  der  erzeugenden  Sirahlenbüschel  bestimmen;  wandeln  sich 
um.  Im  IL  Falle  andern  sich  die  auf;)  liegenden  Mittelpunkte  der  er- 
zeugenden Strahlenbüschel;  sowie  die  auf  aj  liegenden  Grundpunkte; 
aber  die  Punkte  auf  a,  welche  entsprechende  Strahlen  bestimmen; 
bleiben  ungeunderi 

47*2.  Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  im  I.  Falle  vorkommende 
Entstehung  von  imaimaren  Kegelschnitten  unter  diesem  Gesichts- 
punkte zu  verfolgen.  Bei  l  werden  die  Kegelschnitte  durch  Strahlen- 
hüscbel  erzeugt;  deren  Mittelpunkte  auf  p  liegen.  In  (1)  gibt  es 
aber  Kurven,  wie  SDS^E^  welche  die  p  in  inuufinärm  Punkten 
schneiden;  und  diese  Punkte  müssen  nun  als  MiUidpufikte  der  StraMcn' 
biischel  benutzt  werden.  Dieselben  sind  die  Doppelpunkte  der  Invo- 
lution auf  p,  von  der  man  zugeordnete  Punkte  V,  IJ^  erhält;  wenn 
man  einen  beliebigen  Punkt  S  der  Kurve  aus  den  Orundpunkten  D^  E 
der  a  auf  p  projicirt;  da  DE  und  p  konjugirte  Gerade  sind  (347); 
der  Punkt  S^  der  Kurve,  welcher  auf  PS  liegt;  liefert  ebenfalls  ü 
und  Uy  Umgekehrt  kann  man  aus  U  und  U^  die  Punkte  D  und 
E  nach  S  und  ä\  projiciren,  und  aus  jedem  Punktepaare  UU^  der 
Involution  p  erhält  man  a\is  D^  E  zwei  neue  Punkte  S,  S^  der  Kurve. 
Soll  nun  das  Büschel  (1)  auf  (2)  projicirt  werden,  so  bleibt  auf  |i 
die  Involution  UU^  ungeundert,  die  reellen  Punkte  DjE  werden 
aber  ideelle,  so  daß  sich  auf  die  Gerade  SS^  eine  zu  der  Involution 
a  projektive  Involution  projicirt,  welche  daher  S,  S^  zu  ideellen 
Doppelpunkten  hai  Es  ergibt  sich  also  als  Imaginärprojektion  der 
Kurve  DSS^E  eine  imaginäre;  von  wekber  die  gegebene  in  Bezug 
auf  P,  p  die  ideelle  Darstellung  ist,  wie  es  die  Nr.  469  fordert 
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478»  In  tedproker  Weise  sind  die  vier  Arten  der  Eegelschnitt- 

schaaren  dorch  die  inTolntorischen  Strahlenbfischel  Ä,  Ä^  bestimmt, 

Fig.t7i.ihit  den  unter  45®  gegen  ÄÄ^  geneigten  reellen  oder  ideellen  Doppel- 

strahlen  d^  £\  f,  g.     Durch  ^inen  beliebigen  Punkt  M  gehen   aus 

Pig.  «71. 


ÄjAi  die  Strahlen  t,  *i;  und  deren  konjugirte  Strahlen  i,  k']  i|,  jk/ 
bestimmen  paarweise  die  zu  M  konjugirten  Punkte  iV,  N',  K\  N"\ 
wodurch  sich  MN,  MN\  MK'y  MN'"  als  Tangenten  an  je  eine 
Kurve  von  jeder  Art  von  Schaaren  ergeben.  Die  Strahlen  FM*^h, 
PNN'^\,  FN"K"^\  bestimmen  die  Scheitel  der  Kurven 
auf  jp.  Es  sind  wieder  einerseits  die  Schaaren  der  ersten  und  zweiten 
Art  von  einander^  und  die  der  dritten  und  vierten  Art  von  einander 
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Imagmärprojektiouen  in  Besng  auf  P^p.  Nennt  man  nun  Yon  einem 
der  Kegelschnitte,  z.  B.  yon  dem  durch  MN  berührten,  die  aus  P 
an  denselben  gezogenen  Tangenten  h  und  \  die  Träger  der  erzeu- 
genden Punktreihen,  weil  die  auf  ihnen  liegenden  projektiven  Punkt- 
reihen der  If  und  N  durch  die  Verbindungslinien  Jlfi^r  entsprechender 
Punkte  den  Kegelschnitt  erzeugen,  so  sind  andererseits  die  Eegel- 
sehnitte  der  ersten  und  zweiten  Art  mit  denen  der  dritten  oder 
vierten  Art  vermöge  dieser  erzeugenden  Punktreihen  A,  \  und  A,  %, 
imaginärprojektiv,  wobei  die  Reihen  sich  in  gewöhnlicher  Weise  aus 
A  oder  Ä^^  die  Träger  dagegen,  —  welche  als  A,  A^  oder  h^\ 
Paare  von  Strahlen  involutorischer  Strahlenbüschel  aus  P  bilden, 
deren  reelle  oder  ideelle  Doppelstrahlen  g,  r  (r  im  Unendlichen) 
sind,  —  sich  in  imaginärer  Weise  in  Bezug  auf  A  und  ^^P,  oder 
in  Bezug  auf  A^  und  AP  als  Mittelpunkt  und  Axe  der  EoUineation 
auf  einander  projiciren. 
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VIT.  Abschnitt. 
Beleuchtangslelire  mit  flirer  Anwendung  auf  ebenflächige  KSrper. 

L  Physikaliselie  Grundlage  der  Beleuchtungelehre. 

474.  Udi  durch  die  Abbildung  eines  Gegenstandes  auf  das 
Auge  einen  Eindruck  hervorzubringen,  der  mit  dem  Ton  ihm  selbst 
berrorgebrachten  möglichst  übereinstimmt,  muß  neben  der  Form 
auch  seine  Färbung  nachgebildet  werden,  welche  durch  die  Farbe 
und  den  Uelh'gkeitsgrad  bestimmt  ist  Die  Farbe  lassen  wir  bei 
Seite,  aber  den  Helligkeitsgrad  wollen  wir,,  soweit  es  auf  einfttche 
Weise  möglich  ist,  darzastellen  suchen,  wobei  wir  zunächst  Lieht 
und  Schatten  unterscheiden  müssen. 

Eine  Licliiqnelle  sendet  nach  allen  Richtungen  Liddsbrdlilm  i^us 
die  sich  in  einem  durchsichtigen  uad  gieichförmigen  Mittel  gerad- 
linig fortpflanzen.  Als  ein  solches  Mittel  dürfen  wir  die  Luft  bei 
so  wenig  dicken  Schichten  annehmen,  wie  sie  hier  in  Betracht 
kommen.  TrifiFt  ein  Lichtstrahl  auf  die  Oberfläche  eines  undurch- 
sichtigen Korpers,  so  ist  dieser  an  der  Stelle  des  Auftrelfens  durch 
jene  Lichtquelle  bekuclitet.  Schneidet  die  verlängerte  Linie  des 
Lichtstrahls  nochmals  die  Oberfläche  desselben  oder  eines  anderen 
KSrpers,  so  sind  die  Körper  in  allen  diesen  folgenden  Schnitt- 
punkten in  Bezug  auf  die  fragliche  Lichtquelle  im  Schatten,  und 
zwar  im  »Eigen-  oder  Selbstsf'haUm,  wenn  die  Linie  aus  dem  Inneren 
des  Körpers  ins  Äußere  tritt,  im  Schlaff scJiattenf  wenn  aus  dem 
Äußeren. ins  Linere.  Der  Kegel  oder  die  Pyramide  der  die  Ober- 
fläche'berührenden  oder  streifenden  Lichstrahlen  schließt  hinter  dem 
Körper  den  ScJkoUenrmim  ein  und  enthalt  die  Lictit-  und  Schott- 
grmztti^  und  zwar  bilden  die  Beruhrungs-  oder  Streifpunkte  die 
Eigensch^ettgrenge,  der  Schnitt  des  Kegels  mit  der  Oberfläche  eines 
ZQ  zweit  getroffenen  undurchsiclitigen  Körpers  die  Sehldgschatkn- 
grenge.  Bei  Lichtquellen,  die  als  unendlich  fern  angesehen  werden 
müssen,  wie  die  Sonne  für  Schaitenkonstruktionen  auf  der  Erdober- 
fläche, geht  jener  Kegel  in  einen  Cylinder  über 

Rein  geometrisch  genommen  stimmt  leuchtender. Ponkt^  Eigen- 
und  Schlagschattengrenze  mit  At4gey  ucihrem  und  scheinbarem  Umriß 
überein. 

476.  hie'^ndliglceit,  in  der  uns  eine  Stelle  der  Oberfläche  eines 
Korpers  erscheint,iJiängt  einerseits  von  der  Besdiaffenheit  des  AugeSf 
andererseits  aber  von  der  Menge  der  Lichtstrahlen  ab,  welche  rpn 
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dieser  Oberfläche  auf  gleicke  Fl&cheoteile  der  Netshaut  geworfen 
werden.  Diese  Lichtstrahleiuueiige  hangt  aber  zunächst  von  der 
Stärke  der  BeUucMung  ab,  welche  die  Fläche  durch  eine  ursprüng- 
liche Lichtquelle  und  durch  die  Reflexe  anderer  beleuchteten  Flächen 
erhält^  sodann  yon  dem  Bückstrahiungsvermögeny  das  im  allgemeinen 
mit  der  Richtung  des  zurückgeworfenen  oder  Sebstrahles  g?gen  die 
Oberfläche  wechselt^  und  endlich  auch  unter  UmstiLnden  von  der  Ent-  . 
femung  des  Oegenstandes  vom  Aiiffe,  Bestimmen  wir  suerst  die  Be- 
leuchtungestdrke  einer  Fläche. 

Besitzt  eine  LicJitqudle  L  einen  Abstand  r  von  einem  Flächen- vif.r2 
elemente  f^  ist  £  der  Einfallswinkel,  d.  i.  der  ».    ^.^ 

Winkel  des  einfallenden  Lichtstrahls  mit  der  ^         v 

Flächennormale,  und  legt  man  aus  L  als  \_.-.^-->^r-T7 

Mittelpunkt   zwei   Kugeln    mit    den    Halb-    c>-*KH=SHäi2Zl2r 
messem  r  und  1,  so  sind  die  Flächeninhalte  /  j 

der  Ausschnitte,  welche  der  Kegel  des  aui 

/  auffallraden  Lichtbüschels  aus  beiden  Kugeln  bildet,  bezw.  foosB 
und  -1-  feoB  e,  und  daher  die  Menge  b  der  die  /*  beleuchtenden  Strahlen 

b^L-prfcoHs, 

wenn  L  die  Lichtstarke  der  Lichtquelle  bedeutet,  d.  i«  die  Met^e 
der  Lichtstrahlen,  welche  sie  auf  die  Flächeneinheit  jener  Kugel 
vom  Halbmesser  Eins  wirft  Die  Menge  der  Lichtstrahlen,  welche 
auf  die  Flächeneinheit  der  Fläche  f  fallt,  nennt  man  die  Bdeudh 
tungsstärke  B  der  Fläche  in  f,  und  sie  ist 

B-j^L-^' 

Die  BeleucMufigsstärke  eines  Flächenelementes  ist  daher  mit  der  Stärke 
der  LicMquelley  mit  dem  Cosinus  des  EinfaUstdnnkels  des  LiditstraMes 
und  umgekelirt  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Elementes  wm 
der  Lichtquelle  propartionaL 

Ist  r  sehr  groß  im  Yerbältnis  zu  den  Maßen  des  beleuchteten 
Körpers,  wie  der  Abstand  der  Sonne  von  der  Erde  im  Yerhaltnis  zu 
deren  Maßen,  so  ist  Lif^  ^=^  L'  als  beständig  anzusehen,  und  es  gilt 

If  ■-■  Zr'  cos  s. 
Dabei  ist  L'  die  Lichtmenge,  welche  in  einem  Parallellichtbüschel 
Ton  einem  senkrechten  Querschnitte  gleich  der  Flächeneinheit  ent- 
halten ist,  während  L'  cos  a  den  senkrechten  Querschnitt  des  auf  die 
Einheit  der  Fläche  f  fallenden  Lichtbüschels  ausdrückt 

476.  Von  den  auf  einen  Körper  auffallenden  Lichtstrahlen 
wird  ein  Teil  Ton  demselben  als  Licht  unwirksam  gemacht,  ab- 
sorbirt,  ein  anderer  Teil  zurückgeworfen,  reflektirt,  und  bei  durch- 
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idchtigen  Eörpem  ein  Teil  dorchgelassen.  Die  Art  der  Zurückwer- 
fang  hangt  von  der  Oberfläcbenbeschaffenheit  ab,  welche  man  als 
spiegelnd  und  als  rauh  oder  matt  unterscheidet.  VoUkommeih  spie- 
gelnd nennt  man  die  Oberflache  eines  Körpers ;  wenn  derselbe  einen 
anfFallenden  Strahl  in  einer  einzigen  Richtung  surückwirft.  Es  ge- 
schieht dies  nach  dem  Spiegelungsgesetze;  nach  welchem  der  Ein- 
fallswinkel £  und  der  Ausfallswinkel  a  gleich  sind  und  in  derselben 
Ebene  liegen.  Die  Flaehennormmle  halbirt  daher  den  Tom  ein- 
fallenden und  zurfickgeworfenen  Strahle  gebildeten  Winkel.  In  diesem 
Falle  sieht  man  an  jeder  Stelle  der  Oberfläche  das  Spiegelbild  eines 
anderen  Gregenstandes.  Die  Glanzpu/nkk  sind  solche,  in  welchen  sich 
ein  Licht  spiegelt.  —  Bauh  oder  fnatt  nennt  man  die  Oberflache 
eines  Körpers,  wenn  er  das  Licht  nach  allen  Richtungen  zerstreut, 
und  vollkommen  rauh  oder  matt  wollen  wir  die  Oberfläche  nennen, 
wenn  sie  in  allen  Sehrichtungen  gleich  hell  erscheint,  also  gar  keine 
Spiegelung  zeigt.    In  Wirklichkeit  gibt  es  keine  soichen  Körper. 

477«  Unter  der  Helligkeit  eines  Oberftächepielcmenies  f  eines  Kör* 
pers  verstehen  wir  die  Menge  der  van  f  auf  die  Neteha/Hi  des  Auges 
gesendeten  Lichtes,  geteilt  durch  die  Größe  der  Fläche  des  Netshaut- 
biides  von  f.  Als  Einheit  der  Helligkeit  nehmen  wir  in  jedem  Falle 
die  einem  bestimmten  Körper  unter  bestimmten  Umständen  zu- 
kommende au;  meist  diejenige,  welche  ein,  nur  zu  denkender,  Yoll- 
kommen  matter  bei  senkrechter  Sonnenbestrahlung  (und  jeder  Seh- 
richtung) zeigt,  wenn  er  das  Rfickstrahlungsvermögen  Eins  besitzt, 
d.  L  alle  auf  ihn  fallende  Lichtstrahlen  wieder  zurückstrahlt.  Man 
nennt  eine  Lichtmenge  2,  3,  ...  nmal  so  groß  als  eine  andere, 
wenn  sie  durch  gleichzeitige  Einwirkung  Yon  2,  3, ...  n  Lichtquellen 
heryorgebracht  wird,  welche  derjenigen  des  ersten  Falles  gleich 
sind.  Es  gelten  nun  folgende  durch  Beobachtung  und  durch  Folge- 
rung bewiesene  Sätze: 

1)  Die  Helligkeit  ist  unabhängig  von  der  Entfernung  des  Gegen- 
standes vom  Äuge,  wenn  die  zwischenliegende  Luft  Mar  und  die  Ent- 
fernung nicht  mehr  als  500  Meter  beträgt,  so  daß  die  uwvoUk&mmene 
Durchsichtigiceit  der  Luft  nicht  merklidi  wird.  Auf  dieser  Voraus- 
setzung beruhen  viele  allgemein  gebräuchliche  Lichtmessungen.  Da 
aber  in  manchen  Werken  über  Beleuchtungslehre  schon  bei  Abstands- 
unterschieden  tou  weniger  als  einem  Meter  Helligkeitsunterschiede 
angenommen  werden,  hat  der  Verfasser  folgenden  Versuch  ausgeführt 
Ich  stellte  zwei  gleiche  Gipsplatten  in  gleicher  Sehrichtung  in  Ab- 
ständen vom  Auge  auf,  die  bezw.  1,6  ur.d  4,7  Meter  betrugen,  und 
ließ  jede  durch  eine  Stearinkerze  senkrecht  beleuchten.  Die  eine  der 
Kerzen  wurde  dann  so  lange  verschoben,  bis  beide  Platten  gleich  hell 
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«neliieDeii;  oder  bis  ihre  Bilder^  die  benachbart  waren,  zu  einem  un- 
geteilten yerschmolzen;  um  dies  zu  erreichen^  ist  es  vorteilhaft,  die 
Bilder  durch  zwei  unter  einander  parallel  vor  das  Auge  gehaltene 
Brettchen  gleich  breit  einzurahmen.  Es  zeigte  sich  nun,  daß  der  Licht- 
abstand von  der  entfernteren  Platte  70  cm,  von  der  näheren  67  cm 
betrug;  es  wurde  also  sogar  die  nähere  Platte  durch  ein  etwas  näheres 
Licht  beleuchtet,  als  sie  gleich  hell  erschien.  Doch  liegt  der  Unter- 
schied ganz  innerhalb  der  Fehlergrenze.  Eine  ObeH^gung  fflhrt  zu 
demselben  Ergebnisse,  indem'  sie  zeigt,  daß  eine  Fläche  im  doppelten 
Abstände  }  der  Lichtmenge  durch  die  Pupille  in  das  Auge  sendet, 
aber  auch  ein  Bild  von  \  der  Flächengroße  auf  der  Netzhaut  erzeugt, 
wie  im  einfachen  Abstände,  so  daß  die  Helligkeit  in  beiden  Fällen 
dieselbe  ist.  —  In  Bezug  auf  den  Grad  der  Durchsichtigkeit  der  Luft 
fand  B<yugu€r^)  atif  Grund  von  Messungen  an  dem  Monde  in  zwei 
verschiedenen  Höhen  desselben,  daß  die  Helligkeit  eines  im  Zenith 
stehenden  Gestirnes  durch  den  Durchgang  durch  die  Atmosphäre  0,19 
ihrer  Stärke  verliert,  während  Lamhert*^)  bei  offenbar  anderer  Lufb- 
beschaffenheit  diesen  Unterschied  «»  0,41  fand.  Da  nun  der  Atmo- 
sphäre gleiche  Masse  und  Lichtabschwächung  zukommt,  wie  einer 
Luftschicht  von  der  gleichförmigen  Dichtigkeit,  wie  auf  der  Erdober- 
fläche, und  von  einer  Höhe  von  8000  Meter  (gleich  dem  Produkte 
der  Höhe  der  Quecksilbersäule  im  Barometer  in  das  Verhältnis  der 
Dichtigkeit  des  Quecksilbers  zu  dem  der  Luft  «*  0,76  m  X  10500), 
so  findet  man  unter  Anwendung  des  logarithmischen  Gesetzes  der 
Lichtabschwächung,  daß  eine  Lüftstärke  um  0,01  oder  1^  vermin- 
dert wird  durch  eine  Luftschicht  von  385  m  nach  Bouguer  oder  von 
154  m  nach  Lambert  (etwas  weniger  als  ^  bezw.  ^  von  8000  my 
Femer  fand  der  Verfasser  an  zwei  Gipsplatten,  deren  eine  bei  wechseln- 
dem  Lichtabstande  mit  der  festen  gleich  hell  erschien,  daß  zwei  schein- 
bar gleich  helle  Flächen  einen  wahrscheinlichen  Unterschied  von  0,02 
ihrer  HeUigkeit  besitzen.  Daher  bewirkt  eine  zwischenliegende  Schicht 
klarer  Luft  von  2. 385 «=770,  bezw,  2.154  —  308,  oder  im  Mittel  von 
etwa  500  m  Dicke  keine  bemerkbare  Verminderung  der  Helligkeit 

2)  Die  HeUigkeit  steht  unter  sonst  gleichen  Umständen  mit  der 
Beleuchtungsstärke  in  Verhältnis.  Hiemach  mQssen,  da  die  Beleuch- 
tungsstärke durch  ein  Licht  im  einfachen  Abstände  gleich  derjenigen 
von  vier  Lichtern  im  doppelten  Abstände  ist,  in  beiden  Fallen  unter 
sonst  gleichen  Umständen  auch  die  HelUgkeiten  gleich  sein«  Und 
wirklich  fand  der  Verfasser  bei  senkrechtem  Beschauen  der  beiden 
Gipsplatten  und  bei  gleicher  Helligkeit  den  Abstand  des  einzelnen 

*)  Bouguer,  traitö  d'optique,  1760  (S.  832). 
**)  Lambert,  photometria,  1760  (§  886). 
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Lichtes  =»  lOO  cm^  den  der  yier  Lichter  einmal  —■  193  cm,  ein  an- 
deresmal  «^  200  cm. 

478.  3)  Sodann  hängt  die  Hdligkeit  von  der  BicMumg  des  Aek- 
strahles  ab,  Lambert  maichte  hierüber  einen  Yerench*),  bei  dem  er 
zwei  ebene  an  einander  stoßende  PapierilSchen  dnrch  ein  in  der 
Halbirungsebene  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels  aafgestelHes 
Licht,  also  beide  ganz  gleichartig^  beleuchtete  und^beide  Flachen 
an  der  Grenzkante  gleich  hell  fand,  mochte  das  Auge  in  derselben 
Halbirungsebene;  oder  außerhalb  derselben  stehen.  Zur  genaueren 
Yergleichung  warf  er  durch  eine  an  die  Stelle  des  Auges  tretende 
Linse  die  Bilder  der  beiden  Papierflächen  auf  einen  weißen  Schirm, 
und  fand  dasselbe  Ergebnis.  Na^^  diesem  Versuche  wäre  die  HdUg- 
JceU  einer  rauhen  Kärperdberfläche  unabhängig  wm  der  ÄmfäßsridUung 
des  Lichtes^  insbesondere  von  dem  ÄusfaUswinkeis  oc. 

Da  das  Netzhautbild  eines  Flächenelementes  f  unter  sonst 
gleichen  Umständen  mit  cos  a  proportional  ist,  so  muß,  damit  die 
Helligkeit  dieselbe  bleibt,  auch  die  von  /*  in  das  Auge  gesendete 
Lichtmenge  mit  cos  a  proportional  sein;  und  dies  drückt  das  Lam- 
bertsche  Qesete  aus,  wonach  die  Menge  des  von  einem  Elemente  einer 
malten  KSrperciberfläehe  ausgesendeten  lAMes  tmter  sonst  gleichen  Um- 
ständen mü  der  Qroße  des  Flächenelementes  und  mit  dem  CosinM  des 
AusfdOswinMs  der  Lichtstrahlen  proportional  ist, 

479.  Einige  eingehendere  Versuche  über  den  Einfluß  des  Ein- 
und  Ausfallswinkels  (s,  a)  der  Lichtstrahlen  auf  die  Helligkeit  f&hrte 
Bouguer  aus.  Er  stellte  ein  Licht  und  das  Auge  möglichst  nahe 
zusammen  und  ihnen  zwei  ebene  yon  demselben  zu  untersuchende 
Stoffe  gleichartig  gebildete  Flächen  M  und  N  gegenüber,  die  nfthere 
M  unter  demselben  Ein-  und  Ausfallswinkel  £  in  der  Entfernung 
m  vom  Lichte,  die  entferntere  N  senkrecht  zu  den  Licht-  und  Seh- 
strahlen  (c  «s  a  «>«>  0),  und  veränderte  deren  Entfernung  n  so  lange, 
bis  beide  Flächen  gleich  hell  erschienen.  Nimmt  man  aU  Einheit  der 
Helligkeit  diejenige  einer  solchen  senkrecht  beleuchteten  Fläche  im 
Lichtabstande  1  an,  so  erseheinen  beide  Flächen  in  der  Helligkeit  1  :n'. 
Wäre  für  die  Jlf  das  £  —  0,  so  würde  ihre  Helligkeit  ««  1  :  w*  sein; 
bei  dem  vorhandenen  e  wird  sie  auf  l:n'  verkleinert,  so  daß  sich  die 
Helligkeiten  der  Jlf  bei  £  ««  £  und  £  «>  0  wie  m^ : «'  verhalten.  Nach 
dem  Lambertschen  Gesetze  müßte  dieses  Verhältnis  «bC08£  sein;  Bou- 
guer**) fand  aber  für  drei  verschiedene  Stoffe  die  Werte  der  folgenden 
Tabelle,  in  welcher  zur  Vergleichung  auch  die  Werte  von  cos  £  und 
cos'  £  eingesetzt  sind«   Alle  diese  Zahlen  wurden  mit  1000  mnltiplicirk 

•)  A.  a.  0.  §  700. 
•*)  A,  a.  0.  S.  165. 
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Die  BeobachtungHzahlen  sind  in  Fig.  273  auf  den  8trabIenlinienFJg.87s. 
aufgetragen  und  durch  eine 
Kurve  verbunden;  dabei  ist  die 
auf  der  Flache  AB  Senkrechte 
C/7»-1000.  Man  sieht^  daß  das 
Lambertsche  Gesetz  mit  diesen 
Beobachtungen  nicht  überein- 
stimmt; nach  ihm  müBten  die 
Helligkeitszahlen  »- 1000  cos  a,  ^^ 
also  die  Kurve  ein  Kreis  vom 
Durchmesser  CD  sein.  Bou- 
gner  erklärt  die  Zerstreuung 
des  Lichtes  durch  eine  matte 
Oberflache,  indem  er  diese  aus 

Facetten  oder  ebento  Flachen-  ^  v  n 

.ttQckchen  bestehen  läßt,  die  alle  Sichtungen  besitzen  und  das 
Licht  spiegeln.  Er  bestimmt  aus  seinen  Versuchen  die  Gesamt- 
gr3ße  dieser  Flächen  fßr  jede  Richtung  und  will  daraus  die  Hellig- 
keit unter  allen  Umständen  berechnen,  wobei  er  aber  unbeachtet 
läßt,  daß  bei  zunehmendem  Einfallswinkel  des  Lichtes  gegen  ein 
solches  Flächenstückchen  die  Stärke  der  Spiegelung  in  hohem  Grade 
wächst,  indem  nach  seinen  eigenen  Versuchen  von  1000  einfällenden 
Strahlen  zurückgeworfen  werden  der  Ueihe  nach  für  £  »s  it  ä»  0, 
20,  40,  60,  70,  80,  85,  87^*»  vom  Wasser:  18,  18,  22,  65,  145, 
833,  501,  614  (bei  {^  721),  und  von  Glas  25,  26,  34,  112,  222, 
412,  543,  584  Strahlen. 

480.  Die  Beobachtungeil  von  Booguer  können  mit  dem  Lam- 
bertschen  Gesetze  nach  der  Meinung  des  Verfassers  in  folgender 
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Weise  im  Wesentlichen  in  Einklang  gebracht  werden.  Die  Ober- 
flächen der  wirklichen  Körper  liegen  zwischen  den  gedachten  yoII- 
kommen  spiegelnden  und  Yollkommen  matten ,  indem  sie  in  der 
Spiegelangsrichtung  der  Gesamtoberfläcfae  eine  mehr  oder  weniger 
starke  Spiegelung  zeigen,  die  man  glatten  OberflächenstQckchen  Yon 
der  Richtung  der  Gfesamtoberfläche  zuschreiben  wird.  Sucht  man 
daher  die  zurückgeworfenen  Lichtstrahlen  in  die  nach  dem  Cosinus- 
gesetz zerstreuten  und  die  nach  dem  Spiegelongsgesetz  gespiegelten 
zu  zerlegen,  so  kann  dies  dadurch  geschehen,  daß  man  einen  Kreis 
Fig.»79.durch  die  Punkte  der  Kurve  legt,  welche  einem  größeren  Einfalls- 
winkel s  angehören.  Dies  gelingt  für  den  Gips  mit  einem  Kreise 
Yom  Durchmesser  CDi  «=  740,  und  dieser  Kreis  weicht  erst  bei 
Einfallswinkeln,  die  kleiner  als  20  bis  25^  sind,  merklich  von  der 
Kurve  ab.  Der  durch  740  cos  s  ausgedrückte  Teil  des  zurück- 
geworfenen Lichtes  ist  dann  zerstreut,  der  Best  gespiegelt,  und  man 
bekommt  so  für  den  Gips  folgende  Zahlen: 


00 

lö« 

30° 

46« 

60« 

76« 

rückgeworfenen  Lichtes 

1000 

762 

640 

629 

352 

194 

Zergtreutea  Liebt  ■■  740  cos  « 

740 

716 

641 

623 

870 

192 

Gespiegeltes  Licht 

260 

47 

—  1 

6 

—  18 

2 

Das  gespiegelte  Licht  ist  in  der  Figur  durch  eine  besondere  Kurve 
(7Di  dargestellt 

Weniger  gut  laßt  sich  diese  Zerlegung  für  mattes  Silber  and 
noch  weniger  gut  für  hollandisches  Papier  vornehmen.  Hier  mag 
die  Unebenheit  der  Oberfläche  eine  Bolle  spielen,  wie  auch  Bouguer 
und  Zöllner^)  die  Erscheinung,  daß  der  Mond  gegen  den  Rand 
heller  ist,  als  in  der  Mitte,  während  er  nach  dem  Cosinusgesetae 
gegen  den  Band  hin  eine  bedeutende  Verdunkelung  zeigen  müßte, 
solchen  Unebenheiten  oder  Buckeln  zuschreiben. 

481.  Der  Verfasser  hat  neuerdings  umfassendere  Versuche  über 
die  Helligkeit  Ton  mattem  Gipse  angestellt,  und  bei  jedem  der  an- 
gewendeten Einfallswinkel  die  Helligkeit  in  verschiedenen  Sehrich- 
tungen gemessen,  dabei  auch  in  solchen,  bei  welchen  die  Ausfalls- 
ebene nicht  mit  der  Eiufallsebene  zusammenföllL  Die  Bearbeitung 
dieser  Ergebnisse  und  ihre  Anwendung  auf  die  Kugel  soll  im 
U.  Bande  gegeben  werden.  Hier  will  ich  nur  Einiges  davon  mit- 
teilen,  woraus  einige  Schlüsse  gezogen  werden  sollen.    Die  Hellig- 


*)  Zöllner,  phoiometriBche  Untersuchungen,  1866. 


Digitized  by 


Google 


YII,  481^-488.  Phyiikaluche  Gruodlaga  der  Belenchiongslelire.      397 

keit  teigte  sich  stets  am  größten  in  der  Spiegelongsrichtung  oder 
in  ihrer  Nähe.  Nimmt  man  als  Einheit  die  Helligkeit  IT  bei  «  «» 
4(  OBB  0,  so  ergab  sich,  daß  bei  «  ■»  0  die  Helligkeit  IT  langsam  von 
1  bis  0;93  sank,  während  a  von  0  bis  60^  wuchs,  mid  von  da  weiter 
sank  nnd  0,6  bei  a  -^  86^^  erreichte.  Bei  c  —  d(fi  (cos  30<>  -:»  0,87) 
war  H'BaOß  m  der  Spiegelongsrichtung,  0,9  bei  a-»  60^,  blieb  meist 
zwischen  0,76  und  0,9  und  sank  auf  der  Seite  des  einfallenden  Lichtes 
bis  0,47  bei  a  «»  S6{%  während  sie  auf  der  Spiegelungsseite  ■»  0,7 
fOr  a  —  SQ^^  war.  Bei  £  —  60^  (cos  60^  —  0,5)  war  H—  1,0  in  der 
Spiegelungsrichtung,  blieb  meist  zwischen  0,45  und  0,55,  und  sank 
auf  der  Lichtseite  auf  0^  für  86|-^,  während  sie  auf  der  Spiege- 
lungsseite 0,9  für  86i^^  war.  Bei  s  -»  7b^  (oos  75^  »  0,26)  zeigte 
sich  in  der  Spiegelungsrichtung  ein  deutlicher  Glanz  von  der  Farbe 
des  (Stearin-)  Lichtes  mit  H  etwa  ■■  2,  sonst  war  H  meist  zwischen 
0,2  und  0,8,  manchmal  bis  0,4;  bei  a  »s  86|^^  war  H  auf  der  Licht- 
seite >»  0,2,  auf  der  Spiegelungsseite  1,9,  verbunden  mit  Glanz, 
neben  der  Glanzstelle  =  0,76.  Bei  s  —  86^®  (cos  86^^  —  0,07) 
zeigte  sich  ein  starker  Glanz  in  der  Spiegelsrichtung  mit  H  etwa 
«"  14,  neben  der  Glanzstelle  <»  1,9,  auf  der  Lichtseite  war  H  =  0,04 
bei  a  >»  86|-^.  —  Die  gefundenen  Zahlen  stimmen  mit  denen  von 
Bougtier  fOr  gr&ßere  Werte  von  s  nahe  überein,  während  für  kleinere 
c  Bouguers  Zahlen  größer  sind.  Die  von  ihm  benutzten  Gipsplatten 
hatten  daher  ein  größeres  Spiegelungsvermögen  und  größere  Glätte, 
als  die  unsrigen.  Vielleicht  lassen  sich  unsere  Ergebnisse  einem 
einfacheren  Gesetze  unterordnen. 

482.  Will  man  nun  die  Helligkeit  eines  Körpers  möglichst 
naturgetreu  darstellen,  so  muß  man  eine  ausgedehnte  Versuchsreihe 
über  den  Stoff  und  die  Oberflächenbeschaffenheit  ausgeführt  haben. 
So  lange  diese  nicht  vorliegt,  sprechen  die  obigen  Beobachtungen 
dafür,  daß  unter  den  anzuwendenden  einfachen  Gesetzen  das  Lomr 
bertsche  Oesetg  der  Wahrheit  am  nächsten  kommt;  nach  demselben  ist 
H^^kcoHS  zu  setzen,  worin  k  eine  Bes1»ndige,  so  daß  man  H 
mit  cos  e  proportional  nimmt  Mit  dieser  Annahme  stimmen  die 
obigen  Zahlen  ziemlich  überein,  und  man  könnte  noch  eine  Ver- 
besserung dadurch  anbringen,  daß  man  den  Glanzpunkt  durch  einen 
heileren  Fleck  auszeichnet.  Nicht  aber  stimmt  mit  den  Beobach- 
tungen das  Gesetz  überein,  das  von  Schülern  Monges  (52)  und  von 
Burmester  bei  seinen  Isophengen  (53)  angenommen  wurdc^  wonach 
H  ^Bak  cos  s  cos  a  wäre  und  der  umriß  dunkel  erscheinen  müßte. 
Wenn  auch  für  a  nahezu  »»  90^,  H  auf  der  Lichtseite  etwas  kleiner 
wird,  so  wird  es  um  so  größer  auf  der  Spiegelnngsseite. 

483.  Indem  wir  also  das  Lambertscite  Gesetz  zu  Grund  legen, 


uigitizea  Dy 


Google 


398    VJI,  483.   Belenchtungslehre  mit  ihrer  Anwendaog  auf  ebenfl.  Kdrper. 

wollen  wir  nack  ihm  zunächst  den  Begriff  des  RiickstrrJiJungsver' 

m'd<fcn$  oder   der  Albedo  und   dann  die  Helligkeit  eines  Flächen- 

Fitf.s74.elementes  /  bestimmen.    Beschreibt  man  um  /*  als  Mittelpunkt  über 

der  Ebene  von  /  eine  Halbkugel/iSSTmit  dem 
EEalbmesser  Eins,  so  empfängt  ein  Flächen* 
element  f"  derselben  von  f  durch  Bückstrah- 
lung eine  Lichtmeuge 

h  =  fBc  cos  af, 
/-^j^  Wenn  B  die  BelouchtungsstSrke  von  f  (475), 
a  den  AusfaUswinkel  Sff  des  Strahles  ff 
mit  der  Normalen  fS  zu  f,  und  c  eine  mit  dem  Rückstrahl  nngsvei^ 
mögen  der  /'  in  Verhältnis  stehende  Unveränderliche  bedeuten.  Die  Be* 
leuchtungsstarke  von  f  ist  daher  durch  hz  f^'  ^»  fJBc  co&  a  ausge- 
drückt, oder  da  fBc  für  die  verschiedeoen  Punkte  der  Halbkugel 
unveränderlich,  so  ist  diese  Beleuchtungsstärke  mit  cos  cc  pro)K>rtioual, 
also  in  S  am  größten  und  in  J  und  K  (für  a  «»  90^)  >»  ö.  Nun  ist 
f"  cos  a  gleich  der  Projektion  f"  von  f  auf  die  Ebene  von  f,  daher 
die  Summe  aller  von  f  gegen  die  Halbkugel,  d.  i«  der  überhaupt  von 
f  zurückgeworfenen  Lichtstrahlen  ««  £h  «■»  ZfBcf"  «*=»  fßeSf"  «■ 
fBcXy  da  Uf"  gleich  dem  größten  Eugelkreise.  Dies  sagt,  daß  von 
f  nach  allen  Seiten  ebenso  viel  Lichtstrahlen  zurückgeworfen  werden, 
wie  gegen  die  Fläche  n  zurückgeworfen  würden,  wenn  dieüe  Fläche 
mit  jedem  ihrer  Punkte  in  der  Normale  fS  der  f  im  Abstände  Eins 
(iuiS)  und  senkrecht  zu  dieser  Normale  angestellt  wäre.  Versteht  man 
nun  unter  dem  RückstriMungsvennogen  oder  der  Albedo  A  das  7er 
hältnis  der  Menge  Zh  der  gesamten  zurückgeworfenen  zu  der  Menge 
der  aufgenommenen  Lichtstrahlen  fB,  so  ergibt  sich 

A  ■=  c^,    c  «=  — 

Um  die  Helligkeit  votf  f  zu  bestmimen^  bezeichnen  wir  die  Ab- 
stände der  f  und  des  Netihautbildee  der  /'  vom  optischen  Mittelpunkte 
des  Auges  bezw.  mit  a  und  &,  die  Fläche  der  Pupille  mit  p,  eine  von 
der  Liehtschwächung  durch  den  Augapfel  abhängige  Verhältniszahl 
mit  f»,  so  ist  die  Menge  h  der  von/  durch  die  Pupille  auf  die  Netzhaut 
geworfenen  Strahlen,  indem  in  der  ersten  Formel  dieser  Nr.  f>  in 
der  Entfernung  a  an  die  Stelle  von  f  in  der  Entfernung  Eins  tritt^ 

A  — /-BAcüSflr-JrPr  (1) 

t  Große  di 
keit  von  f 


und,  da  die  Große  des  Netzhautbildes  —/cosir  -5-  ist,  die  Hellig- 


iZ-Ä:/^cosa-2=-B4f  <*'  (2) 
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oder  da  (475)  JB  °»  L  cos  £ :  f*, 

TT       L  A   p 

und  für  Parallelbeleuehtang  (X  :  r*  •>»  L') 

H^n  —  ^HCOBs. 

Wollen  wir  als  Einheit  der  HeUigJceit  (jB  «»  1)  diejenige  einer 
Fl&che  Yon  dem  ßückstrahlungs vermögen  J.  «^  1  annehmen,  welche 
Ton  der  im  Abstände  r  »»  1  befindlichen  Lichtquelle  von  der  Licht* 
starke  L  "»  1  senkrecht  beschienen  wjrd  {b  »» 0),  so  ergibt  sich 

l-^-fr^,  ,     (3) 

daher  aus  (2)  and  den  folgenden  Formeln,  ftir  Centralbeleuehtnng 

H'^BÄ^—coseA,  (4) 

und  für  Parallelbeleuchtung 

H^BA:^r  C09  6  A  (5) 

Die  Formel  (4)  drückt  aus:  NoA  dem  Lamherfsdim  Gesetee  ist 
die  HeUigieit  eines  FUidienelementeH  f  proportional  mit  der  StärJce  des 
beleucktenden  Lichtes^  umgeket^rt  proportional  mit  dein  Quadrate  der 
Entfernung  des  Lidiies  von  f,  proportional  mit  dem  Cosinus  des  Ein- 
faüswinkels  der  LicJttstraJden  und  mit  dem  llücksirahhmgsvermögen 
von  f;  sie  ist  aber  unalMngiy  von  dem  AusfallsunnJcd  der  Licht- 
strahlen nnd  von  der  Entfernung  des  Auges  von  f,  nnter  Voraussetzung 
einer  nicht  bemerkbaren  Lichtschwächung  durch  die  zwischenlie- 
gende Luft. 

484,   Ein  Korper  wird  außer,  durch  eine  ursprüngliche  Lichi 
quelle  auch  durch  0urückgeu:orfenes  oder  refldctirtes  Lichi ^  das  von 
anderen  beleuchteten  Körpern ,  insbesondere  der  Luft  herrührt,  er- 
hellt, und  die  Schatte«teile  empfangen  ausschließlich  solches  Licht 
Bei  Bestimmung  der  Beilexwirkungen  schließen  wir  uns  an  die  An- 
schauungen und  Entwicklungen  Zom&erfe  (photometria)  an  und  lassen 
insbesondere  das  Lambertsche  Gesetz  unbeschrankt  gelten,  zumal  die 
Abweichungen  in  vielen  Fällen  ohne  erhebliche  Bedeutung  für  den 
Reflex  sein  würden.   Empfangt  ein  Flachen- 
element /"des  beleuchteten  Korpers  die  Licht-  j^      ii«  t?« 
menge  h  von  einem  Flächenelemeute  f  des 
reflektirenden  Körpers,  ist  Jff  die  Beleuch- 
tungsstärke von  fj  e  der  Abstand  von  f  und 
/*,  und  bildet  ihre  Verbindungslinie  mit  der 
Normale   von  f  den  Einfallswinkel  «,   mit 
der  von  f  den  Ausfall      nkel  a\  ist  ferner 
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JL'  das  Rückstrahlung  syermSgen  von  f^  so  erhält  man  die  Ton  f 
auf  f  zurückgeworfene  Lichtmenge  h^  wenn  man  in  der  Formel  (1) 
der  vor.  Nr.  für  die  durch  die  Pupille  j>  auf  die  Netzhaut  zurück- 
geworfene Lichtmenge  h  die  Werte  %,  fy  B,  Äy  a,  p,  a\  ft  der  Reibe 
nach  ersetzt  durch  b,  f^  "B^  A\  a\  f  cos  €,  e^  1.  Daraus  erhält  man 
die  auf  f  erzeugte  Bestrahlungsstärke 

B  ^^-jT^^fB  cosa 5~- 

f  «     e* 

Beschreibt  man  aus  /*  als  Mittelpunkt  einen  Kegel  über  dem 
Umfang  von  f  als  LeiÜinie  und  eine  Eugel  von  dem  Halbmesser  1, 
so  ist 

das  Flächenstück,  welches  von  diesem  Kegel  aus  dieser  Kugel  aus- 
geschnitten wird;  und  die  obige  Formel  sagt,  daß  jedes  von  diesem 
Kegel  eingeschlossene  Flächenelement  von  dems*elben  Rückstrah- 
lungsYermögen  Ä  und  von  derselben  Beleuchtungsstärke  B^  wie  f^ 
das  Element  f  gleich  stark  beleuchtet,  welches  auch  seine  Entfernung 
e  und  seine  Neigung  a'  sein  möge,  da  für  alle  auch  c  dasselbe  ist; 
vorausgesetzt,  daß  die  unvollkommene  Durchsichtigkeit  der  zwischen 
f  \md  f  liegenden  Luft  keinen  merkbaren  Einfluß  übt  So  kann 
man  das  reflektirende  Element  f  auch  durch  dasjenige  f  der  Kugel 
ersetzen.  Lambert  bestimmt  nun  die  Beleuchtung  durch  eine  aus- 
gedehnte Fläche  vermittelst  einer  Integration  über  die  Kugel  hin 
(§  124  fP.),  deren  Ergebnisse  wir  durch  eine  geometrische  An- 
schauung, die  wir  schon  in  Nr.  485  anwendeten,  in  einfacher  Weise 
gewinnen  wollen.  Es  ist  wieder  /^'  cos  ^  =  f"  die  Projektion  von 
f  auf  die  Ebene  von  fy  so  daß 

s^B^^r  (1) 

wird,  d.  h.  f  erhält  durch  f  dieselbe  Beleuchtuugsslärke  JS,  wie 
von  f",  wenn  dieses  bei  demselben  B'  und  Ä'  im  Abstände  1  so 
aufgestellt  wäre  (in  S),  daß  f  und  f"  senkrecht  auf  ff"  ständen. 
Steht  aber  dem  Elemente  f  eine  ausgedehnte  Fläche  JB^  gegen* 
über,  deren  Beleuchtungsstärke  B'  und  deren-  Rückstrahlungsver- 
mögen Ä'  über  die  ganze  F  hin  beständig  sind,  so  vereinigen  sich 
die  f  zu  2^",  die  /"'  zu  F"'  und  es  ist  die  Beleuchtungsstärke  der 
f  durch  r 

B  —  B^  ur  ^  -B'  4"  ^"5  (^^ 

d.  h.:  Sieht  einem  Flüchenelemente  f  eine  ausgedehnte  Fläche  F  von 
einer  gleicfißrmigen  Beleuchtungsstärke  B'  und  etnan  glekihfonmigm 
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BikkstraMungsvermdgen  Ä  gegmüber,  90  ist  die  von  f  durdi  F  emr 
tfcmgene  BdetuAtungsstärie  B  Aenso  groß,  wie  wenn  f  durch  den- 
jenigen Teil  F"  einer  aus  f  als  MiUdpunkt  mit  dem  Halbmesser  Eins 
beschriebenen  Kugel  bdeuehtet  würde,  wekher  die  Rejektion  von  F 
aus  f  als  PrqjdUionsmitteJpmikt  ist,  oder  wie  von  der  senkrechten  Pro- 
jdction  F"'  der  F'  auf  die  Ebene  von  f,  wenn  F"  senkrecht  auf  der 
Normale  von  f  und  mit  jedem  seiner  Punkte  im  Abstände  Eins  von 
f  aufgestellt  wäre,  und  wenn  diese  Elemente  und  f  senkrecht  auf  der 
Abstandslinie  ff  ständen,  vorausgesetrt,  daß  F'  und  F"  dieselbe  Be- 
leuchtungsstärke {V)  und  dassdbe  Bückstrahhmgsvermögen  (A'),  wie 
F,  besäßen. 

Ist  F'  eine  unbegrenzte  mit  f  parallele  Ebene,  so  wird  der  pro- 
jicireude  Eegel  zu  einer  Ebene,  F'  wird  znr  Halbkugel,  F''  su 
«iniim  größten  Kreise  und  •-■«,  so  daß  man  dann  erhalt 

B  —  B'A'. 

Für  ^'  a»  1  ist  daher  die  ßeflezbeleuchtung  B  durch  die  un- 
begrenzte Parallelebene  gleich  der  unmittelbaren  Beleuchtung  B^^ 
f&r  J.' «»  ^  halb  so  groß. 

Die  von  der  unbegrenzten  mit  f  parallelen  Ebene  oder  von  der 
ganzen  Halbkugel  hervorgebrachte  Beleuchtung  nennt  Lambert  (%  100) 
die  voUe  Bdeuditung  (iUuminatio  absoluta).*} 


Wir  wollen  F" :  %  den  Bdeuehtungs^ 
räum  der  reflektirenden  Fläche  F  nennen. 

486.  Es  soü  nun  fiir  eine  durch 
gerade  Linien  begr engte  reflektirende  FUuhe 
F  der  Beleuchtungsraum  F"  :  %  bestimmt 
werden. 

Ist  M  die  Stelle  und  7  die  Ebene 
des  durch  Reflex  beleuchteten  fl&dien- 
elementes  f,  und  schneidet  die  um  M 
als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser 
Eins  beschriebene  Eugel  die  Tt  in  dem 
größten  Kreise  k  (vom  Inhalte  n),  so  ist 
die  Projektion  einer  geraden  Grenzlinie 
a'  der  F'  aus  M  auf  die  Kugel  ein 
größter  Kreis  a",  und  dessen  senkrechte 
Projektion  auf  Tt  eine  Ellipse  a"*,  deren 
große    Axe    «>  2,    und    deren    kleine 


Fig.  S76. 


vig.  i7e. 


*).  Jxim(0ft  beBcicbnei .die  tob  emam  Teil». der  Engel  gleich  der  Flftchen- 
einbett  bei  senkreohtem  GegmQbertiehen  (biai  B*)  auf  die  bei  f  befindlidie 
FUßhencinlieit  anagettrablte  Liektmeng^  (welche  wir  mit  jyjÜin  beseiolme- 
ten)  mit  Blas,  wodurch  er  die  yeile  Reienelitimg  —  u  erhält  (S  12t— ISS). 

Wlea«^«  JAhAuh  djg-däwtclliinrim  OMflwttle.  2C 
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»=  2  cos  a  ist,  wenn  a  der  Winkel  der  Ebenen  T  und  JUu\  Für  die 
Flache  JT"  der  halben  Ellipse  gut 

F^'^^ncosa,    ^":«  — ^cosa,  (1) 

'  und  fOr  die  zwei  Teile,  in  welche  die  Fläche  des  Kreises  k  durch 
die  halbe  Ellipse  geteilt  wird, 

JT'' :  «  —  i  (1  —  cos  a)  bezw.  ««  J  (1  +  cos  a).  (2) 

Ist  F'  ein  sphärisches  Dreieck  8Ii"C\  dessen  einer  Eckpunkt 
8  im:^hcitel  der  Halbkugel  liegt,  so  ist  F"'  ein  centrischer  Aus- 
schnitt M'ß"G"'  einer  Ellipse  und  zugleich  die  Projektion  des 
Kreisausschnittes  MS'.C'\  dessen  Inhalt  <»  -^  a  ist,  wenn  Bogen 
B'C  -  a.    Daher  gut  fttr  3fir"C'" 

JT   =-^acosa,     F    :  «  —  y  ^cos  a  — -^^  cos  er.       (3) 

Ist  J^  ein  geradliniges  Vieleck,  daher  F"  ein  Vieleck  Ton 
Bogen  größter  Kreise,  deren  Langen  o^,  o^...  seien,  und  deren 
Ebenen  mit  7  bezw.  die  Winkel  a^y  a^.. .  bilden,  so  zerlege  man 
F'"  durch  Grerade  aus  M  in  Dreiecke  üfa^,  Jlfa|...;  man  erhält 
dann  als  algebraische  Summe 

F"' :  «  «=  —  (a,  cos  «1  +  Oj  cos  ttji  -| —  •) 

—  —  Za  cos  «  ««  3^  2;a^  cos  «.  (4) 

Das  Vorzeichen  eines  jeden  Gliedes  wird  durch  das  von  cos  a 
bestimmt,  wobei  man  offenbar  denjenigen  der  beiden  sich  zu  180^ 
ergänzenden  Winkel  von  Ma  mit  F  nehmen  muß,  welcher  mit  der 
an  a  anliegenden  refiektirenden  Fläche  auf  entgegengesetzter  Seite 
von  Ma  liegt 

Für  sämtliche  nach  f  reflektirende  Flächen  ist  £F"  -»  sr/ 
E  {F"  : «)  =  1.  Durchläuft  man  den  Umfang  einer  jeden  F^Wn 
dem  Sinne,  daß  F'"  stets  zur  Linken  (oder  stets  .zur  Reckten)  Ifcgt, 
so  wird  jedes  d'^  im  Inneren  von  Je  (im  Oanz^ '  oder  stückweise) 
zweimal  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen,  so  daß  ixl  der 
Gesamtsumme  der  F'"  (nicht  aber  in  derjenigen  der  Beflezbeleuch- 
tungen),  a  cos  a  und  a  cos  (180^  —  a)  auftreten,  welche  sich^  gegen- 
seijtig  aufheben.  Es  bleiben  in  SF'*  dann  nur  die  Stftoke>von  l 
sti^n ,  rar  welche  «  —  0,  Zd^  —  36(y>,  Za«  cos  «  —  360^,  Z{X" : «) 
"«  t  ist,  wie  soeben  angegeben. 

48tf,,  Die  Helligkeit  IT,  welche  auf  f  durch  die  Beflexbeleuch- 
tung  von  f,  erzeugt  wird,  erhält  man  aus  den  Formeln  (4)  und  (5) 
der  Nr.  483,  indem  man  in  denselben  für  B  den  Ausdruck  (1)  der 
Nr.  484  einsetzt,  wenn  A  das  Rückstrahlungsvermögen  von  f  bedeutet. 
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und  wenn  f  Yon  einer  im  Abstände  r  aufgestellten  Lichtqaelle  Ton 
der  Starke  L  unter  dem  Winkel  $'  bestrahlt  wird ,  so  daß  B' •» 
£  CO./:  1^(475), 

Wird  aber  f  von  der  oben  bezeichneten  ausgedehnten  Fläche 
F  bestrahlt,  ^o  ergibt  sich  (484  (2)) 

ji^ffA:^A^L^Ä^~A,  (1) 

und  ist  JP'  eine  Ebene,  welche  durch  ParaUolbeleuchtung  von  der 
^Lichtütarke  V  (^  L  :  f*)  unter  dem  Einfallswinkel   s'  beleuchtet 
wird,  so  ist 

H^rcosB'A'^^^Ä.  (2) 

ff 

487,  Lambert  hat  das  Bückstrahlungsvermogen  yerschiedener 
Stoffe  dadurch  bestimmt,  daß  er  eine  mit  dem  fraglichen  Stoffe 
belegte  ebene  Fläche  an  einer  Stelle  unmittelbar  durch  ein  Lichti 
an  der  benachbarten  durch  den  Keflex  von  einer  gleichartigen  Fläche, 
welche  durch  dasselbe  Licht  erhellt  war,  mittelst  einer  Glaslinse 
beleuchten  ließ,  daß  er  an  beiden  Stellen*  die  Helligkeiten  (und  Be- 
leuchtungsstärken) durch  Verschiebung  des  Lichtes  gleich  machte 
und  dann  aus  den  gemessenen  Abständen  und  aus  der  ö&ung  und 
der  Durchsichtigkeit  der  Linse  das  Bückstrahlungsvermogen  be- 
rechnete (photometria,  §  747  ff.,  968,  984). 

Zöllner  (photometrische  Untersuchuugen,  S.  273)  hat  mit  dem 
von  ihm  konsiruirten  Polarisationsphotometer  ftlr  weiße  Stoffe  eben- 
falls die  Rückstrahlungsvermögen  verschiedener  Körper  bestimmt 
und  besonders  bei  hellen  größere  Zahlen  als  Lambert  erhalten,  und 
diese  Unterschiede  durch  die  Kontrastwirkung  des  Liusenbildes  der 
Flamme  erklärt.  Indem  wir  anfahren,  daß  Lambert  für  Schnee 
A  —  0,42  fand,  Swgifer  (trait^  d'optique,  S.  363)  dagegen  0,66—0,76 
angibt,  nehmen  wir  die  Ergebnisse  Zöllners  in  Folgendem  an,  denen 
sich  auch  eine  Beobachtung  des  Verfassers  nahe  anschließt 
Eäckstrahlmigsvermögen  (Albedo)  A: 

Frisch  gefallener  Schnee         0,78 

Weißer  gegossener  Gips 0,72 

Weißes  Papier 0,70 

Weißer  Sandstein 0,24 

Thonmergel 0,16 

Quarz -Porphyr 0,11 

Feuchte  Ackererde 0,08 

Dunkolgraner  Syenit . 0,08 

Matt-  und  tiefschwarces  Papier 0,02. 

26* 
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Die  Angaben  über  Gips  und  schwarzee  Papier  rühren  von  dem 
Verfasser  her.  Von  einer  Qipsplatte  wurde  in  dnnkel  nmhangtem 
Baume  der  eine  durch  eine  senkrecht  entgegengestellte  Scheibe  ab- 
getrennte Teif  direkt  durch  eine  Stearinkerze,  der  andere  zur  Ver- 
meidung eines  störenden  Gegenrefiexes  klein  gemachte  Teil  durch 
Reflex  Ton  einer  gleichen  Qipsplatte,  welche  selbst  durch  eine  gleiche 
Kerze  erhellt  war,  beleuchtet,  und  die  erstere  Lichtentfernung  so 
lange  yerändert,  bis  die  Helligkeiten  holder  Teile  so  nahe  überein- 
stimmten, wie  es  bei  der  etwas  gelblichen  Färbung  des  durch  Reflex 
beleuchteten  Teiles  zu  erreichen  war.  Unter  Anwendung  der  For^ 
mein  Nr.  483  (4),  486  (1)  und  485  (4)  bei  «  —  0  ergab  sich  A  =  0,7? ' 
als  Mittel  aus  0,62;  0,64;  0,71;  0,72;  0,78;  0,78;  0,79,  wobei  das 
starke  Schwanken  zum  Teil  durch  jene  ungleiche  Färbung  erklärt 
wird.  —  Das  schwarze  Papier  war  das  käufliche,  durch  s.  g.  Frank- 
furter Schwarz  gefärbte;  dasselbe  erschien  bei  senkrechtem  Beleuchten 
und  Anschauen  so  hell  wie  Gips,  wenn  die  Lichtabstände  bezw.  76 
(als  Mittel  \sm  71,  72,  80,  80,  80)  und  432  cm  betrugen,  so  daß 
sein  ROckstrahlungSTermSgen  «»  (76 :  432)^ «»  0,031  von  demjenigen 
des  Gipses,  also  -«  0,031  X  0,72  —  0,02  ist 

488.  Die  Atmos/pkäre  zerstreut  einen  Teil  der  durch  sie  fallenden 
Sonnenstrahlen  und  wirkt  dadurch  beleuchtend.  Bouguer  (a.  a.  0. 
S.  S3  fl^)  hat  Messungen  darüber  angestellt  und  folgendes  gefunden.  Die 
Helligkeit  der  Atmosphäre  ist  am  stärksten  in  der  Nähe  der  Sonne, 
besonders  bis  zu  einem  Abstände  von  3— 4^  Bei  heiterem  Hinunel 
und  einer  Hohe  der  Sonne  Ton  etwa  25^  fand  er  die  Helligkeit  der 
Atmosphäre  in  einem  Abstände  ron  der  Sonne  von  8 — 9^  yiermal 
so  groß,  als  in  einem  Abstände  von  31—32^;  die  Helligkeit  nahm 
ab  bis  zu  einem  Abstände  yon  110—120^  und  erreichte  |tn  der  der 
Sonne  gegenüberliegenden  Stelle  wieder  ein  Maximum.  —  Indem  er 
an  einer  Mauerfläche,  welche  noch  im  Schatten  lag,  dören  Ebene 
aber  die  Sonne  nahe  stand,  zwei  gleiche  Scheiben  mit  lothrechten,  auf 
der  Mauerfläche  senkrechten  Ebenen  aufstellte,  welche  im  Sonnen- 
schatten lagen,  fand  er  (S.  73),  daß  die  Fläche  heller  war,  welche 
von  dem  auf  der  Seite  der  Sonne  liegenden  Himmelsviertel  be- 
leuchtet wurde.  Diese  Angabe,  welcher  leider  die  Yerhältniszahl 
fehlt,  ist  wichtig,  indem  sie  der  gewöhnlichen  Annahme  widerspricht, 
nach  welcher  die  der  Sonne  gegenüberstehende  Himmelshälfte  heller 
sein  soll,  als  die  die  Sonne  enthaltende.  Von  der  Richtigkeit  von 
Bouguers  Angabe  kann  man  sich  leicht  überzeugen,  wenn  man  Abends 
im  Sonnenschatten  geht  oder  einen  Stab  aufstellt,  wobei  man  einen 
deutlichen,  yon  der  Atmosphäre  herrührenden,  nach  Osten  gerich- 
teten, also  yon  der  Sonne  abgekehrteoi  Schatten  bemerkt,  wonach  also 
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die  Aimosphire  auf  der  Seite  der  Sonne  die  hellere  iai  Femer  gibt 
BoQguer  an,  daß^  wie  aach  allgemein  bekannt,  die  Helligkeit  der 
Atmosphäre  nach  dem  Horizonte  hin  annimmt  (wegen  zunehmender 
Dicke  der  gesehenen  Luftschicht). 

Lambert  (a.  a.  0.  §  913)  kommt  imter  Benutasnng  Ton  Boilers 
and  von  eigenen  Beobachtungen  zu  dem  Ergebnisse,  daß  die  Be- 
UuMmgsstärke  einer  horuwUalen  Fläche  dmth  die  ganee^  heitere^ 
Atmosphäre  |  — •)>,  im  Mittel  ^  von  derjenigen  ist,  welche  durch  die 
im  Zeniih  stehende  Sonne  hervorgebracht  wftrde.  Daher  wird  auf 
einer  horizontalen  Fläche  eine  Beleuchtungsst&rke  hervorgebraeht| 
wenn  die  Sonne  im  Zenith  steht, 

durch  die  Sonne 1,00, 

durch  den  klaren  Himmel  ^  bis  1,  im  Mittel  ^     •    0,17, 

durch  die  Rückstrahlung  von  Schnee 0,78, 

und  entsprechend  von  den  anderen  E5rpem  (487).  Bei  voller  Be- 
leuchtung durch  die  unbegrenzte  Ebene  beleuchtet  also  der  durch 
die  im  Zenith  stehende  Sonne  beschienene  Schnee  4^  mal,  weißer 
Sandstein  t^-ma}^  feuchte  Ackererde  4^ mal  so  stark  als  der  ganze 
klare  Himmel  bei  seiner  mittleren  Helligkeit.  -*  Weiße  Wolken 
durften  in  ihrer  Beleuchtungskraft  dem  Schnee  nahe  stehen»  *) 

489.  Man  erhält  die  durch  Reflex  auf  einem  Fläohenelemente 
f  hervoj^brachte  Helligkeit  nach  der  Formel  (1)  der  Nr.  486 

indem  man  um  f  als  Mittelpunkt. eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  1 
beschreibt,  von  einer  refiektirenden  Fläche^  soweit  ihre  Beleuchtung 
gleiehf&rmig  -»  B'  und  ihr  Büdcstrahlungsverm&gen  •»  Ä'  ist,  die 
Ptojektion  aus  f  auf  die  Kugel  bildet,  von  dieser  die  senkrechte 
Projektion  F"'  auf  die  Sbene  des  Elementes  f  bestimmt^  und  dann 
F^'  :n  mit  B',  Ä  und  A  (dem  Bückstrahlungsvermögen  von  f) 
vervielfacht.  Die  Einheit  dieses  ff  ist  die  Helligkeit,  welche  die 
Sonne  auf  einer  Fläche  von  dem  ROckstrahlungsvermSgen  1  durch 
senkrechte  Bestrahlung  hervorbringt  (477  und  488).  Führt  man 
diese  Bestimmung  für  jede  gleichfSrmig  reflekttrende  Fläche  F 
und  für  die  Luft  durch,  und  nimmt  die  Summe  aller  durch  unmittel- 
bare und  mittelbare  Bestrahlung  hervorgebrachten  Helligkeiten,  so 
erhält  man  die  Oesamthdügkeü  von  f.  Bei  den  Beflezen  wird  man 
sich  häufig  mit  einer  Schätzung  begnügen,  dadurch  aber  bei  den 

*)  Ober  BeflexwirkuDgen  hat  der  Yerfiuiser  gelegentlich  eines  zn  er* 
«tattenden  Gntachtens  Yersucbe  t^emackt  xmd  dieselben  verCffenilicht  in  ,,ünter> 
Bncbangen  Aber  die  Aeflexwirknngen  farbiger  Flächen  in  Malerateliers**  in  den 
Verb,  de«  oaturwias.  Verems  in  Karlsrabe,  e.  Heft,  1881,  8.  ze6**S8Ss. 


Digitized  by 


Google 


406  Vir,  489—491.  Beleochtudgalebre  mit  ihrer  Anwcndong  aaf  ebenfl.  KQrper. 

Schatten  dennoch  der  Wahrheit  viel  näher  kommeni  als  wenn  man 
dieselben  durch  den  dem  Sonnenstrahle  gerade  entgegengesetzt  ge- 
richteten s.  g.  atmosphärischen  Strahl  beleuchtet  denki  Diese  lettre 
ziemlich  allgemein  gebrauchte  Annahme  ist,  wie  wir  sahen,  für  die 
Atmosphäre  selbst  geradezu  falsch,  kann  jedoch  durch  einen  gegen- 
überstehenden stark  reflektirenden  Korper  zum  Teil  gerechtfertigt, 
aber  erst  durch  ZufClgung  einer  geringsten  oder  Grundlielligkeit,  die 
durch  Strahlung  \on  allen  Seiten  her  bewirkt  wird^  einigermaßen 
brauchbar  gemacht  werden,  indem  ohne  eioc  solche  die  Licht-  und 
Schattengrenzen  gar  nicht  beleuchtet  wären. 

490.  Die  Anwendung  der  einfachen  Orundanschauungen  allein 
führt  schon  zu  folgenden  brauchbaren  Regeln: 

1)  Fallt  der  Schlagschatten  eines  Körpers  auf  die  Verhältnis- 
mäßig  ausgedehnte  Fläche  eines  Körpers  mit  großem  Rückstrahlungs- 
vermögen,  so  ist  der  Schlagschatten  duukler  als  der  Eigenschatten^ 
weil  d^m  letzteren  große  helle,  dem  Schlagschatten  aber  beschattete 
Flächen  (gegenüberstehen,  die  Atmosphäre  aber  beide  Scliatten  be- 
leuchtet. !Ist  dagegen  jenes  liückstrahlungsvermögen  gleich  oder  klei- 
ner, als  das  mittlere  des  Uimmels,  so  ist  der  Schlagschatten  heller, 
weil  ihm  der  in  der  Nähe  der  Sonne  befindliche  hellere  Himmel 

'gegenüber  steht. 

2)  Der  Schlagschatten  wird  mit  zunehmender  Annäherung  an 
den  schattenwerfenden  Körper  dunkler,  weil  dabei  der  Luftraum  zu- 
nimmt, welcher  durch  den  Letzteren  Körper  verdeckt  und  für  die  Be- 
leuchtung des  Schattens  unwirksam  gemacht  wird. 

d)  Wenn  zwei  Körperßachen  in  einer  Kante  zusammenstoßen 
und  ihr  von  freier  Atmosphäre  erfüllter  Winkel  weniger  als  zwei 
Rechte  beträgt,  so  wird  eine  Fläche  gegen  die  Grenzkante  hin 
heller,  wenn  die  andere  Fläche  beleuchtet  und  von  größerem  Rück- 
strahlungsvermögen als  die  Luft  ist;  anderenfalls  wird  sie  dunkler. 

491.  Eine  größere  Entfernung  eines  Gegenstandes  vom  Auge  ge- 
winnt durch  die  zwischenliegende  Luft  in  zweifacher  Weise  einen 
Einfluß  auf  die  Helligkeit  und  Farbe  der  Gegenstände,  einerseits 
indem  durch  die  lichtzerstreueude  Wirkung  dieser  Luft  die  von  dem 
Körper  in  das  Auge  gelangenden  Lichtstrahlen  geschwächt,  anderer- 
seits indem  neue  von  der  Sonne  herrührende  Lichtstrahlen  in  das 
Auge  gesendet  werden.  Bei  hellen  Flächen  ist  der  Verlust  großer 
und  sie  erscheinen  mit-  zunehmender  Entfernung  dunkler,  bei  dunklen 
ist  der  Gewinn  größer  und  sie  erscheinen  dann  heller.  Daher  nehmen 
mit  zimehmender  Entfernung  die  Unterschiede  von  hall  und  dunkel 
ab,  die  eigentümlichen  Farben  verschwinden  und  die  blaue,  viulette 
oder  rote  Färbung  der  Lull  und  des  Wasserdunates  treten  an  ilie 
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Stelle.  Die  Größe  dieser  Wirkung  wechselt  mit  der  Beschaffenheit 
der  Luft  und  der  Stellung  der  Sonne;  um  aber  eine  ungefähre  Vor- 
stellimg ihrer  Oroße  zu  geben^  sollen  einige  Zahlen  angefahrt  wer- 
den. Bouguer  hat  durch  Yersuehe  (a.  a.  0.,  S.  267)  gefunden,  daß 
die  Helligkeit  eines  Gegenstandes  um  j^  vermindert  wird  durch 
eine  2wischenli^ende  Luftschicht  ron  370  m  Dicke  (statt  deren  wir 
(477)  385  m  erhielten);  und  andererseits  fand  er  (S.  360)|  daß,  wenn 
die  Sonne  im  Zenith  steht,  eine  Luftschicht  von  etwa  167000  m 
(«^  22{-  geogr.  Meilen)  einem  dunkleren  Gegenstand  fast  die  volle 
blaue  Farbe  des  Himmels  am  Horizonte  erteilt,  so  daß  der  Gegen- 
stand an  der  Grenze  seiner  Unterscheidbarkeit  vom  Himmel  steht 
Eine  geringere  Dicke  der  Luftschicht  bewirkt  dann  eine  entspre- 
chend geringere  Zumischung  von  Blau.  Schnee  aber  ist  in  schein- 
barem Weiß  soweit  durch  die  Luft  hindurch  sichtbar,  als  es  nur 
die  Krümmung  der  Erde  gestattet.  Bouguer  sah  den  Schnee  des 
Chimborasso  in  einer  Entfernung  von  33  geogr.  Meilen,  und  die 
Schneekuppe  des  Montblanc  sieht  man  vom  Feldberg  aus  gerade  in 
derselben  Entfernung. 

492.  Ein  Halbsdiatten  entsteht  bei  einer  ausgedehnten  leuch- 
tenden Fläche  an  den  Stellen,  welche  nur  von  einem  Teile  der 
gegenüberstehenden  Lichtfläche  beleuchtet  werden.  So  erscheint 
uns  die  Senne  als  eine  leuchtende  Ereisscheibe  von,  ipi  Mittel, 
32  Minuten  Durchmesser.  Diese  Ausdehnug  hat  zur  Folge,  daß  bei 
krummen  Flächen  die  Licht-  und  Schattengrenze  durch  einen  Streifen 
von  zunehmender  Dunkelheit  gebildet  wird,  welcher  bei  einer  Kugel 

88  '  8,14  1 

180  •  60      ™  107 

ihres  Halbmessers  breit  ist  und  die  Härte  der  Grenze  etwas  mildert. 
An  der  Schlagschattengrenze  wachst  die  Breite  des  Halbschattens 
mit  der  Entfernung  von  der  schattenwerfenden  Kante,  und  es  wird 
daher  der  Schatten  eines  dünnen  entfernten  Körpers  ganz  unmerk- 
bar, wie  z.  B.  der  des  Blitzableiters  eines  Daches  auf  den  Erdboden. 
498.  Der  GegensaUi  oder  Kcmtrasi  bewirkt,  daß  wenn  zwei  un^ 
gleich  helle  Flächen  zusammenstoßen,  die  hellere  gegen  die  Grenze 
hin  noch  heller,  die  dunklere  noch  dunkler  erscheint  Man  kann 
sich  von  dieser  Wirkung  am  besten  überzeugen,  wenn  man  auf 
Papier  mehrere  benachbarte  Streifen  mit  Tusch  anlegt,  jede  gleich- 
formig,  aber  jede  folgende  dunkler;  dann  erscheint  jede  gegen  die 
benachbarte  hellere  hin  dunkler,  gegen  die  dunklere  hin  heller,Nbeim 
Zudecken  der  benachbarten  Flächen  aber  gleichförmig.  Die  K^trast* 
Wirkung  als  eine  subjektive,  nur  in  der  Vorstellung  vor  sich  gehende, 
tritt  auch  durch  das  Bild  ein,  wie  der  soeben  angeführte  Versuch 
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zeigi  Und  wenn  attch  in  der  Wirklichkeit  die  Helligkeitsunterschiede 
größer  sind,  als  im  Bilde,  so  scheint  eine  ohjektiye  Steigerung  der  sub- 
jektiyen  Kontrastwirkung  durch  aufgelegte  Töne  nicht  gerechtfertigt, 
wenn  im  Bilde  die  Verhältnisse  der  Helligkeiten  der  Wirklichkeit  ge- 
wahrt sind  und  wenn  die  yerhältnismäßige  Kontrastwirkung  von  dem 
Verhältnisse  der  Helligkeiten  der  beiden  benachbarten  Flächen  abhängt 

n.  Naohahmnng  der  Helligkeit  duxoh  Tusohlagen. 
494.  Sind  nach  Nr.  489  die  HeUigkeUm  an  allen  Stellen  eines 
Gegenstandes  nach  irgend  einer  Einheit  bestimmt,  so  wollen  wir 
untersuchen,  wie  dieselben  auf  dem  Bilde  äwrch  mü  dem  Pinsel  auf- 
mUragende  Tuschlagen  nadMfuahmen  sind.  Dabei  kann  in  vielen  Fällen 
der  gleiche  Eindruck,  wie  durch  den  Gegenstand  sclbi,  nicht  erzielt 
werden.  Denn  einerseits  kann  die  Helligkeit  des  Sonnenscheins  durch 
keine  Farbe  auf  einem  Bilde  erreicht  werden,  welches  nur  dem 
Tageslichte  ausgesetzt  ist,  noch  yiel  weniger  die  blendende  Hellig* 
keit  der  Sonne  selbst  oder  auch  nur  die  eines  irdischen  Lichtes; 
andererseits  kann  aber  auch  nicht  die  tiefe  Dunkelheit,  welche  der 
Einblick  in  einen  unbeleuchteten  Raum,  z.  B.  einen  Tunnelschacht 
zeigt,  durch  eine  angelegte  Farbe  erreicht  werden,  da  diese  immer 
noch  ein  recht  merkbares  Kückstrahlungsyermögen  besitzt  (487, 
Schluß),  so  daß  sie  bei  Tagesbeleuchtung  nicht  ganz  dunkel  erscheint 
Während '^sich  bei  dem  Gegenstande  die  Helligkeit  mit  der  Be- 
leuchtdliglil^ärke  und  dem  Rfickstrahlungsyermögen  ändert^  kann  sie 
auf  demHiäde,^a8  gleichförmig  beleuchtet  ist,  nur  mit  dem  Bück- 
strahlungsyermögen  wechseln,  das  durch  Tuschlagen  yon  wechseln- 
der Stärke  bestimmt  wird  Die  größte  möglicher  Weise  yorkommende 
Helligkeit  wollen  wir  mit  Eins  bezeichnen  und  durch  die  Farbe  des 
Papiers  darstellen;  und  da,  wie  bemerkt,  yoUkommene  Dunkelheit 
nicht  nachgebildet  werden  kann,  wollen  wir  eine  sehr  kleine  Hellig- 
keit \  (etwa  -B  ^)  mit  einem  Tuschton  nachahmen,  den  wir  dunkler 
oder  heller  wählen,  je  nachdem  wir  das  Bild  dunkler  oder  heMer 
halten  wollen.  Man  reibt  nun  einen  Tuschton  an,  so  starke  'daß 
durch  einmaliges  Anlegen  desselben  jener  Ton  yon  der  Helligkeit  ^ 
hergestellt  wird«  Jede  zwischen  1  und  A^  liegende  Helligkeit  h 
kann  man  sicher  nur  durch  eine  Art  Scbraffirung  mit  dem  dunklen 
Tone  heryorbringen ,  d.  i.  durch  Nebeneinanderlegen  yon  Parallel« 
streifen  yon  den  abwechselnden  Helligkeiten  1  und  i^,  die  so.  sehmal 
sein  müssen^  daß  sie  aus  einiger  Entfernung,  zumal  bei' schiefer 
Ansicht  der  Flächen,  in  einen  einzigen  Ton  yerschmÜzen.  ^Es  muß 
bei  dem  Bemalen  so  schmaler  Streifen  sorgfaltig  idistauf  ^«achtet 
werden>  daß  jeder  fOr  sich  den  ursprOnglichen  Ton  'eildSt;oeider-mttn 
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maß  eine  größere  Flache  des  Papiers  anlegeD,  aus  diesem  und  aus  dem 
weißen  Papier  di^  Streifen  schneiden  und  dieselben  neben  einander 
kleben.  Setst  man  die  Summe  der  Breiten  der  zwei  neben  einander 
liegenden  Yerschiedenartigen  Streifen  -» 1,  die  des  hellen  -»&,  so  daß 
die  des  dunklen  «« 1  _  b^  tmd  senden  die  Flächeneinheiten  der  hellen, 
der  dunklen  und  der  FUchen  mit  dem  Mischungstone^  bezw.  1,  Ai,  A 
Lichtstrahlen  in  das  Auge,  welche  die  Helligkeiten  messen,  so  gilt 

Ä  — 6 +  (!  —  &)  A,. 
Gibt  man  z.  B.  den  hellen  Streifen  die  Breite  "Z»  »■  J ,  den  dunklen 
daher  diejenige  1  —  &  -•  f  und  die  Helligkeit  ^i  "-■  /o,  so  ist  die 
Helligkeit  des  Mischtones 

Da  man  nun  auf  dem  Bilde  die  Mäßigung  eines  Tones  nicht 
durch  Schraffirung,  sondern  durch  Verdünnung  mit  Wasser  heryor- 
bringt,  so  könnte  man  vermuten,  daß  man  dieselbe  Helligkeit  erreicht^ 
wenn  man  die  dunkle  Farbe  mit  der  vierfachen  Raummengo  Wasser 
zu  \  ihrer  Stärke  verdünnt,  wie  wenn  man  dem  dunklen  Streifen 
neben  dem  viermal  so  breiten  bellen  ^  der  ganzen  Fläche  einräumt; 
daß  man  ferner  durch  2-,  3-,  4-,  ömaliges  Auftragen  der  verdünnten 
Farbe  (nach  jedesmaligem  Trocknen)  dieselben  Helligkeiten  erreichte, 
wie  durch  Annahme  der  Breite  des  dunklen  Streifens  bezw.  zu  2, 
3,  4^  5  Fünftel  der  ganzen  Breite. 

Dem  ist  aber  nach  einem  Versuche  des  Verfassers  nicht  so. 
Ich  bildete  mit  einem  ziemlich  dunklen  Tuschtone  mit  einem  Pinsel 
die  oben  bezeichnete  Schraf&rung  in  Abstufungen  von  l.  Dann  ver- 
dünnte ich  die  Farbe  mit  der  49fachen  Wassermenge  auf  ^,  legte 
damit  von  neben  einander  liegenden,  gleichen  Flächenstreifen  den 
ersten  Omal,  den  folgenden  Imal,  den  folgenden  2 mal  .•.,  den 
letzten  50  mal  an  und  bestimmte  nun  durch  Nebeneinanderlegen  und 
Betrachten  aus  einiger  Entfernung,  wie  viele  (n)  T5ne  dieselben 
Helligkeiten,  wie  jene  Schraffirungen  hervorbrachten.  Es  zeigte 
sich  dann  gleiche  Helligkeit  unter  folgenden  umständen: 

Verhältnismäßige  Breite  der  hellen  Streifen  &-b1|'|  \  |.  0. 
Anzahl  der  Lagen  der  verdünnten  Farbe  n»=0  1,5  2,5  9,8  15  39. 

Also  waren  nach  50facher  Verdünnung  nicht  50,  sondern  nur  39 
Lagen  notw^idig,  um  die  ursprüngliche  Tonstärke  zu  erreichen,  und 
1\  solcher  Lagen  reichten  aus,  um  \  dieser  Tonstärke  hervorzubringen. 
Um  diese  Ergebnisse  durch  eine  Kurve  darzustellen,  sei  die 
Abscissenaxe  als  Axe  der  Helligkeit  A,  die  darauf  senkrechte  Ordi-Figs??. 
natenaze  als  die  der  Anzahl  n  der  Lagen  der  verdünnten  Farbe 
angenommen.     Indem  wir  dabei  die  Helligkeit  h^  der  dunkelsten 
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Flaclie   uad  damit  den  Ursprang   0  der  Koordinaten  noch  unbe- 
stimmt lassen,  beachten  wir,  daß  die  Helligkeiten  der  schrafBrten 
Fläche  stufenweise  gleiche  Unterschiede  besitzen,  so  daß  wir  unter 
Fiff.  277.  gleichen  Zunahmen  der  Ab- 

scissen  die  Ordinaten  n  zeich- 
nen und  nach  irgend  einem 
Maßstabe  der  Reihe  nach  die 
n  — 39;  15;  9,8;  2,5;  1,5;  0 
machen  können.  Ziehen  wir 
möglichst  anschließend  an 
die  Punkte  eine  stetige  Kurve, 
so  erinnert  diese  an  die  logar 
rithmische  Linie;  und  da  die 
Yon  Schfilem  von  Monge  über 
das  Taschen  aufgestellte 
Theorie*)  zu  derselben  Linie 
fährt,  so  wollen  wir  diese  zu  Grunde  legen. 

495.  Die  Theorie  geht  davon  aus,  daß  die  angeriebene  Tusch- 
farbe aus  Wasser  mit  festen  schwimmenden  Kohlenteilchen  besteht^ 
welche  letztere  ßich  beim  Anlegen  auf  das  Papier  niederschlagen;  daß 
femer  die  Helligkeit  Eins  durch  das  reine,  diejenige  Null  durdi  das 
ganz  mit  Kohle  überzogene  Papier  dargestellt  werde  (was  freilich 
nicht  ganz  zutri£fl)  (487)),  so  daß  die  Helligkeit  des  mit  Tuschfarbe 
bemalten  Papiers  gleich  dem  Verhältnis  der  nidit  von  Kohlenteilchen 
bedeckten  Papierfläche  zu  der  ganzen  bemalten  Papierfläche  ist;  daß 
sodann  durch  das  Auflagern  eines  Kohlenteilchens  auf  ein  anderes  die 
Helligkeit  nicht  vermindert  werde,  und  daß  endlich  bei  wiederholtem 
Bemalen  sich  die  Kohlenteilchen  in  verhältnißmäßig  gleicher  Menge 
auf  schon  bedeckte  und  auf  noch  weiße  Flächen  ablagern,  was  um  so 
weniger  vollkommen  zutrefiFen  mag,  je  mehr  Teilchen  schon  überein- 
ander gelagert  sind,  und  dadurch  eine  mehr  und  mehr  merkbare  Er- 
höhung bilden.  Unter  diesen  Annahmen  werde  bei  jeder  Auflage  des 
Tuschtones  von  einer  Fläche  ^^  1  stets  dieselbe  Fläche  m  von  Tusch- 
teilchen bedeckt;  daher  bleibt  nach  der  ersten  Lage  die  Fläche  1  — m 
weiß;  von  dieser  bleibt  nach  der  zweiten  Lage  wieder  das  (1 — n»)fache, 
also  Ton  der  ursprünglichen  Flächeneinheit  die  Fläche  (1  —  m)'  weiß, 
u.  s,  w.,  so  daß  von  der  Fläche  1  nach  n  Lagen  nur  noch  die  Fläche 
(1  —  my  weiß  ist,  woraus  ihre  Helligkeit  h  folgt 

Ä  —  (1  -  m)". 
Daraus  ergibt  sich 

*)  Jonnial  de  T^le  polyt.,  cah.  I,  an  III  (1796)  S.  167:  Mtooire  sur  la 
dätenmnation  gäomötrique  des  ielDtes  dans  les  dessins. 
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fl-a- 


-log*  '"«T        .,      j 

log(l-m)  ""  —    I  _  "  *  '«•«  h  ' 

1—  ffl 


(1) 


worin  h  und  log  -v-  positive  Zahlen  sind^  da  ^  <  1  und  (1  —  m)  <  1. 

Dieser  Gleichung  wird  durch  A  «*  1  und  n  '^O  GenUgo  geleistet. 
Sie  besitzt  zwei  unbeluuinte  Beständige,  nämlich  k  und  die  im  Maße 
von  h  enthaltene  A|.  Setzt  man  den  Ausdruck  A «—  6  +  (1  —  &)  A| 
(vor.  Nr.)  in  obige  Gleichung  ein,  so  erhält  man^ 

worin  n  und  b  die  Veränderlichen  und  k  und  %,  die  unbekannten 
Beständigen  sind.  Zu  ihrer  Bestimmung  ^ind  zwei  Beobachtungen 
n5tig;  da  aber  deren  ffinf  vorliegen,  so  muß  man  eine  Ausgleichung 
vornehmen,  die  ich  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ausge- 
führt habe.  Man  erhält  dadurch  h  »  20,9  4;  2,1,  A|  —  0,013  +  0,008, 
also  n  —  -  20,9  log  [6  +  0,013  (1  —  b)].  (3) 

Berechnet  man  hiemach  fSr  die  fQnf  Streifenbreiten  die  Anzahl  n 
der  Tuschlagcn,  vergleicht  sie  mit  den  beobachteten,  und  bestimmt 
nach  der  vorigen  Nr.  die  Helligkeit  h,  so  erhält  man  folgende  Tabelle: 


Yerh.  Breite  des 

beUon  Stzeifens 

b 

Helligkeit 
A«  6 +  0,018(1  —  6) 

AüMUder 
b«TM>hnet 

TnseUagon 
• 
beobsohtM 

Fehler 
d 

0,0 

0,013 

89,6 

89 

—  0,6 

0,2 

0,210 

IM 

16 

+  0,6 

0,4 

0^08 

8,2 

M 

+  M 

0,6 

0,605 

4,6 

2,6 

-  «.1 

0,8 

0,808 

%fl 

1.6 

-0,6 

1,0 

1,000 

0,0 

0 

Der  mittlere  Fehler  ist  daher  bei  p  Beobachtungen  «—  y£d^ :  (p  —  1) 
«"  1/7,9 : 4  SS  + 1,4.  Mittels  tder  berechneten  n  i&t  die  logarithmische 
Linie  in  die  Figur  eingezeichnet.  Ihre  Abweichung  von  den  Beobach- 
tungen liegt  offenbar  mehr  in  der  Unstetigkeit  in  diesen  Beobach- 
tungen^ als  in  dem  Unzutreffenden  der  logarithmischen  Funktion,  so 
daß  wir  das  durch  die  obige  Formel  ausgedrückte  hgarUhmische  Ge- 
setß  für  die  ÄrnuM  der  TuscMagm  benutzen  dürfen. 

496.  um  aus  diesen  Ergebnissen  eine  Begd  über  das  Tuschen 
von  Büdem  für  die  gewöhnlich  vorkommenden  Verhältnisse  abzu« 
leiten,  beachten  wir,  daß  durch  den  Reflex  allein  leicht  eine  Hellig- 
keit «s  0,3  hervorgebracht  wird,  n&mlich  (487  f.)  durch  den  klaren 
Himmel  0,17,  wozu  noch  die  Wirkung  von  Flächenstüeken  von 
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festen  E&rpern  mit  Ä  <»  0^4  und  mehr  kommt.  Von  Schnee  (mit 
0;78)  und  weiß  angestrichenen  Wunden,  welche  eine  viel  stärkere 
Beflexbeleuchtung  bewirken,  ist  abgeseh^i.  Anf  die  von  der  Sonne 
beschienenen  Stellen  wird  der  Himmel  etwas  starker  (488),  werden 
aber  die  festen  reflektirenden  E5rper  etwas  schwächer  einwirken;  ihre 
Helligkeit  wird  daher  nahezu  um  ebenfalls  0,8>  also  bis  sbu  1,3,  ge- 
steigert werden.  Nimmt  man  nun  in  den  direkt  beleuchteten  Teilen, 
wie  gebriluchlich  und  zweckmäßig,  zehn  gleiche  Helligkeitsstufen  an, 
so  bleiben  deren  drei  für  den  Schatten,  und  man  erhält  von  der 
Weiße  des  Papiers  bis  zur  toU^dl  Dunkelheit  13  Abstufungen.  Läßt 
man  das  Gesetz  der  lögariihmischen  Funktion  gelten,  so  ist  die 
Stärke  der  anzuwendenden  Tuschfarbe  oder  des  EinheiMmes,  sowie 
die  Anzahl  n  der  Lagen,  welche  irgend  eine  angenommene  Hellig- 
keit herrorbringen,  in  die  Wahl  gestellt  Mit  der  letzteren  Ände- 
nmg  ändert  sich  nur  die  Beständige  h  (torige  Nr.);  und  die  neue 
logarithmische  Linie  wird  mit  der  früherai  affin,  mit  der  a;Axe  als 
Affinitätsaxe.  Wir  wollen  nun  bewirken,  daß  an  der  Licht-  und 
Sehattengrenze  zehn  Lagen  aufgelegt  werden,  daß  also  ftlr  A  ■■  j^, 
n  ■->  10  seL  Die  Helligkeitseinheit  wird  dabei  im  Verhältnis  von 
10:13  erhöht.    Dann  gibt  die  Formel  (1)  der  Nr.  495 

18 

10  «B  ft  log  y ,  woraus  k  «« 16,7, 
so  daß  ftlr  die  m^  jener  13  Abstufungen  gut 

n-15,7  log  1-15,7  log  5J. 


Daraus  erhält  man 

folgende  Tabelle; 

IB 

1 

12     11     10     9     8     7    e     5 
18     18     18     13    18    18  13    18 

4    3 

18  13 

A     1       ^        0 
18     13      60 

Anaahlnderl^önw 

0 

0,6    1,1    1,8  2,6  8,3  4,2  6,3  6,6 

8,0  10 

12,8  17,8  2Ö,C  OD 

Tuschlagen  Jrund 

0 

^      11^      2      8    4     6    ei 

8     10 

13      18      27    OO 

Wenn  man  höchstens  halbe  Tuschlagen  anwenden  will,  d.  h. 
solche  mit  einer  Verdfinnung  auf  die  halbe  Starke,  so  erhält  man 
die  unterste  Zahlenreihe. 

497.  Hierdurch  ergibt  sich  ßr  das  Tuschm  folgendes  Verfahren. 
Man  drückt  zun&chst  die  Helligkeit  aller  Flächen  in  Dreizehntel  der 
größten,  unter  den  torhandenen  Umstanden  durch  direkte  und  in- 
direkte Beleuchtung  erreichbaren  Helligkeit  aus  mid  verzeichnet  ins- 
besondere bei  krummen  Flächen  in  einer  im  H.  Bande  anzugebenden 
Weise  im  direkt  beleuchteten  Teile  die  jener  Abtttufung  entsprechen- 
den Linien  gleicher  Helligkeit,  entlang  welcher  üese  also  der  Reihe 
nach  gleichförmig  1»  H>  H  '    '  iV  ^^^  Hieranf  l|gt  man  auf  Gtund 
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d^  letzten  Tabelle  den  Einheitston  zweimal  über  alle  Flächen,  deren 
Gesamthelligkeit  A^  3^  ist  (im  wesentlichen  die  Schattenteile); 
darauf  einen  Ton  und  dann  noch  einen  halben  über  die  Flächen  mit 
^  <  1^  (im  wesenÜiehen  die  Schatten  und  die  unterste  Stufe  der 
direkt  beleuchteten  Flächen);  dann  1^  Ton  auf  alle  Flächen  mit 
^^-f^f  dann  1  Ton  auf  alle  mit  ä^t^,  1  auf  die  mit  Ä<iV, 
1  auf  die  mit  h  ^  -^y  \  Ton  auf  die  mit  h  <  ^^^  ^  auf  die  mit 

^<t\^}  \  &uf  <^6  ^^^  ^^i\}  ^  ft^^  <^6  ^^^  ^^H«  Dftim  legt 
man  in  dem  Schatten  drei  Tone  auf  die  Flächen  mit  h':^^,  fünf 
Töne  auf  die  mit  h^-^,  neun  Töne  auf  die  mit  A  <  ^.  Bei 
krummen  Flächen  kann  man  noch  die  staffelformigen  Tonlagen 
durch  yerwaschene  Zmschentöne  in  einander  überführen.  Daß  mau 
in  den  direkt  beleuchteten  Flächen  von  den  dunkleren  zu  den  helleren 
und  nicht  von  den  helleren  zu  den  dunkleren  übergeht^  hat  seinen 
Qxund  darin  y  daß  man  dabei  die  in  jenen  Flächen  gezeichneten 
Lichtgleichen  nur  benutzen  muß,  wenn  noch  kein  Ton  über  sie  ge- 
legt ist;  man  kann  dann  die  mit  Bleistift  gezeichneten  Linien  so  weit 
wegwischen y  daß  sie  nach  dem  Tuschen  nicht  mehr  bemerkbar  sind. 
Führt  man  das  Tuschen  einer  krummen  Fläche,  z.  B.  einer 
Kugel,  nach  dieser  Begel  aus,  so  bemerkt  man,  daß  das  Bild  augen- 
scheinlich der  Wahrheit  näher  kommt,  als  bei  Anwendung  des  ge- 
bräuchlichen Verfahrens,  bei  welchem  einer  gleichförmigen  Ab- 
nahme der  Helligkeit  auch  eine  gleichförmige  Zunahme  der  Anzahl 
der  Tuschlagen  zugeschrieben  und  dadurch  den  helleren  Flächeu 
ein  zu  dunkler  Ton  gegebcQ  wird.  Wenn  ferner  der  Regel,  daß  der 
Schlagschatten  dunkler  als  der  Eigenschatten  sei,  ausnahmslos  ge- 
folgt, und  nicht  eine  jedesmalige  Abschätzung  der  Reflexe  Torge- 
nommen  wird,  so  werden  häufig  die  Eigenschatten  zu  hell  und  ihre 
Verdunkelung  in  die  Vertiefungen  der  Räume  hierin  vernachlässigt, 
dagegen  die  Schlagschatten  oft  zu  dunkel,  besonders  wenn  sie  des 
Kontrastes  halber  um  so  dunkler  gehalten  werden,  je  heller  eine 
benachbarte  beleuchtete  Fläche  erscheint;  hierdurch  entsteht  außer- 
dem oft  ein  Widersj^ruch  gegen  die  gewöhnlich  zutreffende  R^el, 
daß  der  Schlagschatten  mit  seiner  Entfernung  vom  schattenwerfenden 
Körper  heller  wird. 

in.   BeatiTOwning  des  SohattenB  und  der  Helligkeit  von 
ebenüftohigen  Körpern  bei  Farallelbeleuohtnng. 

498.  Li  der  Formel  för  die  Helligkeit  einer  Fläche  bei  Parallel- 
beleuchtung (483  (5))  H^L'  cos  sÄ^  drückt  V  cos  6  =  JS  die  Be- 
Imchtungsstärke  aus,  und  wird  für  li'  «=  1  zu  Jß  »»  cos  s.  Haben 
verschiedene  Flächen  dasselbe  Rückstrahlungsvermogen  A^  so  führt 
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man  vorteilhaft  den  Begriff  der  verliältnißmäßiffmHelMffkeitll'^^MiÄ 
ein;  dieselbe  ist  dann 

JGr  — B  — cos«. 

Besitzt  ein  Körper  mehrere  kongruente  ebene  Seitenflachen  F,  deren 
Schlagschatten  auf  ein  und  dieselbe  Ebene  schon  gezeichnet  sind, 
so  lassen  sich  die  verhältnißmäßigen  Helligkeiten  dieser  Flächen 
auch  leicht  vermittelst  des  Satzes  bestimmen  ^  daß  sie  mit  den  In- 
halten ihrer  Schlagschatten  proportional  sind^  weil  auf  die  Flächen 
ebenso  viele  Lichtstrahlen  wie  auf  den  Boreich  ihrer  Schatten  auf- 
fallen können.  Als  Einheit  dient  dabei  der  Inhalt  des  Schattens 
der  senkrecht  zum  Lichtstrahl  gestellten  Fläche  F,  welcher  ermittelt 
werden  muß.  Sind  die  Flächen  F  Vielecke,  so  ersetzt  man  sie 
zweckmäßig  durch  die  Dreiecke  entsprechender  Ecken,  verwandelt 
die  Schattendreiecke  in  flächengleiche  Dreiecke  von  übereinstimmen- 
den Grundlinien  und  ersetzt  das  Verhältniß  der  Flächen  durch  das 
der  Höhen.  Ist  stets  eine  Seite  des  Dreiecks  in  F  mit  der  lie- 
schatteten  Ebene  parallel,  so  haben  die  Schattendreiecke  schon  von 
vornherein  gleiche  Orundlinien. 

Ist  die  beschattete  Fläche  eine  Projektionsebene  P,  und  haben  die 
ebenen  Seitenflächen  der  Körper  auch  keine  kongruenten  oder  flachen- 
gleiche Gestalten,  so  denkt  man  in  die  beleuchteten  Ebenen  kongruente 
Dreiecke  F  hineingelegt,  deren  Grundlinien  und  Höhen  bezw.  Haupt- 
und  Falllinien  der  Ebenen  sind;  daraus  ergibt  sich  leicht  der  SaUi: 

Bei  Paralldbehuchttmg  verhalten  sich  die  Beiew^tungsstärken  eweuar 
Ebenen^  und  bei  gleichem  RückstrahlungsvermSgen  aiuih  ihre  Hdtigheüen) 
wie  die  Prcjektianen  der  auf  eine  Projektionsebene  geworfenen  Schatten 
gleich  langer  Falllinien  der  Ebenen  je  auf  eine  zur  zugehörigen  Haupt- 
Unie  senkrechte  Gerade  (d.  ».  auch  auf  die  Frojektion  der  FalUinie, 
wenn  diese  nickt  ein  Tunkt  wird).  Die  Einheit  wird  vermittekt  der 
FaUünie  einer  auf  dem  Lichtstrahle  senkrechten  Ebene  gewannen.  Jene 
Projektionen  sind  dabei  die  Höhen  der  Schattendreiecke.  Der  Satz  ist 
in  den  Fällen  nützlich,  in  welchen  die  Falllinien  schon  verzeichnet  sind. 

499.  Schattenbestimmung  durch  dctö  Verfahren  der  Hilfsebenen. 
Um  den  Schatten  eines  Punktes  auf  eine  Fläche  zu  finden,  legt  man 
durch  den  Punkt  den  Lichtstrahl,  durch  diesen  eine  Hilfsehene,  be- 
stimmt deren  Schnitt  mit  der  beschatteten  Räche,  so  wird  dieser 
vom  Lidhtstrahle  im  gesuchten  Schattenpnnkte  getroffen. 
Fig.  278.  Aufg.  Die  Schatten  einer  aufrecht  stehenden  regelmäßigen  acht- 
seitigen  Pyramide  und  eitles  liegenden  regelmäßigen  dreiseitigen  Prismas 
auf  die  Horizonfaiebene ,  «nd  der  Pyramide  auf  das  Prisma ^  sowie  die 
Helligkeiten  ikrer  Flädien  zu  bestimmen. 

Aufl.   1  •  2  • . .  8/S  sei  die  Pyramide,  ABCDE  das  Prisma^  bei 
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dem  die  Höhe  e  des  gleicliseitigen  Grnnddreiecks  ABC  ermittelt 
ist,  l(l\  l")  der  LicIitatrahL  Der  Schatten  der  Spitze  S  auf  P^  er- 
gibt sich  sJs  erste  Spur  £f|  des  durch  S  gelegten  Lichtstrahles;  die 
erste  projieirende  Ebene  dieses  Strahles  schneidet  die  Fläche  DAG 
des  Prismas  in  JF,  welche  Gorade  vom  Strahle  im  Schatten  S^  der 

Fig.  278. 


Spitze  auf  das  Prisma  getroffen  wird.  Die  äußersten  von  S^  nach 
dem  Umfang  des  Achtecks  gezogenen  Linien  8^4'  und  S^T  sind  die 
Grenzen  des  Schlagschattens  der  Pyramide  auf  P^  und  54,  Sl  daher 
die  Grenzen  ihres  Eigenschattens.  An  der  Kante  AD  des  Prismas 
bricht  sich  der  Schlagschatten  in  F  und  6^  und  steigt  nach  S^  hinauf. 
Entsprechend  wird  der  Schlagschatten  des  Prismas  auf  P,  bestimmt, 
Für    die    direkte    Sonnenbeleuchtung    setzen    wir    nach    der 
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vorigen  Nr«  die  yerhältnißmäßige  Helligkeit  H'  «^  B  ^^  cos  f,  ond 
bestimmen  dieselbe  nach  derselben  Nr.^  wobei  wir  bei  den  gleich- 
schenklig-dreieckigen Seitenflachen  der  Pyramide  die  Höhen  als  Fall- 
linien von  unveränderlicher  Länge  benutzen.  Für  die  Fläche  3-45 
ist  die  Projektion  des  Schattens  der  Höhenlinie  auf  die  Projektion  t 
der  Höhenlinie  gleich  dem  Abstände  /S^  U  des  S^  von  3' 4',  und  mit 
dieser  ist  cos  s  proportional  Zur  Gewinnung  der  Einheit  muß  man 
eine  Ebene  senkrecht  zu  l  stellen  und  den  Schatten  einer  Falllinie  der- 
selben bestimmen.  Man  dreht  den  Lichtstrahl  und  diese  Ebene  um  eine 
zu  Px  senkrechte  Gerade^  bis  l  P  P,  liegt,  wodurch  die  Schattenlänge 
der  Fallinie  nicht  geändert  wird.  So  kommt  der  Lichtstrahl  SSi 
durch  Drehung  um  die  Höhenlinie  der  Pyramide  in  die  zu  P^  pa- 
rallele Lage  iSTaa  V"]  man  ermittelt  femer  die  wahre  Länge  h  der 
Höhenlinien  der  Seitenflächen  der  Pyramide,  stellt  V  (—  i^)  ±  V", 
und  findet  ihren  Schatten  \  *^  Q^Hi,  welche  Läi^e  nun  die  ge- 
suchte Einheit  bildet  Teilt  man  h^  in  zehn  gleiche  Teile,  so  ist 
dies  der  Maßstab  der  Beleuchtungsstärke  oder  der  verkältnißmäßigen 
HeUigheit,  an  dem  man  S^  U  mißt  und  «»  0,29  findet,  als  Hellig- 
keit der  Seitenfläche  3-4iS.  Das  um  h^  als  Höhenlinie  verzeichnete 
scfaraffirtc  Dreieck  zeigt  die  Schattengröße  einer  auf  l  senkrechten  Pyra- 
midenseitenfläche, und  das  Verhältnis  der  Lihalte  von  3'4'5x  und  von 
diesem  Dreiecke  ist  ebenfalls  die  verhältnißmäßige  Helligkeit  von  3«46'. 

Zur  Bestimmung  der  verhältnißmäßigen  Helligkeit  der  Fläche 
DÄC  des  Prismas  beachtet  man,  daß  ÄC  die  erste  Falllinie  der- 
selben ist;  auf  dieser  denkt  man  h  aufgetragen  und  bestimmt  seinen 
Schatten  Ä'J^  durch  Proportionalität  aus  J.'(7|  als  Schatten  von 
ÄC(ÄJr  —  Ä,  eTVj  g  B'C\).  Die  Projektion  von  -iV^  auf  die  Pro- 
jektion .A'C'  der  ersten  Fidllinie  ist  «,  daher  die  verhältnißmäßige 
Helligkeit  von  DAC'^^i  :  h^  «=  0,97.  —  Ebenso  erhält  man  die  ver- 
hältnismäßigen Helligkeiten  von  P^  »»  & :  %^  m  0,G1 ,  und  von  P,  »> 
*«•*!  ■■  0;53,  indem  S^^V'^  h  (s.  Fig.)  gemacht  wurde,  wobei  man 
durch  die  Höhenlinie  der  Pyramide  eine  zu  P^  parallele  Ebene  gelegt 
dachte« 

600.  Zur  Bestimmung  der  durch  Beflex  hervorgebrachten  verhaU- 
nismiißigen  HeUigkeUen  dient  die  Formel  (1)  der  Nr.  486,  wonach 

TP'" 

Darin  besteht  die  Beleuchtungsstärke  B'  der  reflektirenden 
Flfohe  in  der  Stärke  ihrer  direkten  Beleuchtung  L'  cos  b\  worin 
L''m»  1  angenommen  und  coh  b  soeben  bestimmt  wurde,  und  in  der 
vott!  ihr  empfangenen  Refiexbeleuchtung,  die  vnr  zunächst  angenähert 
hemmen  müssen«    Wir  wollen  uns  alle  Körper  weiß  (etwa  von 


Digitized  by 


Google 


vir,  600.  fiestammuDg  de«  SchattenB  n.  der  Helligkeit  ▼.  ebenfl.  KOipem.  417 

Marmor)  denken  und  A'(^^  A)  «»  0^7  setz^.    FOr  die  Lafl;  nehmen 
•rir  den  mittleren  Wert  JT^'  —  0,17  (488). 

Für  die  erste  angenäherte  Bestimmung  der  Reflezbeleilchtung 
anf  der  Wand  P^  (JKLMN)  beachten  wir  nur  den  unbegrenzten 
Boden  und  die  Luft;  f&r  jeden  dieser  Körper  ist  (485  (2))  a  «»  90^, 
daher  F'"  :  ä  —  ^  (1  +  cos  90®)  —  0^  Der  Reflex  vom  Boden  ist 
dann  E'  »  0,61  •  0,7  •  0,5  »  0,213,  indem  durch  direkte  Sonnen- 
belenchtung  cos /•»  0,61  aufP^  bestimmt  wurde.  Der  Reflex  vom 
Himmel  ist  2/'— 0,17.0,5— 0,085;  zusammen  0,213 +  0,086 ««0,30. 
Wenn  non  auch  der  Boden  durch  die  hinzukommende  Reflexbeleuch- 
tung selbst  etwas  starker  reflektirt,  so  wird  doch  auch  durch  die 
Schattenteile  des  Prismas  und  der  Pyramide  ein  geringerer  Reflex 
erzeugt,  so  daß  wir  0,30  als  angenäherte  Reflexbeleuchtung  B'  der 
Wand  und  auch  der  anderen  E5rper  annehmen  können. 

Wir  wollen  nun  die  durch  Reflex  hervorgebrachte  Terh&ltniß- 
maßige  Helligkeit  H'  für  den  Boden  P^  in  dem  Punkte  P  berechnen. 
Es  wirkt  zunächst  reflektirend  die  Pyramidenfläche  4*3^9,  deren 
F'"  :  7C  wir  bestimmen  müssen  (485).  Für  die  Kante  4  •  3  wird 
a®«=<^4P3  mit  dem  Transporteur  «=25^  gemessen;  zugleich  ist 
a  «=.  0^.  Für  35  erhält  man  nach  einer  ümlegung  a^  —  <^  3PS««  59^ 
den  Winkel  der  Ebene  SPS  mit  P^  -=  «  «»  HS^;  flir  iS3,  a^  ««  53^ 
«sa83^.  Zu  den  weiteren  Bestimmungen  hat  man  Spuren  auf  P^  und 
Pj  von  Ebenen  notwendig,  welche  durch  P  gehen ;  die  Spuren  Ton  PbS 
sind  P5'  und  eine  durch  0  gehende  Gerade;  von  PDEiPD',  OWE^\ 
PO  ist  dann  der  Schnitt  dieser  beiden  Ebenen,  oder  der  Strahl  aus  P, 
welcher  55  und  BE  trifft.  PEE^  ist  ein  Strahl;  OE^  schneidet 
die  Grenzlinie  MN  der  Wand  in  W\  die  Ebene  PEG  schneidet  die 
Pj  in  E^Bj  und  diese  trifft  die  Grenzlinie  LM  der  Wand  in  B\  die 
Ebene  PBC  hat  PBX  und  XQ  zu  Spuren,  XQ  trifft  die  LM  in  Q. 

Bezeichnen  wir  nun  Punkte  verschiedener  Flächen,  welche  auf 
demselben  Strahle  aus  P  liegen,  mit  demselben  Buchstaben,  z.  B. 
mit  O  sowohl  den  Punkt  auf  P,,  als  die  Schnittpxmkte  von  PO  mit 
DE  und  5iS>,  mit  B  auch  X,  so  sind  die  verschiedenen  gegen  P 
reflektirenden  Flächen,  wenn  man  den  Umfang  einer  jeden  so  durch- 
lauft, daß  bei  dem  gegen  P  gekehrten  Gesichte  die  Fläche  stets  zur 
Linken  liegt,  der  Reihe  nach  folgende.  Die  beleuchtete  Pyramidenfläche 
4-3 S,  die  Luft  ^KLQCRMWOS,  von  der  Wand  Pg  zwei  getrennte 
Figuren  KBQL  und  MBEW,  die  beschattete  Prismenfläche  SAG, 
von  einer  anderen  Prismenfläche  die  beleuchtete  Figur  AYS^^OEG^ 
und  die  beschattete  Figur  Y5S^,  endlich  die  beschattete  Pyramiden- 
flache  5*45.  Wir  messen,  wie  es  vorhin  fiir  4  «S/S'  geschah,  so 
für  alle  Kanten   mit  dem  Transporteur  a^  und  a,  nachdem  durch- 
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wenige  Linien  und  Zirkelabgreifungen  ihre  wahren  Größen  bezeichnet 
wurden.  Jede  der  Kanten,  außer  den  in  pj  liegenden,  kommt  zwei- 
mal vor,  und  wird  dabei  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen, 
80  daß  die  zugehörigen  a  sich  zu  180^  erganzen  (485).  Zur  Ordnung 
und  Sicherheit  der  Ausführung  tragen  wir  alles  in  eine  Tabelle  ein. 
Wir  erhalten  durch  dieselbe  M'  =  0,222. 
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Für  eine  schief  stehende  beleuchtete  Fläche  wollen  wir  bei  einer 
späteren  Aufgabe  ein  Beispiel  geben.  --  Wollte  man  nun  mit  mög- 
lichster Genauigkeit  verfahren,  so  müßte  man  in  dieser  Weise  die 
Reohnung  für  viele  Punkte  der  verschiedenen  Flächen  durchführen, 
die  Ergebnisse  al§  zweite  Annäherungen  ansehen,  und  alle  Rech- 
nungen durch  Einsetsen  dieses  weiter  angenäherten  li'  verbessern. 
Weil  aber  die  Verbesserungen  doch  nur  gering  werden,  weil  femer 
das  Lambertsche  Gesetz  selbst  nur  eine  Annäherung  ist,  und  weil 
endlich  die  Rechnung  zu  zeitraubend  würde,  kann  man  sich  mit 
wenigen  solchen  Rechnungen  begnügen,  und  dabei  untergeordnete 
Flächen  durch  Schätzung  geniigend  berücksichtigen,  wobei  ein  Über- 
blick über  die  H'  der  Tabelle  Anhalte  bietet.  —  Z.  B.  für  einen  Punkt 
der  Pi  bei  JT  (auf  ÄD')  kann  man  nach  einer  einfachen  Überlegung 
ir  «a  0,17  oder  0,16  setzen.  Denn  den  beschatteten  Flächen  mit 
S^  etwa  ««  0,3  kommt  ein  l^A!  ««  0,  5  •  0,7  «-«  0,21  zu,  und  den  am 
meisten  wirksamen  Teilen  in  der  Nähe  von  «T  noch  etwas  weniger. 
Die  beschatteten.  Korperflächen  würden  demnach  mit  der  Luft 
(ß'^'  — 0,17)  etwa  gleich  stark  wirken,  so  daß  /f' =  0,17  (wie 
durch  die  Luft  allein),  oder  auch  etwas  kleiner  sein  dürfte. 

So  sind  durch  angenäherte  Rechnung  und  Schätzung  noch  einige 
tteflexhelligkeiten  H'  bestimmt  und  mit  eingeklammerten  Zahlen  in 
die  Figur  eingetragen. 

501.  SduiUenbestimmung  mütelst  einer  TroßAene  der  beschatteten 
FläcJie.  Eine  prismatische  (oder  cylindrische)  Bläche  projicirt  sich 
auf  ihre  Profilebene  als  Linie,  mittelst  deren  eich  der  Schatten  leicht 
ergibt  Dies  Verfahren  ist  besonders  vorteilhaft,  wenn  die  Profil- 
ebene  schon  zur  Verzeichnung  des  Gegenstandes  notwendig  war. 

Aufg.  Auf  der  HortBonkilebene  P^  liegt  ftUt  einer  Seitenfläche  einTiftm, 
regelmäßigee  achtseitiges  Prisma  und  auf  dieses  lehnt  sich  ein  regel- 
mäßiges vierseitiges  Prisma,  das  mit  einer  m  den  Seitetikantefi  des 
ersteren  Prismas  parallelen  Kante  auf  P^  liegt    Es  sollen  die  auf- 
tretenden  Schatten  und  die  Helligkeiten  der  Flachen  bestimmt  toerden. 

Aufl.  Man  nehme  eine  zu  den  genannten  Seitenkänten  senk- 
rechte Ebene,  welche  Profilebene  beider  Prismfen  ist,  als  P,  an, 
verzeichne  auf  ihr  die  Projektionen  beider  und  übertrage  sie,  wie 
in  der  Figur  geschehen,  in  P^  und  P,.  Vermittelst  der  dritten  und 
ersten  Projektion  und  des  in  P3  übertragenen  Lichtstrahles  kon- 
struire  man  die  Schatten  beider  Prismen  auf  P^.  Um  sodann  den 
Schatten  des  quadratischen  auf  das  achtseitige  Prisma  zu  finden, 
lege  man  in  P,  durch  die  Punktprojektion  jeder  Kante  des  letzteren 
den  rückwärtsgekehrten  Lichtstrahl,  welcher  auf  der  schattenwerfen- 
den Kante  des  quadratischen  Prismas  den  PunH  bestimmt,  der  den 
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Schatten  auf  sie  wirft,  und  aus  dem  man  dann  in  P^  den  jenen 
Schatten  bestimmenden  Lichtstrahl  zieht  —  Man  erhält  AbkQrzungen 
oder  Proben,  wenn  man  beachtet,  daß  der  yoUständige  Schatten 
der  Prismen  auf  P|  ein  Zehn-  bezw.  ein  Sechseck  ist,  in  welchen  je 
zwei  Gegenseiten  parallel  und  gleich  sind.  Und  man  findet  den 
Schlagschatten  auf  das  achtseitige  Prisma  noch  kürzer  und  genauer 

Fig:  S79. 


(s.  Figur)  durch  Beachtung,  daß  er  der  Schnitt  einer  Ebene  mit 
dem  Prisma  ist,  und  wenn  man  zuerst  die  Schnitte  dieser  Ebene  mit 
den  beiden  horizontalen,  dann  mit  den  beiden  vertikalen  Seitcnflilchen 
des  Prismas  sucht,  und  in  das  so  gebildete  Parallelogramm  parallel 
mit  seinen  Diagonalen  die  vier  übrigen  Seiten  einzeichnet.  Ganz 
entsprechend  benutzt  man  vorteilhaft  bei  der  Bestimmung  des 
Schattens  des  Grundachtecks  auf  P|  den  Schatten  des  Quadrates  von 
vier  Seiten  desselben. 

Die  durch  die  Sonnenbestrahlung  hervorgebrachten  BelmckbingS'' 
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stärken  oder  verhäUnißmäßigen  Bdfigkeiten  cos  £  der  Seitenflächen 
des  acfatseitigen  Prismas  bestimmt  man  (498),  indem  man  beachtet, 
daß  die  Seitenkanten  Hauptlinien,  die  Seiten  des  Achtecks  (<»  Tc) 
Falllinien  derselben  sind.  Man  stelle  die  Strecke  i  wieder  senk- 
recht auf  den  um  eine  Vertikale  parallel  zu  Pji  gedrehten  Licht- 
strahl V^  und  bestimme  mittelst  V^  ihre  Schattenlänge  %|,  die  in 
zehn  gleiche  Teile  geteilt^  den  Maßstab  für  die  Beleuchtungsstarke 
(<B  eos  £)  bildet.  Diejenige  der  Prismenfläche  AB  z.  B.  findet  man 
(s.  Figur)  -=  B^B^ :  i^  ««  0,52. 

Um  die  Beleuchtungsstärke  der  Fläche  GE  des  quadratischen 
Prismas  zu  erhalten,  trage  man  auf  diejenige  ihrer  Kanten,  welche 
eine  Falllinie  ist,  C'"If"  =  h  auf,  bestimme  in  der  dritten  Projek- 
tion ihren  Schatten,  so  ist  Cy"D^"  ih^  nahezu  »>  1,0  die  Beleuch- 
tungsstärke der  Fläche  CE.  Die  anstoßende  Fläche  hat  die  Be- 
leuchtungsstärke 0,1. 

Zur  Bestimmung  der  durdi  Beflex  hervorgdjradUen  Beleuchtungs- 
stärken  oder  scheinbaren  Ifdligkeiten  ist  es  notwendig,  den  Wert  von 
A  anzunehmen.  Es  seien  alle  Körper  dunkel,  wie  von  Syenit,  und 
J,  s8  0,08.  Die  Zahlen  sind  nach  dem  Verfahren  der  Yorigen  Nr., 
jedoch  mehr  schätzungsweise  ermittelt  und  eingeklammert  in  die 
Figur  eingetragen.  —  Die  verhältnißmäßige  Helligkeit  des  Himmels 
ist  0,17  :  0,08  <«  2,1.  —  Man  bemerkt  aus  den  Zahlen  der  Figur, 
daß  bei  dunklen  Körpern  die  Schatten  yerhäjtnißmäßig  dunkler 
werden,  als  bei  den  hellen  des  vorigen  Beispiels,  und  daß  der 
EUmmel  bei  ersteren  eine  größere  verhältnißmäßige  Helligkeit  ge- 
winnt. 

602.  Schattenhestimmung  vermittelst  des  Schattens  einer  Linie  auf 
eine  a/ndere.  Bestimmt  man  die  Schlagschatten  zweier  Linien  auf 
dieselbe  Fläche,  zieht  von  jedem  Schnittpunkte  derselben. rückwärts 
den  Lichtstrahl,  so  schneidet  dieser  beide  Linien,  und  der  von  der 
Lichtquelle  entferntere  ist  der  Schatten  des  nälieren.  Dies  Ver- 
fahren ist  besonders  dann  vorteilhaft,  wenn  die  Sclilagschatten  schon 
ihrer  selbst  wegen  notwendig  sind. 

Aufg.  Ein  sechseckiger  Stern ^  der  aus  einem   Würfet  und  ati^Fin 
sechs  auf  seine  Flächen  aufgeseUsten  kongruenteti  regelmäßigen.  Pyra- 
miden besteht,  liegt  mit  drei  Ecken  auf  der  P^  auf;  es  soll  sein  Schattei% 
auf  die  Projektionsdfenen  und  auf  ihn  selbst,  sowie  die  Helligkeit  der 
Flächen  bestimmt  werden, 

Aufl.  Die  durch  den  Mittelpunkt  M  des  Würfels  parallel  lu 
seinen  Kanten,  daher  nach  je  zwei  Pyramidenspitzen  laufenden  Azen 
stehen  in  den  drei  Eckpunkten  1,  2,  8  eines  regelmäßigen  Dreiecks 
auf  Pj  auf.   M  projicirt  sich  in  den  Mittelpunkt  M'  dieses  Dreiecks, 
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und  seine  Höhe  wird  in  dem  Kreise,  der  eine  Höhenlinie  des  Drei- 
ecks (von  3'  auf  1'2')  zum  Durchmesser  hat^  als  die  auf  diesem 
Durchmesser  senkrechte  Qrdinate  M'M'"  gefunden.  Daraus  ergibt 
sich  M"  und  jene  Axen  1  •  12,  2  *  13,  3  •  14,  welche  in  M  halbirt 
werden.  Bei  der  angeordneten  gleichen  Neigung  der  Würfelkanten 
gegen  die  P^  steht  eine  Diagonale  des  Würfels  auf  P|  senkrecht^ 
d^ren  eines  Ende  4  zwischen  P^  und  M  willkürlich  angenommen 
werden  kann.  Daraus  ergeben  sich  auch  die  Gegeuecke  1 1 ,  die  von 
ihnen  ausgehenden  mit  den  Axen  parallelen  Kanten,  welche  durch 


zw«i  horizontale,  die  Diagonale  4-11  in  drei  gleiche  Teile  teilende 
Ebenen  in  «5,  6,  7  und  8,  9,  10  begrenzt  sind  (162).  Dadurch  wird 
die  zweite  und  dann  die  erste  Projektion  des  Würfels,  ein  regel- 
mäßiges Sechseck,  vollendet^  worauf  sich  die  P>Tamidenkanten  zeichnen 
lassen. 

Vermittelst  des  Lichtstrahles  l\  V  ergibt  sich  der  Schatten 
1  li  von  14  auf  P^,  und  da  12,  13,  14  in  einer  horizontalen  Ebene 
liegen,  sind  die  Laugen  der  Strahlen  12' 12,,  13'13i  gl«ch  14' Uj. 
Dreht  man  l'  s=  14' 14^  um  die  erste  Projicirende  vou  14  in  die  zu 
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P^  parallele  Lage  14X  {}'"  in  der  zweiten  Projektion),  so  gibt  der 
Abstand  U"  N"  des  U"  von  der  zur  Axc  x  senkröcbten  L"lf"  die 
Lange  von  14'14|.  Für  jeden  anderen  Punkt,  z.  B.  9  erhält  man 
entsprechend  die  Länge  0'9|  gleich  dem  Stuck  der  durch  V  geführten 
Parallelen  zu  x^  welches  zwischen  V"  und  L"  N"  eingeschlossen  ist. 
So  verzeichnet  man  den  Schatten  (d.  i<  auch  die  schiefe  Projektion) 
aller  Ecken  und  Kanten  des  Sternes.  Die  Umrißlinien  der  Figur 
bilden  die  Grenzen  des  Schlagschattens,  und  die  Kanten,  deren 
Schatten  sie  sind,  die  Grenzen  des  Eigenschattens,  wie  z,  B.  12  •  10, 
12.  9;  13-6,  13.  11;  14.7,  14  •  11. 

Um  nun  noch  den  Sclilagschatten  des  Sternes  auf  seine  eigene 
Flächen  zu  bestimmen,  z.  B.  der  Eigenschattengrenze  11  •  14.  auf 
die  beleuchtete  Fläche  11  •  9  -  12,  beachte  man,  daß  derselbe  \n 
11  beginnt  Im  Schlagschatten  trifift  aber  llil4|  den  Umfang  des 
Dreiecks  i  1^9]  12^  noch  in  dem  Punkte  A^  der  Seite  9^12^,  woraub 
durcli  den  rüekwfürts  gezogenen  Lichtstrahl  der  Schattenpunkt  A 
auf  9*12,  am  sichersten  in  der  zweiten  Projektion,  folgi  11 A  ist 
dann  dar  gesuchte  Schlagschatten.  Aus  den  höchstens  sechs  Schnitt- 
ponkten  der  Schlagschattenumrißlinien  folgen  derart  sechs  Schlag- 
schatten auf  dem  Sterne. 

508.  Zur  Besiimmwiig  der  Helligkeit  und  zwar  zunächst  der 
Stärke  der  unmiUelbaren  SonncnbeleucMwng  (cos  s)  für  jede  Fläche  er- 
mittle mau  (bei  JV '')  die  wahre  6r5ße  der  Grundlinie  g  und  der  Höhe  h 
einer  der  dreieckigen  Flächen  des  Sternes  und  seinen  durch  den  ge- 
drehten Lichtstrahl  V"  erzeugten  Schatten  gh^  bei  senkrechter  Stellung 
zu  demselben.  Die  beleuchtete  Fläche  11  *  8  « 14  hat  den  Schatten 
1118^14,;  ihre  Beleuchtungsstärke  ist  daher  »^Fl.ll^SilA^iFl.gh^. 
Zur  Eimittelung  dieses  Verhältnisses  reducirt  man  das  Dreieck 
11^8jl4|  auf  die  Grundlinie  g,  indem  man  auf  lliS^  die  ll^S,».^ 
aufträgt,  8il4;i  ||  8,14^  zieht  und  mit  11x14^  in  U,  schneidet  Der 
Abstand  des  14^  von  II181  ist  dann  die  Höbe  des  reducirten  Dreiecks 
und  gibt^  auf  dem  Maßstabe /»^  gemessen,  fGr  11 .6*  14  den  cos £««0,63. 
Entsprechend  erhält  man  oos  £  fBr  P^  <»  0,37,  filr  P,  «=  0,49. 

Zur  Bestimmung  der  dureh  unmittelbare  BeUt^ditiing  hervarge- 
bradUen  UcUigJceU  dient  die  Formel  (6)  der  Nr.  488: 

H  mm  L'  coB  eA  '^  cos  9Ä. 
Indem  wir  darin  L'  »»  1  setzen,  nehmen  wir  als  Einheit  der  Hellig- 
keit diejenige  einer  Iiläche  an,  welche  Ton  der  Sonne  senkrecht  be- 
strahlt wird  und  das  Hückstrahlungsrermögen  Eins  besitzt.  Wir 
können  diesmal  nicht^  wie  in  den  beiden  Torhergehenden  Fällen,  die 
▼erhältnißmäßige  Helligkeit  H :  A  bestimmen,  weil  wir  A  f&r  die 
verschiedenen  Korper  verschieden  annehmen  wollen.    Sie  sei  näm- 
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lieh  für  Pi  =«  0,08  (frische  Ackererde  oder  Syenit),  für  P,  =■  0,7 
(Kalkanstrich),  für  den  Stern  «»  0,24  (weißer  Sandstein),  zugleich 
nehmen  wir  Pj  und  Pg  so  ausgedehnt  an,  daß  sie  bei  der  Reflex- 
Wirkung  als  unbegrenzt  angesehen  werden  können.  Es  sind  dann 
durch  die  unmittelbare  Sonnenbeleuchtung  die  Helligkeiten   für  P^ 

—  0,37.0,08—0,03,    für    P,  —  0,49 -0,7  =  0,34,    für    11    8  •  14 

—  0,53  .  0,24  —  0,13. 

504.  Zur  Bestimmung  der  durch  lieflex  kcrvorgebrachien  Hdlig- 
keit  dient  die  Formel  (1)  der  Nr.  486 

n  ' 
worin  S^  die  Beleuchtungsstärke,  A!  das  UückstrahlungSTer mögen, 
SÄ  die  Helligkeit,  F"' :  n  den  Beleuchtimgsraum  der  reflektiren- 
den  Fläche,  Ä  das  Rückstrablungsvermogen  der  durch  Beflex  be- 
leuchteten Fläche  bedeutet.  In  SÄ  muß  aber  auch  die  durch 
Beflex  auf  der  reflektirenden  Fläche  heryorgebrachte  Helligkeit  einbe** 
griflen  werden.  Beatimmen  wir  daher  diese  vorerst  annähernd  für  die 
drei  genannten  Flächen.  Ffir  Pj  mit  A  «=  0,08  ist  f&r  den  Beflex  von 
P, : SÄ  =  0,34,  F'" : «  —  0,5  (wie  in  500);  von  der  Luft  SÄ^ 0,17, 
F"' :  7C  e»  0,5-,  daher  die  Beflexhelligkeit  ohne  Beachtung  des  Sternes 

—  (0,34  •  0,5  +  0,17  .  0,5)  0,08  —  0,02.  Für  P,  mit  A  —  0,7  ist  für 
den  Beflex  von  P^ :  SÄ  —  0,03,  F'"  :  n  —  0,5;  für  die  Luft  SÄ 

—  0,17,  F'"  :  ye  —  0,5,  daher  die  Reflexhelligkeit  ohne  Beachtung 
des  Sternes  =  (0,03  •  0,5  +  0,17  •  0,5)  0,7  =  0,07.  Für  den  Stern 
mit  A  =^  0,24  wechselt  der  Reflex  auf  den  Flächen,  je  nachdem 
diese  mehr  der  Wand  oder  mehr  dem  Boden  zugekehrt  sind.  Für 
eine  mit  P^  parallele  Fläche  wird  nur  P,  und  die  Luft  wirken,  und 
es  wäre  die  ReflexhelUgkeit  —  (0,34  •  0,5  +  0,17  •  0,5)  0,24  —  0,06; 
für  eine  mit  P,  parallele  durch  P^  und  die  Luft  =^  {OfiS  -  0,5 
+  0,17  .  0,5)  0,24  —  0,02. 

505.  Diese  angenäherten  Reflexbestimmimgen,  die  man  für  die 
verschiedenen  Flächen  des  Sterns  leicht  noch  weiter  gliedern  kann,  darf 
man  oft  als  endgiltig  genügend  annehmen.  Wir  wollen  aber  mittelst 
derselben  wenigstens  für  eine  Fläche  eine  genauere  Bestimmung  vor- 
nehmen.   Mat  hat  dabei  die  wirksame  Helligkeit  SÄ  zu  setzeu 

für  P^  —  0,03  +  0,02  =  0,05, 

für  Pji  =  0,34  +  0,07  —  0,41; 
für  Flächen  des  Sterns  hat  man  zu  den  Helligkeiten  der  unmittel- 
baren Beleuchtung  noch  0,02  bis  0,06,  ja  bis  etwa  0,08  zuzufügen, 
letzteres  für  Flächen  die  größtenteils  der  Wand  zugekehrt  sind. 

Bestimmen  wir  die  durch  Beflex  ersettgte  HeUigieii  der  Flädie 
14  •  8-  11  des  Sterm  hei  ihrer  Spitge  14.   Es  wirken  reflektirend  die 
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Fläche  11  -8  « 13  des  Sterns,  der  Boden  P^,  die  Luft,  die  Wand  Pg. 
Indem  wir  nach  Nr.  485  verfahren,  bestimmen  wir  die  Werte  Yon 
cfi  und  7on  a  durch  Konstruktionen  und  Messungen  auf  der  Figur, 
die  aber  nicht  angegeben  sind.  Man  hat  dazu  besonders  die  Spuren 
in  Pi  und  P,  Ton  den  Ebenen  14-8-11,  14  •  8  •  13,  14  •  11  •  13 
notwendig  und  kann  dann  die  Winkel  a^,  a  mit  wenigen  Hilfslinien 
zum  Behuf  des  Umlegens  und  hauptsachlich  mit  Zirkelabgpreifen 
bestimmen.  Läßt  man  den  Strahl  aus  14  auf  den  Umrissen  der 
reflektirenden  Flächen  hinstreifen,  so  wollen  wir  Grenzstrahlen  durch 
folgende  Punkte  bezeichnen,  durch  die  sie  gehen:  den  Strahl  durch 
den  unendlich  fernen  Punkt  der  Aze  x  mit  X,  diejenigen  nach  den 
unendlich  fernen  Punkten  der  Horizontal-  und  Yertikalspur  der  unter- 
suchten Fläche  14  •  8  •  11  bezw.  mit  H  und  F,  und  endlich  den  Strahl, 
welcher  zugleich  die  Kante  8  •  13  und  die  x  schneidet,  mit  K.  Dann 
sind  folgendes  die  begrenzten  reflektirenden  Flächen:  11  •  8  •  13;  8HXK 
von  Pij  HVX  von  der  Luft;  Vll-ISKX  von  Pj.  Die  gemessenen 
a^  und  a  und  die  vorhin  angegebenen  Helligkeiten  ffÄ  sind  in  der 
folgenden  Tabelle  eingetragen^  und  danach  die  Berechnung  vorge- 
nommen, wobei  itlr  die  Fläche  14  «8-11  das  ^  =  0,24  eingesetzt 
wurde. 
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a 
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Die  gesuchte  Beflexholligkeit  von  14' 8- 11  bei  14  int  daher 
0,076. 

Ebenso  soll  die  ^irdi  Reflex  ereeiufte  HdUgkcU  dcnsdbeH  Fläche 
14  •  8  •  11  in  der  Mitte  P  ihrer  Grundlime  8  •  11  bestimmt  werden. 
Hier  sind  zur  Bestimmung  von  a^  und  ec  die  Spuren  auf  P|  und  P, 
Yon  14  •  8  •  11  und  13  •  8  •  11  notwendig.  Bezeichnen  wir  noch  den 
Strahl  der  von  P  aus  sowohl  die  Kante  8  •  14  wie  die  Axe  jt*  trifft 
mit  X\  so  erhalten  wir  folgende  Tabelle: 


Beilok. 
iiroBde 
VUohA 

Kaste 

ii  (u;  d 

a 

oo«  a 

«fi 

a9oQMa 

Sa?oo9a 
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0,04« 
0,A 

Pyr. 
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0,84+ 
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0,41 

Wand 

P. 

Lioht 

11  X' 
X'X 

58 

"87~ 
67 

0,58 
0,80 
0,89 

XV 

15 

0,OMI 

s 

ummen 

360 

360 

1,00    1 

0,06« 

Die  Reflexhelligkeit  von  14- 8 -11  bei  P  ist  also  .»0,062,  oder 
um  0,014  kleiner  als  bei  14,  was  daher  rflhrt,  daß  14  mehr  Lioht 
von  Pg,  P  mehr  von  13  •  8  •  11  erhalt,  und  daß  P,  heller  als  13 •  8  •  11 
ist.  Die  übrigen  Zahlen,  die  in  der  Figur  eingetragen  sind,  wurden 
nicht  mit  der  gleichen  Genauigkeit  bestimmt 
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L   Dia  Axonometrie. 

506.  Wir  sind  nach  dem  Yorhergehendeu  (109)  im  Stande, 
ein  durch  zwei  Projektionen  gegebenes  Itaumgebildo  auf  irgend  eine 
neue  Projektionaebene  senkrecht  (oder  auch  schief)  zu  projiciren« 
In  vielen  Fällen  umgeht  man  aber  vorteilhaft  die  Darstellung,  der 
neuen  Projektionsebene  und  der  projicirenden  StrahleU|  indem  man 
jeden  Punkt  des  Gebildes  durch  drei  Koordinaten  ^  die  wir  stets  auf 
einander  senkrecht  annehmen^  gegeben  denkt  und  diese  abbildet 
£s  muß  dann  nur  die  Abbildung  der  drei  Koordinaten  axen  auf  die 
neue  Ebene  yorgenommeu  und  das  VerkürzungsverhUtnis  der  Pro- 
jektion einer  Strecke  auf  jeder  der  Axen  bestimmt  werden;  damit 
ist  es  dann  leicht,  den  durch  die  drei  aneinander  gereihten  Koor- 
dinaten gebildeten.  Koordinatenzug  irgend  eines  Punktes  und  damit 
ihn  selbst  abzubilden.  Es  ist  dies  besonders  vorteilhaft,  wenn  es 
sich  um  die  Abbildung  von  Körpern  handdt,  wjolche,  wie  Gebäude, 
Maschinen  u.  s.  w..  Kanten  besitzen,  die  sich  vorzugsweise  in  drei 
auf  einander  senkrechten  Richtungen  erstrecken  (einer  lothrechten 
und  zwei  wagrechien),  mit  denen  man  dann  die  Koordinatenaxen 
parallel  legt,  so  daß  der  Koordinatenzug  meist  durch  Kanten  ge- 
bildet ist,  die  schon  ihrer  selbst  wegen  gezeichnet  werden  müssen. 
Bei  senkrechter  Projektion  stellt  man  dann  die  neue  Projektions- 
ebene gewohnlich  geneigt  gegen  alle  drei  Axen  und  gegen  die 
Ebenen  je  zweier,  damit  keine  jener  Kanten  und  Seitenflächen  des 
Körpers  nur  durch  einen  Punkt,  bezw.  eine  Gerade  dargestellt  wird. 
Die  Axonometrie  ist  das  Verfahren,  die  senkredite  Frojcktimh  eines 
Itaumgdnldes  mittelst  der  Projektionen  der  rechtwinkligen  Koordinaten 
seiner  Punkte  herzustellen. 

607,  Projektion  des  Axenkreuzes  tmd  Bildung  der  Axenmaß- 
Stäbe.  In  unserem  Koordinatensysteme  gehen  von  dem  Ursprungs^ 
punkte  0  die  drei  auf  einander  senkrechten  Koordinatenaxen  x,  y,  e  aus, 
welche  die  Koordinalenchcncn  xy-^V^,  aJ;ef=«P„  yx?  =«  Pj,  bilden, 
die  bezw.  auch   die  Grundriß-,  Aufriß-  und  Kreuzrißebene  heißen. 
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428  Vin,  607.   AxonometriBcbo  und  schiefe  Projektion. 

Unter  dem  Axenkrctuie  verstehen  wir  drei  auf  den  Axen  aufgetragene 

der  Einheit  oder  einem  ganzen  Vielfachen  der  Einheit  gleiche  Strecken 

OXy  OY,OZ.   Schneiden  die  Axen  die  Bildebene  P,  auf  welche  pro- 

Fig.wijicirt  wird,  in  den  Punkten  J,B,C,  von  denen  A  und  B  gegeben 

seien,  so  lege  man  den  rechten 

^^'  Winkel  ^  Ol?  in  die  P  in  einen 

C. ^^  rechten   Winkel,   etwa  ^0,B 

um.     Projicirt  man  dann  das 

\  Axensystem  auf  eine  zvl  AB 

\  senkrechte    Ebene    und    legt 

^Z'^      diese  um  ihre  (zu  AB  senk- 

\  rechte)  Spur  A"C"  in  die  P 

\         um,  so  zeigt  sich  das  Dreieck 


■i  \ 


\i 


AOB  als  eine  (gegen  Ä'C" 

,,^ , ^ _^      ^,,  ,     geneigte)  Gerade,  etwa  ^"0", 

^.      I  <    ,''^     r'  '     *  als  die  zu  ^"0"  Senkrechte 


..-.-■--'1 


a'C".  Durch  0,  und  ff'  ist 
die  Projektion  0'  von  0  auf  P 
bestimmt  Die  Projektion  von 
fs  auf  P  ist  die  zu  AB  Senkrechte  ffCy  auf  welcher  sich  aus  C" 
die  Spur  C  der  z  gegen  P  ergibt.  ABC  ist  dann  das  Spurendreieck 
des  Axensystems  xyz  auf  der  Bildebene;  und  da,  ebenso  wie  (70, 
auch  ff  A  und  ffB  auf  ihrer  Gegenseite  senkrecht  stehen,  so  sind 
die  Abbildungen  der  Axen  die  Höhenlinien  des  Spurendreiedcs.  Dies 
Dreieck  ist  im  allgemeinen  spitzwinklig,  da  sein  Hohenschnittpankt 
im  allgemeinen  ein  innerer  Punkt  sein  muß,  und  nur  in  einer  Grenz- 
lage auf  dem  Umfange  liegen  kann. 

Um  die  Abbildung  des  Axenkreuzes  herzustellen,  trage  man 
auf  den  unverkürzt  erscheinenden  Axenabbildungen  O^Ay  O^B^  ff'G" 
die  Einheit  der  Länge  oder  Oleich  vielfache  der  Einheit  als  O^X^  — 
O^Y^*^  ff' Z"  auf,  deren  Abbildungen  «ich  dann  als  ffX'^  ff  F', 
ffZ'  ergeben  und  die  Akbüdvmg  des  Axenkreuzes  bilden.  Die  Axen- 
riff.Ms.  ^  maßstabe  x,  y,  z  und  der  „wahre 

Fig.  S83.  Maßstab"   w,  d.  i.    der  Maßstab 

'^  ' "  "  I "  "  i^ b f;t    der  Bildebene,  werden  dann  durch 

l  ;:'::;:.'>  ,'^         ,^       Teaung    von    O-X-,    OT,    ff  TT, 

jr  I  •  ■  ■ '  I    *"    I        t  *         O^Xj  in  ebenso  viele  gleiche  Teile 

(in  der  Figur  einen),  als  man 
Einheiten  auf  0|  X^  angenommen  hat,  und  durch  Weitertragen  der 
Teilung  ausgefUhrb  Unter  dem  UMhren  Maßstab  ist  also  der  Maß- 
stab der  Bildfl&che  verstanden,  welcher  keine  Verkürzung  durch 
Projektion  erfahren   hat,  immerhin   aber    eine  Veränderung  gegen 
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die  Wifkliehkdit  besitzen  kann.  —  Vorteilhaft  ist  auch  der  StraJüen-  ng.  tss 
mafistabf  besonders  in  dem  Falle,  in  p.     ^^^ 

welchem  man  noch  weitere  Maß- 
stabe fClr  beliebig  andere  Bichtmigen 
herstellen  will»  Man  bildet  dann 
zuerst  den  wahren  Maßstab  Wy  pro- 
jicirt  dessen  Teilungspunkte  aus 
einem  nicht  nahen  Punkte  und 
legt  parallel  zu  ihm  zwischen  zwei 
Siarghlen,  welche  auf  tv  die  Länge 
0|2j  einschließen,  die  Langen  (XX', 
Cf  Y\  (/  Z'\  auf  ihren  Linien  schnei- 
det dann  das  Strahlenbüschel  die 
Maßstabe  x^  y,  e  ein.  Maßstabe  für 
andere  Torkommende  Richtungen 
kann  man  leicht  entsprechend  einschalten. 

Diese  beiderlei  Maßstäbe  sind  zweckmäßig,  wenn  man  einen 
Gegenstand  nach  Maßen  zeichnet^  indem  man  den  wirklichen  Gegen- 
stand oder  einen  Handriß  mit  eingCKchriebcnen  Maßen  zu  Grund  legi 
Benutzt  man  dagegen  eine  Zeichnung,  welche  die  richtigen  Maße 
besitzt,  so  bildet  man  am  besten  Proptortional-  oder  Vei'hüUni8mtJcel^v\«tiii. 


Fig.  284. 


deren  Sinus  jedesmal  gleich  dem  zu  er- 
zielenden Yerkürzungsverhältnisse  sind, 
wobei  die  Verkürzung  außer  durch  die 
Projektion  auch  durch  eine  etwaige  Ver- 
jüngung bewirkt  sein  mag.  Man  ziehe 
eine  Grundlinie  OA^,  beschreibe  mit 
irgend  einer  Länge  der  ursprünglichen 
Zeichnung  (z.B.  2'O^X^  der  Fig.  281) 
als  Halbmesser  einen  Kreis  und  bestimme 
auf  ihm  Punkte  X,  F,Z^  deren  senkrechte 
Abstände  von  OA^  bezw.  gleich  den  Ab- 
bildungen jener  Länge  {20'X\  2(7  T,  2(yZ')  in  den  Richtungen  der 
Axen  oder  in  irgend  einer  andern  Richtung  sind.  Durch  eine  einfache 
Operation  mit  dem  Handzirkel,  ohne  eine  Linie  ziehen  zu  müssen,  leitet 
man  dann  z.  B.  aus  der  Länge  OX,  der  ursprünglichen  Zeichnung  ihre 
Abbildung  X^^^  in  der  Richtung  der  a:  Axe  ab.  —  Tritt  wegen  einer 
Vergrößerung  des  Maßstabes  eine  Vergrößerung  der  Maße  der  Ver- 
zeichnung in  einer  Axe  ein,  so  macht  man  die  Eosekante  des  Ver- 
hältniswinkels gleich  dem  Vergrößerungsverlmltnisse  und  bestimmt 
dann  z.  B.  OX,  aus  X^A^. 

508.  Aufg.  Mit  der  gt^ebenen  AUnhlung  eines  Axenkrewses  einen 
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Fig.  286. 


Würfel  von  gFgebener  Kanterüängc  imd  die  seinen  Seiienflächen  eüir 
gcsclirkhenefi  Kreise  abmibildm. 
Fig.  285.        Aufl.    Man   trage   auf  den   Äxen   nach   ilireu   Maßstäben   die 

gleichen  Kaotenlängen  OX,  0  Yy  OZ 

auf  und   ergänze  den  Würfel   durch 

die  parallelen  Kanten.   Bezeichnen  in 

der  Figur  281,  in  welcher  das  Axen- 

kreuz  hohl   gegen  das  Auge  gedacht 

ist,  die   Seiten  desselben  die   positi- 

ven   Koordinatenrichtnngen,  so  sind 

von    dem    vorderen    Punkte    0    des 

Wtlrfels  die  Kanten  in  dem  negativen 

Sinne  zu  zeichnen.     Die  eingeschrie- 

beaen    Kreise    der    Quadrate    bilden 

sich    als  eingeschriebene  Ellipsen    der  Parallelogramme   ab,  deren 

konjugirte    Durchmesser    die    Mittellinien    sind.      Man    konstruirt 

sie  nach  Nr.  373  oder  374   mittelst  acht  Punkten  und  Tangenten. 

Oder  man  sucht  die  Axen,  wobei  die  große  Axe  in  der  Fläche  xy 

parallel  mit  der  Spur  von  x^y,  d:  i.  senkrecht  auf  OZ,  die  kleine 


Fig.  286. 


Fk 


Fig.  98C. 


Axe  daher  parallel  zu  OZ  verläuft  Die  große 
Axe  zeigt  die  wahre  Länge,  die  nach  dem 
wahren  Maßstabe  tv  aufgetragen  oder  in 
Fig.  281  auf  O^X^  ermittelt  wird;  die  kleine 
lagegen  (in  XOZ)  wird  aus  der  großen  mittelst 
der  Eigenschaft  bestimmt,  daß  die  Verbindungs- 
linie der  Endpunkte  zweier  konjugirten  Durch- 
messer parallel  mit  einer  Verbindungslinie  der 
Schnittpunkte  dieser  Durchmesser  mit  einem 
Parallelogramme  ist,  das  der  Ellipse  parallel 
mit  zwei  anderen  konjugirten  Durchmessern 
umschrieben  wurde.  Diese  Eigenschaft  ist 
affiner  Natur  und  daher  durch  die  gleiche 
Eigenschaft  des  Kreises  begründet. 

509.  Äufg.  Einen  durch  Grund- und  Auf- 
riß geg^nen    Gegenstand   in  axonometriscker 

-^^    Projektion  eu  eeichnen  und  seinen  Schatten  m 

"■^  konstruiren. 

Aufl*  Der  Gegenstand  sei  ein  Orabkteaz, 
bei  dem  der  Querschnitt  der  Arme  nicht 
quadratisch,  die  Ausladungen  des  Bockeis  aber 
nach  allen  Seiten  gleich  seien.  Die  Schnittr 
linien    der  zusammenstoßenden  ProfiHrungen 
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des  Sockels,  die  s.  g.  Gehrungen,  liegen  in  lothrechten,  unter  46** 
gegen  die  Vorder-  und  gegen  die  Seitendächen  geneigten  Ebenen, 
den  Gehrungsebenen,  welche  die  Diagonalen  der  länglich  recht- 
eckigen Grundfläche  des  Sockels  nicht  enthalten.  Zur  Abbildung 
ist  das  Axenkreuz  der  Tabelle  der  Nr.  516  zu  Grunde  gelegt,  worin 
die  Winkel  5  ~  y;er -=  107«  49',  ij  =  jpa:  =  95M 1',  g  =  a;^  =  157« 
und  die  Verkürzungsverhältnisse  für  a?  —  0,887,  für  y  =  0,493,  für 
0  •—  0,985  sind,,  und  zu  deren  Übertragung  Verhältniswinkel  benutzt 


Fig.  287. 


wurden.  Man  zeichnet 
zuerst  das  Grundrecht- 
eck Ober  CD  und  das 
Quadrat  ODEF,  so 
daß  GE  und  EF  die 
Gnmdspuren  der  Geh- 
rüngsobenen  der  Eck- 
punkte C  und  D  ab- 
geben. Die  Ausgangs- 
eckpunkte der  Recht- 
ecke in  den  verschie- 
denen Hohen  überträgt 
man  zweckmäßig  in 
der  Gehruugsebene  des 
Punktes  0  vermittelst 
der  Höhenlinie  unter 
Benutzung  des  ;9  Maß- 
stabes^ und  der  Paralle- 
len zu  CEf  deren  Längen 
von  der  Höhenlinie  bis  zu  den  Ecken  man  aus  Fig.  286  erhält, 
wenn  man  in  derselben  CE'  *^CE  der  Fig.  287  macht,  sie  durch  die 
auf  CD  senkrechten  Kanten  jener  Rechtecke  zunächst  bei  C  achneidet, 
und  die  so  erhaltenen  Stücke  von  CE'  in  Fig.  287  überlrägt. 

Der  Lichtstrahl  in  Fig.  287  ist  durch  seine  Abbildung  Ir^QG^ 
und  diejenige  seines  Grundrisses  V  -^  G  O^  vollständig  gegeben. 
Man  findet  den  Schatten  eines  Punktes  G  auf  die  Bodenfläche,  indem 
man  G  auf  die  Bodenfläche  nach  G'  projicirt  (für  G  liegt  G'  auf 
der  Spur  DE  einer  Gehrungsebene),  aus  G  und  G'  bezw.  den 
Lichtstrahl  und  seine  Projektion  auf  die  Bodenfläche  zeichnet  und 
sie  in  (jj  zum  Schnitt  bringt.  —  Bemerkenswert  sind  noch  die 
Schatten  in  der  HolUkehle,  geworfen  von  einer  (unteren)  zu  x 
parallelen  und  einer  (oberen)  zu  y  parallelen  Kante.  Um  Schuitt- 
kurveu  von  Hilfsebenen  mit  der  Hohlkehlenfläche  zu  vermeiden, 
bestimme  man  die  Richtungen  GH  und  GJ  der  Schnittlinien  der 


Fig.  287. 
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Gefarungsebene  DF  bezw.  mit  einer  durch  x  und  mit  einer  dnrch 
y  gehenden  Liehtstrahlenebene  xl  und  yl^  indem  man  durch  einen 
geeigneten  Punkt  G  Ebenen  parallel  zu  den  genannten  legt  und 
ihre  Spuren  in  der  Bodenfläche  zeichnet.  Die  Spur  der  Gehrungs- 
ebene ist  dann  DF^  die  einer  Ebene  xl  ist  GiHQx)y  die  einer 
Ebene  yl  ist  O^J  (\\y).  Und  indem  die  DF  die  G^H  und  G^J 
bezw.  in  H  und  J  trifft,  sind  GH  und  GJ  jene  gesuchten  Rich- 
tungen. Zieht  man  nun  in  der  Gehrungsebene  DF  der  Hohl- 
kehle die  Streifenden  parallel  bezw.  zu  GH  und  GJy  imd  schneidet 
sie  mit  der  Gehrungslinie,  zieht  durch  die  Schnittpunkte  Parallele 
bezw.  zu  X  und  y,  so  sind  dies  dh  gesuchten  Schatten  der  x-  und* 
y Kanten,  auf  denen  man  die  Schatten  der  Ecken  durch  Licht- 
strahlen aus  den  Ecken  findet. 

Die  Helligkeiten  bestimmt  man  wobl  am  zweckmäßigsten  aus 
dem  Grund'  und  Aufriß. 

610.  Die  Richtungen  der  Axenprcjehtionen  und  die  Verhürmmgs- 
verhaUnisse  sind  von  einander  abhängig  y  so  daß  die  einen  durch  die 
anderen  bestimmt  sind.  Wir  wollen  zuerst  die  Grenzen  ermitteln, 
innerhalb  welcher  die  einen  und  die  andern  willkürlich  angenommen 
werden  können,  und  dann  aus  den  gegebenen  Elementen  die  anderen 
konstruiren. 
Fig.  «88.  Die  Winkel  der  Eoordinatenaxen  OA^  OB,  OC  mit  der  Bild- 
Fiff.  288.  ebene  P  oder  mit  ihren  Pro- 

Cf yc"'  jektionen  0' A^  O'B,  ffC  seien 

OA(y^<hOB(y  =  ß,  oca 


/  »      ^ 

'  !      '^ 

;  !      \ 

I  \^  V 


^> 


\  ""  ^'i  sie  sind  die  Komplemente 

\  der  Winkel  der  Axen  mit  0(7. 

\ .«.       00'    ist    eine    Diagonale   des 
**\  rechtwinkligen     Parallelepipe- 

\         dnms,  dessen  Seiteuflächen  die 
\^,  Eoordinatenebenen  und  die  pa- 
^^--'^  \      rallel  mit  denselben  durch  Cf 
J      gef ehrten  Ebenen  bilden.    Die 
/       Kanten  desselben   sind  gleich 
\i  ^^  ;       x'         Off  Bin  a,  OOf  sin  ß,Off  siny, 

cj  i.^-  und  da  das  Quadrat  der  Diago- 

nale Off  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Kanten,  so  ist 

sin*  a  -f-  sin*  ß  +  «in*  y  =  1, 
woraus  cos*  a  +  cos*  ß  -^-  cos*  y  «-  2 

folgt.  Tr&gt  man  die  beliebige  Strecke  d  auf  jede  der  drei  Axen 
auf,  und  sind  deren  Projektionen  auf  T  bezw.  C  X'  •«  Z,  C  F'  »«*  n», 
0'2r  «>  it,  so  daß  die  VerhiheungsverhaUnisse  l,  (i,  v  werden: 
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immCOBU 

- 

4 

,    ,»  — coe^  — 

f.  ' 

- 

COS}»-^ 

7' 

SO  ist  auch 

i*  +  F*  +  «^ 

—  2 

and 

p  +  m«  +  «»  - 

-2d\ 

lf9n,n  heißen  die  VerhäÜmsMohlen;  sie  rerhalteii  rieh  zu  einander  wie 
die  zugehörigen  YerkOrzangsverhältniflee  X,  ft,  v.  Nach  den  erhaltenen 
Gleichungen  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  YerkOrzungeyerhatir 
nisse  gleich  2,  und  da  jedes  einzelne  als  Quadrat  eines  Cosinus 
^  1  ist,  so  ist  die  Summfe  der  Quadrate  zweier  Yerkflrzungsyer- 
hältnisse  ^  1  und  ^  dem  Quadrate  des  dritten;  und  ebenso  ist  die 
Summe  der  QHodrate  eweier  VerhäUmstfoUen  größer  aia  das  Quadrat 
der  dritten. 

Führt  man  im  Äxenkreuz  die  Bezeichnung  der  Winkel  ein 

Bac^i,  coA^ny  Aac^i, 

80  muß  jeder  dieser  Ton  den  Höhenlinien  eines  im  allgemeinen 
spitz¥rinkligen,  in  der  Grenze  rechtwinkligen  Dreiecks  gebildete 
Winkel  im  allgemeinai  ein  stumpfer  oder  ^  90®  und  <  180®  sein; 
sodann  gilt  {  +  q  +  (-»360®. 

611.  Aufg.  Aus  dm  gegebenen  lUcMtmgen  (XA,  (XS,  0C  der 
Axenprcjdciianen  itire  Verhiirmimgsverhaltnisse  sm  ianstruiren. 

Aufl.  Man  betrachte  die  zu  O'C/ senkrecht  gezogene  AB  als  BeiteF!«.! 
eines  Spurendreiecks,  lege  yermittelst  des  „.     ^  .^ 

um  AB  als  Durchmesser  gezogenen  Halb-  j^ 

kreises  den  rechten  Winkel  AOB  nach  / 

AOiB  um,  ebenso  die  projicirende  Ebene  ^'^ 

yon  CffC^  (Ol  nxdlAB),  wobei  OiOOnach  / 

<7, 0"  C'kommt((7(r  (/'— 90®,  Ci(r'—Ci  Ol,       Äy^--- |z' 
0,0"G«»90®),     Die  VerhürrnngsverhäUr 
nisse  sind  dann  ^-. 

A«g.^s-cosir,    f*-,,^^-cos/I, 
r/cf 

wobei  y  mm  OCO'  sogleich  gezeichnet  ist, 

«  und  /l  aber  leicht  gezeichnet  werden  können.  TiUgt  man  auf 
OxA^  O^Bf  (f'G  die  beliebigen  gleichen  lAngen  0^3^  —  OiF,  —■ 
ff'  Z"  auf,  so  stellen  ihre  Projektionen  VerTiMÜniszaKlen  dar,  oder 
es  sind 

ax'^h  (yTmmm,  az^^n. 

512.  Aufg.  Aus  zwei  gegebenen  VerMrsungsverhältnissen  die  Asem- 
Projektionen  su  hestimnten. 

Wi^uor,  LebrbiMh  der  darttellendon  Q«omotri«.  28 
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Flg.  wo.        Aufi.   Seien  X  =—  cos  a  und  fi  ««  cos  ß  gegeben  (A  <!  1,  fi  <!  1, 
A*  -f~  f^^  ^  1);  ^^  nehme  man  eine  beliebige  Strecke  AB  als  Seite 
p.      ^  des  Spurendreiecks  an. 

^  Der  Scheitel  0  des  Axen- 

kreuzcs    ist    nun    be- 
stimmt durch  die  drei 
Bedingungen: 
1)  ^  AOB  —  90«, 
2)^(^0,P)-«, 
3)^(B0,P)-/J. 
Daher  muß  0   liegen: 
1)    auf    einer    Kugel, 
welche  AB  zum  Durch- 
messer hat^  2)  und  3)  auf 
je  einem  Umdrehungs- 
kegel, welcher  A  bezw. 
B  zur  Spitze  hat^  und 
dessen  Erzeugende  den 
Winkel  a  bezw.  ß  mit 
T    bildet     £ine   JL  P 
durch     A  B    gedachte 
Ebene  lege  man  in  P  um,  so  zeigen  sich  ihre  Schnitte  mit  jenen 
drei   Flachen   bezw.   als    der   Spurkreis  AEBB   der   Kugel   in  F 
und  als  die  Geraden  AD{^BÄD'-^a)  und  BE(:^^ABE-^ß\ 
welche  den  Kreis  in  D  und  E  treffen.     Projicirt  man  D  und  E 
auf  AB  nach  IX  und  E',  so   sind,   wie  sogleich   gezeigt  werden 
soll,  die  über  AD'  und  BE'  als  Durchmesser  beschriebenen  Krei3e 
<lie  Projektionen   auf  P   von   den  Schnittlinien   der  Kugel   mit  je 
einem  der  Kegel.     Einer  der  Schnittpunkte   dieser  beiden  KreisCi 
etwa  0',  ist  dann  die  Projektion  von   0,  wodurch   die  Axen  ffA, 
(fB  und  (/C  (A,  AB)  bestimmt  sind.    In  Bezug  auf  jene  Kreise, 
z.  B.  denjenigen  AD\  ist  aber,  wenn  man  AB  »» c  setzt,  AD  «» 
c  cos  «,  Ajy  ■"  c  cos'  a.   Legt  man  femer  durch  A  irgend  eine  auf 
P  senkrechte  Ebene,  welche  den  Spurkreis  ABB  der  Kugel  etwa 
noch  in  A^,  und  die  Kugel  in  einem  Kreise  vom  Durchmesser  AA^ 
schneidet,  so  wird  dieser  von  einer  von  A  ausgehenden  Erzeugenden 
l^nes  ersteren  Kegeln  in  einem  Punkte  0  getroffen,  dessen  Projek- 
tion auf  P,  0*   sei;   dann  ist   wieder  ACf  ^^  AA^  cos' er.     Daher 
9teh?Q  ^  i^Uen  Strahlen  aus  A  die  AO'  zu  den  AA^  in   unver- 
änderlichem y^h&ltnidsei  oder  der  Ort  der  0'  ist  eine  zum  Kreise 
ADBAi  llhnUGh«  Kurve  mit  dem  Ähnlichkeitspunkte  A,  also  der 
Ereia  vom  Pcirohmeaaer  AD\  was  zu  beweisen  war. 
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Ö18.  Di^j  Kreise  AD'  und  BB'  heißen  nach  Jcsar*)  Vetkur- 
aungsh-eUe;  sind  F  und  (?  ihte  Mittelpunkte  and  g3t  die  Bezeich- 
nung AF ^>»l^j  BG  "»  m^y  8o  ist  I^  n«  ^  c  cos'  a,  m^^^\  c  cos*  /!• 
Setei  man  noch  n^  «  ^  o  cos'  j',  so  ist  wegen  eo^  a  -f-  cos'  /S  -{- 
cos*  y  «s  2  (5i0),  /i  -H  i»x  +  nj  ■=  c;  daher  n^  «=  FGr.  Hieraas  erhalt 
man  y,  indem  man  auf  ^J5  die  AH' ^2FG  auftragt,  H'HXAB 
zieht,  und  mit  dem  Kreise  AB  in  H  schneidet;  dann  ist  ^BAH 
«=<)/.  Da  femer,  als  Halbmesser  desselben  Kreises,  AF^^OfF^ 
BO'-^CyO,  so  irind  auch  In  dem  Drwecke  OFO  die  Seiten:  O'F 
e»  Ij,  Cf  G  ^^fAy^^  FG  "B  n^.  Und  da  nach  den  obigen  Gleichungen 
nnd  nach  Nr.  610 

\\my^Miy^^^  coi'  ä  :  cos'  /J  :  cos'  y  «-  i'  :  fi'  :  v'  —  i' :  w'  :  n', 
so  rerhahen  sich  im  Dreiecke  QfFG  die  Seiten  wie  die  Quadrate 
der  Verkürznngsterh&ltnisse  oder  wie  die  Quadrate  der  Yerhältnia- 
zfthlen.  Daher  heißt  dieses  Dreieck,  sowie  jedes  mit  ihm  ähnliche, 
ein  Yerliwrmmgsäreieä^  Solche  kann  man  in  übereinstimmender 
Weise  auf  jeder  Seite  des  Spurendreiecks  bilden;  sein  Umfang  ist 
jedesmal  gleich  der  benutzten  Seite. 

514.  Bit  FußpuinkU  A^B^G^  der  Höhenlinien  eines  8pwrendreiring,\ 
edcs  ABC  bilden  ein  VerMrßUngsdreieck,  Dies  folgt  aus  dem  Satze, 
daß  die  Höhenlinien  eines  Dreieehs  ABC  die  Winkel  des  Dreiecks 
A^B^Gi  der  Fußpunkte  der  Höhenlinien  haXbvren.  Es  liegen  nämlich 
die  Scheitel  A^^  B^  der  rechten  Winkel  AA^B^  BB^A  auf  dem 
Kreise  Tom  Durchmesser  ^£.  Daraus  iol^^ABB^^^^'^AA^B^, 
Auf  gleiche  Weise  folgt  vermittelst  eines  über  AC  als  Durchmesser 
beschriebaieÄ  Kreises  ^  ACC^  ^  ^  AA^C^.  Nun  ist  ^  ABS^ 
'^  ^ACC^,  weil  ihre  Schenkel  paarweise  auf  einander  senkrecht 
stehen;  daher  ist  auch  ^AA^Bi  —  -^AAiC^.  Hiermit  ist  der 
letztei^e  Satz  bewiesen. 

Da   bei   dem  gleichschenkligen  Dreiecke  BGff  der  -^  FGff 

—  2  ^  ABB^   ist,  und  da  sich  soeben  ^  J?i  A^i  —  2  ^  AA^B^ 

—  2  4c  ABB^  ergab,  so  ist  ^,FG&  -=»^  B^A^C^.  Entsprechend 
ist  ^^GFff  '^^A.B^C,,  daher  AGFO' r^  A  A^B^C^,  was  zu 
beweisen  war. 

516.  Aufg.  Aus  den  gegd)enen  VerhäUniszahUn  l,m,n  die  Aaenr 
Projektionen  gu  bestimfnen.  Es  muß  (510)  das  Quadrat  einer  jeden 
dieser  Zahlen  kleiner  als  die  Summe  der  Quadrate  der  beiden 
andern  sein,  so  daß  mau  mit  diesen  Quadraten  als  Seiton  ein  Dreieck 
bilden  kann« 

Aufl.  h    Man  bilde  Linien,  welche  sich  wie  die  Quadrate  der 


*)  Man  sehe  die  Anfulimng  der  folgenden  Seite. 

28» 
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Yerhältniszaklen  yerhalten,  entweder  durch  Bechnungy  oder  indem 
Fig.s9i.man  über  einer  Seite  AB^  welche  nach  irgend  einem  Maßstabe  großer 

p.     ^  als  jede  der  VerhUtnis- 

zahlen  ist,  als  Dnrchr 
ttesser  einen  Halbkreis 
beschreibt  y  und  darin 
Yon  einem  Endpimkte 
ans  nach  demselben 
Maßstabe  Sehnen  AD 
—  ?,  BE  —  m,  AH 
-«1  fi  abschneidet;  ihre 
Projektionen  AI/,  BE", 
AH'  %\i{  AB  smddtjm 
wegen  AD'  —  AD*: 
AB  u.  s.  w.  mit  P,  in\ 
V?  proportionaL  Mit 
diesen  oder  mit  zu  ihnen 
proportionalen  Linien 
als  Seiten  bildet  man 
ein  Dreieck  jI^J^^Cal,  so 
sind  die  Halbirungs- 
linien  A^O'j  B^0\  C^O'  seiner  Winkel  die  Projektionen  der  Axen, 
und  zwar  stellt  A^ff  die  a;Aze  vori  wenn  B^G^  aus  J^  gebildet 
wurde  u«  s.  w. 

Aufi.  2.  Man  bilde  wieder  und  f&ge  in  einer  Geraden  AB  an- 
einander Längen,  welche  die  Quadrate  der  Verhältniszahlen  dar- 
stellen, nämlich  AF '^  P,  FO  =  n\  GB  —  m\  Dann  bilde  man 
über  FG  das  Verkürzungsdreieck  FG(/  durch  (/F  —  AF,  (XG  — 
BG,  so  werden  x,  y,  js  dargestellt  der  Reihe  nach  entweder  durch  (XB 
(I  der  Halbirenden  des  Winkels  FG(y\  (XA  (\\  der  Halbirenden  des 
Winkels  GFCT)  und  durch  die  Verlängerung  über  (/  Ton  der  Hal- 
birenden des  Winkels  FGf  G\  oder,  wenn  man  sich  das  Dreieck 
ABC  hinzugefügt  denkt,  durch  O A,  OB  ui^d  O'Cl^AB.  Der 
Winkel  xz  -^  fj  ist  daher  doppelt  dargestellt,  einmal  als  Winkel 
von  (/B  mit  der  Halbirenden  des  Winkels  FOG^  das  anderemal 
durch  A(yC]  und  man  sieht  auch  leicht  unmittelbar  ein,  daß  beide 
gleich  sind,  jeder  —  9(y>  +  ^  ^  GFC/.^) 

*)  Die  erste  Aoflöauog  ist  yon  PohUce  geliefert  worden  (Darstellende  Geoi- 
metrie,  1860,  S.  94).  Der  Begriff  des  Yerkürvungskreises  nud  des  in  der  iweifcen 
AnflOsimg  gebranchten  Verkürsnngsdreiecks  (jedoch  mit  anderer  Begrfindnng, 
wie  oben)  rfihrt  von  Herrn  Tesar  her,  welcher  damit  alle  Aufgaben  lOste,  von 
den  sechs  (Größen  Z,  fi,  y,  £,  17,  i  ans  zwei  gegebenen  die  übrigen  in  bestinunen 
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616«  Bei  häufigem  Gebraadie  ist  es  vorteiUrnft,  sich  einige 
Axenkrenze,  jedes  zur  Veranschaulichong  seiner  Wirkcmg  zu  einem 
Würfel  TeryoUstandigti  und  die  zageborigen  Maßstabe  zor  Answabl 
W  zeichnen.  Da  aber  bei  wechselnden  Yeijüngangen  doch  wieder 
neoe  Maßst&be  notwendig  sind,  so  haben  einfache  Yerhaltniszahlen 
einen  gewissen  Vorteil,  fOr  die  man  die  Axenkreuze  ebenfalls  kon- 
stroiren,  aber  auch  ierechnm  nnd  die  Ergebnisse  in  einer  Tabelle 
zor  Auswahl  bereit  halten  kann.  Wir  wollen  daher  die  sa  be- 
nutzenden Farmdn  herstellen  und  eine  kurze  Täbdle  zuf&gen. 

Aus  den  letzten  Gleichungen  der  Nr.  510  folgt 

«>«*«-F+5?+n«'  «^«'/»-|54ni?+V'  cosV-y^^.^^>, 

wteiach  die  VerkfirzungsrerhSltnisse  aus  den  Yerbalbiiszahlen  be- 
rechnet werden. 

In  dem  Dreiecke  AiBiGi  werden  die  Winkel  Bi  und  (7|  TonFig.»!. 
den  Schenkeln  des  Winkels  g  halbirt;  es  ist  daher 


J-180^-^5jta-90^  +  4-'    *KS-- 


cot 


und  da  die  Sdten  des  Dreiecks  gleich  oder  proportional  mit  P, 
m\  n\  so  folgt  aus  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel: 

*^  ^  _      lA^'  +  **'  +  ^'>  <-  ^  4-  «*'  +  lÖ 

^  *  K     p«  — •i"  +  ii»)(P  +  m«-n«)    » 

^^•,—       l/lP  +  m*  +  n')(P^m^  +  n^ 
'Ä*»—        K  (-  i«  +  m«  +  n«)  (p  +  m^^n*)' 

*^^_        1/  (P  +  m'  +  n^(jP  +  m'^l?r 

^  *        r  (- 1"  +  »••  +  !••)  (i«  -  «•  +  !•*)  • 

Ohne  Benutzung  des  Yerkürzungsdreiecks  A^BiC^  kann  man 
diese  Formeln  auch  aus  dem  Dreikante  OiOBC)  herleiten,  in 
welchem  die  Eantenwinkel  90^,  90^  -^  y^  90*  —  ßj  und  der  Flachen- 
winkel an  Off  «■>•  i  ist,  durch  die  Formel  cos  |  «■»  —  ^ß  ^iVi 
hieraus  erhalt  man  mit  Hilfe  der  obigen  Ausdrücke  für  cos*  ß,  cos*  y^ 

welche  Formel  man  auch  uk  die  obige  fOr  tg  |  umsetzen  kann. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  fär  cos  S  oder  tg  (  n.  s.  w.  werden  die 
Axenwinkel  in  der  folgenden  Tabelle  berechnet 


(Sitcber.  d.  maih.  nftt  OL  d.  Ak.  d.  Wis«.  in  Wien«  18S0,  B  Sl,  Abth.  t, 
S.  463-478). 
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VerhUfaiiMablen  | 
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695 

9^7 

114.46 

106.  69i 

1  138. 14^ 

Fig.  292. 


Den  Fall  I)  mit  gleichen  Verhältniszahton  nennt  man  den  der 
isometrischen  Projektion  {töog^  gleich;  idrpoVj  Maß),  den  Fall  II) 
mit  zwei  gleichen  Verhaltniszahlen  den  der  dimetrisehtn  (dig,  zwei- 
mal) oder  der  manodimetriseken,  den  III)  mit  drei  Terschiedenen 
Verhältniszahlen  den  der  trimetrischen  (rgig^  dreimal)  oder'  der 
anisametrischeH  Projektion. 

517.   Die  isomedrisdie  PrnjcJction  ist  wegen  der  Gleichheit  der 

Verhältniszahlen  die  bequemste.   Das  Verkür7;ung8verhältni8  in  jeder 

Axe  ist  -»0,816;  trägt  man  aber  die  unveränderten  Maße  auf  den 

Axen  auf,  wodurch  ein  neuer  Maßstab  erspart  wird,  so  tritt  eine 

Figwt. Vergrößerung  im  Verhältnis  ron  1 : 0,816  —  1,225  ein.   Der  Würfel 

bildet  sich  als  regelmäßiges  Sechseck  ab, 
in  dessen  Mittelpunkt  sich  zwei  Wfirfelecken 
projiciren.  Die  Diagonale,  welche  diese  beiden 
Ecken  yerbindet,  und  die  Halbirungsebcnen 
der  Flächen  Winkel,  welche  durch  diese  Dia- 
gonale gehen,  sind  auf  P  senkrecht,  bilden 
sich  daher  nur  als  Punkt  bezw.  als  Gerade 
ab.  Deswegen  eignet  sich  diese  Projektion 
wenig  f&r  Körper,  bei  welchen  wichtige 
Linien  oder  Ebenen,  wie  Symmetrieebenen, 
jene  Richtung  besitzen,  also  z.  B.  nicht  für 
die  Krystalle  des  regulären  Systems.  Außerdem  bietet  die  isome- 
trische Projektion  eine  starke  Oberlicht  (aus  einem  hoben  Stand- 
punkte),  gibt  daher  in  der  Regel  keine  so  vorteilhaften  Bilder,  als 
solche  mit  der  gewohnten  tieferen  Stellung  imd  daher  geringer  Ver- 
vigws.kürzung  der  jerAxe.  In  Fig.  293  ist  das  Grabkreuz  in  isometrischer 
Projektion  verzeichnet. 

618»  Den   besten  Eindruck  machen   die   trimettisehen  Prqfek- 
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tUmen,  wenn  man  die  (otifreohte)  ßAxe  nur  wenig  verkürzt  Ge- 
wohnlich nimmt  man  von  den  horizontalen  Axen  die  eine  (y)  merklich 
starker  yerkürzt,  ak  die  andere  {x)  an,  wo- 
durch man  mehr  don  Eindruck  einer  Vorder- 
ansicht erhält  Unter  den  Koordinatenebenen 
ist  dann  die  i^je;£bene  am  wenigsten  Ter- 
kürzt  und  yerändert.  Das  Links  und  Rechts 
der  nach  vom  gerichteten  x  und  y  Axen  darf 
man  geraidezu  yertauschen;  und  man  wählt 
diejenige  Annahme,  bei  welcher  die  f&r  die 
Einsicht  in  den  Gegenstand  wichtigste  8dten- 
fläche  mit  der  X0  Ebene  parallel  zu  liegen 
kommt.  Zweckmäßig  zeichnet  man  die 
jsf  Koordinaten  ohne  Projektionsverkfirzungy 
wodurch  man  eine  Vergrößerung  im  Ver- 
hältnisse TOii  1  :  cos  ^  Tornimmt,  und  ist 
dann  bei  den  in  der  Tabelle  angegebenen 
Verhältniszahlen  im  Stande,  die  anderen 
Koordinatenmaße  durch  eine  einfache  Kopf- 
rechnung  zu  bestimmen,   so  daß  man  mit 

einem  einzigen  Maßstabe  ausreicht.  Bei  dem  zweckmäßigen  Falle 
9 : 5 :  10  wäre  die  Vergrößerung  eine  1 : 0,985  ««  1,015  fache  (um  ^); 
die  z  würden  ungeändert,  die  y  in  halber  Große,  die  a?  um  -j^  ver- 
mindert aufgetragen.  In  der  Fig.  287  herrschen  diese  Verhältnis- 
zahlen. 

519.  Bei  der  dimetrischm  PtCjjelcHan  werden  zwei  Axen  und 
zwei  Axenebenta  gleichartig  yerändert,  imd  eine  durch  die  aus- 
gezeichnete Axe  gehende  Halhirungsebene  steht  auf  der  Projektions- 
ebene senkrecht.  Die  dadurch  bedingten  Nachteile  fOr  die  Deut- 
lichkeit des  Bildes  treten  nicht  auf  bei  Gegenstanden,  welche  nicht 
nach  allen  drei  Richtungen  gleichartig  ausgebildet  sind«  Die  aus- 
gezeichnete Richtung  des  Gegenstandes,  meist  die  lotlirechte,  darf 
man  dann  nur  nicht  zur  ausgezeichneten  in  der  Projektion  machen; 
man  legt  sie  yidmehr  in  eine  der  gleich  abgebildeten  Axen,  etwa 
X  oder  0,  und  gibt  der  y  die  kleinste  Ausdehnung. 

520.  In  der  axonometrischen  Darstellung  lassen  sich  auch 
unschwer  die  Orundoufyäbeii  der  darstellenden  Geometrie  über  Punkt, 
Gerade  und  Ebene  losen.  Ein  Punkt,  der  zur  Unterscheidung  mit 
(P)  bezeichnet  werden  soll,  ist  durch  die  axonometrische  Projek- 
tion P  yon  ihm  selbst  und  durch  di^enige  P"  yon  seiner  st^nk- 
rechten  Projektion  auf  eine  der  Koordinatenebenen,  etwa  die  erste, 
bestimmt,  und  entsprechend  eine  Gerade  (jff)  durch  g  und  jf,  eine^^-*^ 
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VIII,  620— 68|.  AxcmomeferiBche  und  sohiefe  Prajoktion 


Fig.  SM. 


Fig.  895. 


Ebene  B  d^rch  zwei  ihrer  Spuren 
^if^}^^  ^^^  ^^i  Koordinaten- 
ebenen. 

Die  Aufgaben  über  Schnitte 
werden  im  wesentlichen  wie  firtther 
gelost,  Ist  z.  B.  der  Schnittpunkt 
P  einer  Geraden  (jg)  mit  einer 
Ebene  S(e|6^c^)  zu  bestimmen, 
so  lege  man  durch  die  Gerade  die 
erste  projicirende  Ebene,  welche 
die  F}  in  g,  die  V^  in  der  vom  Schnittpunkte  D  der  g'  mit  der  x 
parallel  zu  $  gesogenen  Geraden  DF  schneidet  Diese  Ebene  schneidet 
die  B  in  EF^  wenn  E  der  Schnittpunkt  der  ersten  Spuren  ^,  e^ 
Ton  beiden,  F  derjenige  ihrer  zweiten  Spuren  DJP,  %  ist;  der  Schnitt- 
punkt Yon  g  und  EF  ist  der  gesuchte  Punkt  P,  und  P'  auf  g 
seine  erste  Projektion,  wenn  PV  |  ^• 

521.  Die  Aufgaben  über  die  Bestimmung  Yon  wahren  Ab- 
standen, Winkeln  und  Gestalten  yon  Figuren  werden  durch  Um- 
legung in  die  Bildebene  gelöst.*)  Sehr  häufig  wird  dabei  benutzt 
die  Auflösung  der 

Aufg.  Die  axonometrische  Projektion  einer  von  einem  Punkte  (P) 
auf  eim  Gerade  (g)  geßUten  Senkrechten  eu  zeichnen,  wenn  leide  in 
einer  Koordinatenebene  P^  liegen  und  beew.  in  P  und  g  äbgd^ädet 
sind;  oder,  u?as  dasselbe,  von  einem  Punkte  (P)  auf  eine  Gerade  {ß) 
räunUidi  eine  Seniorechte  eu  föUenj  wenn  (P)  und  (g)  in  F^  liegen. 

Auflösung,  ufenn  Azen  und 
Spurendreieek  ABC  gezeichnet 
sind.  1)  Man  ziehe  die  OD  JL  g, 
schneide  sie  mit  ^J3  in  D,  so 
steht  in  Fj  die  (OD)  JL  (ß),  und 
PJil  OD  ist  die  verlangte  Ge- 
rade. Denn  die  J.  (jg)  durch  (0) 
gelegte  Ebene  enthält  (z),  ihre 
Spur  in  der  Bildebene  P  {Bild' 
spur)  geht  daher  durch  C  und 
steht  ±.g,  daher  ist  {OD)  ihr 
Schnitt  mit  P^  und  steht  J.  (g). 

♦)  Diese  LOaungen  worden  von  Herrn  Pelz  in  sehr  einfiioher  Weiae,  ohne 
HerstelluDg  von  Grand-  oder  Aufriß,  gegeben  in  £wei  Aafa&tzen  „zur  wisien* 
»ebalUichen  Behandlung  der  Axonometrie**  in  den  8iti.ber.  der  Akad.  d.  Wiss. 
in  Wien  (1880),  B.  81,  II,  8.  SOO,  und  (1881)  B.  88,  II,  S.  876.  Die  oben  ge- 
gebenen Konstomkjtionen  sind  meist  den  ^rt  gegebenen  entnommen. 
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2)  .  Man  siehe  die  OE  |  g,  schneide  sie  mit  AB  in  Ey  do  ist 
PJ±CE.  Denn  CE  ist  die  Bildspnr  von  der  auf  {PJT)  senk- 
rechten Ebene  (OCJ&). 

3)  Man  schneide  g  mit  AB  in  F  und  mit  OA  in  G,  ziehe  die 
OHl$j  sehneide  sie  mit  AC  in  H,  so  ist  PJ±FI{]  denn  FH 
ist  die  Bildspnr  der  auf  (PJ)  senkrechten  Ebene  (FGH). 

4)  Wenn  nur  die  Axen  x,  y,  0  gezeichnet  sind.  Mau  schneide  ^Fig.sM. 
mit  x  iü  D  und  mit  m  in  E,  siehe  BFA.  0, 
EFlff,  so  ist  P<rg  OJP  die  gesuchte  Senk- 
rechte. Denn  stellt  ODE  ein  in  F^  liegendes 
Dreieck  (ODE)  dar,  so  sind  (DJF)  imd  (EI") 
Höhenlinien  dieses  Dreiecks,  --  {BF\  weil  sie 
senkrecht  auf  der  Ebene  {ß^  OJE)  steht,  und 
(EF),  weil  sie  |  (y)  läuft;  daher  muß  auch 
die  dritte  auf  (£D)  senkrechte  Höhenlinie  durch 
den  Schnittpunkt  (JP)  der  beiden  ersten  gehen. 

Zus.  Auf  dieselbe  Weise  kann  man  zu  den  senkrechten  Pro- 
jektionen  zweier  Paare  auf  einander  senkrechter  Geraden  einer  Ebene 
(hier  x,  g^  0^  DF)  die  Abbildung  beliebig  vieler  weiteren  Paare 
solcher  Geraden  finden,  insbesondere  aus  den  Richtungen  zweier 
Paare  konjugirter  Durchmesser  einer  Ellipse  die  Richtungen  für  ein 
beliebiges  weiteres  Paar. 

622.  Es  sollen  nun  einige  bezeichnende  Aufgaben  gelöst  werden. 

Aufg.  Die  tcdltre  Länge  einer  Geraden  (PQ)  su  lesUmmm. 

iiu/I.   Man  lege  die  erste  projici-  «.     Fig.wr. 

rende  Ebene  {PQQfF)  der  Geraden 

um  ihre  Bildspur  in  die  Bildebene  F 

um,   so  ist  die  Ümlegung*  von  (PQ) 

die  gesuchte  Länge.    Zieht  man  PB 

WVQ',  schneidet  sie  mit  QQ'  in  B, 

legt  durch  JB  eine  neue  xki»  BX\Xy 

durch  P  die  Bildebene  F,  so  sind  PX 

(J-X^)  und  XiS(J.y)  zwei  Seiten   des 

Spurendreiecks.  Da  ferner  {BQ)\b  ist 

und  daher  in  der  neuen  Ebene  xß  liegt, 

so  schneidet  sie  die  (X5),  und  ihr  Schnittpunkt  8  ist  die  Bildspur  von 

{BQ\  daher  ist  PS  die  Bildspur  jener  projicirenden  Ebene  {PP'QfQ). 

Legt  man  diese  um  PS  in  F  um,  so  gelangt  der  rechte  Winkel 

(PBS)  nach  PB^S,  wenn  B^  auf  dem  aber  PS  als  Durchmesser 

gesogenen  Kreise  liegt  und  BB^,  ±.  PS  ist.    Dabei  gelangt  Q  nach 

Q^  auf  B^Sf  wenn  QQ^^  ±  PS,  und  P(^^  ist  die  gesuchte   wahre 

Länge  von  (PQ). 


^iJ' 
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YUr,  523--694.   Axonoraetrische  und  schiefe' Projelcüoa. 


Fig.  298. 


523.    Atifg.    Den  Abstand  vinas  Punktes  {P)  fYw*  einer  Ebene 
XS  {e^e^  0u  bestimmen, 
J^8.298.         Aufl,   Man  fallt  die  Senkrechte  Yon  (P)  auf  E,  sucht   ihren 

Schnittpunkt  {Q)  mit  B  und 
bestimmt  die  wahre  Länge 
Ton  (P(>).  VQ  wird  senk- 
recht zur  Bildspur  DE  der 
E  gezogen.  DE  findet  man, 
ind^m  man  aus  einem  Punkte 
B  der  y  ^wei  Seiten  eines 
Spurendreiecks  zeichnet^näm- 
lich  BD±g,  IiE±x,  dann 
sind  D  und  E  hozw.  die 
Schnittpunkte  von  BD  und 
e^  und  yon  2^K  und  e^. 
Andererseits  ist  (jK  </)X(Ci), 
also  P'^'  II  0//,  wenn  Cj  die 
i»  und  a?  bezw.  in  F  und  Cr  schneidet,  und  FH  jj  y,  GH  J.  i»  lauft 
(521;  4)).  Die  Schnittlinien  der  ersten  projicirenden  Ebene  Ton 
(PQ)  mit  Pj,  Pj,  E  projiciren  sich  bezw.  in  P'(/JLf  JK,  LK]  und 
der  Schnittpunkt  Q  von  LK  und  P^  stellt  den  Pußi)unkt  der  (PQ) 
dar.  Legt  man  durch  P  eine  zu  (KL)  senkrechte  Ebene  ^  so  ist 
deren  Spur  in  einer  durch  Q  gehenden  Bildebene  die  zu  KL  Senk- 
rechte QMf  und  diese  Ebene  enthält  die  zu  (e^)  parallele;  also  auf 
(QP)  senkrechte  {PM).  Jjegt  man  das  bei  (P)  rechtwinklige 
Dr^eck  {QPSf)  um  QM  in  die  genannte  Bildebene  nach  QP^M  um 
(PPqJ_Q3/),  so  ist  PqQ  die  wahre  Länge  des  gesuchten  Abstände». 
Flg.  Md.        Ö24.   Aufg.  Dm  Winkel  zioeicr  Geraden  zu  bestimmen. 

Aufl.  Die  G«ra4i«n 
(jgi)  und  (A)  worden  als 
sich  schneidend  aoge- 
nommen.  Li  den  Schnitt- 
punkt legen  wir  den  Ur- 
sprung 0  der  Axen  x,  if,  g\ 
ABC  sei  das  Spuren- 
dreieck. Die  Bildspur  der 
Ebene  {gh)  ist  die  Ver- 
bindungslinie der  Bild- 
spuren G  und  H  der  Ge- 
raden. G  ist  der  Schnitt- 
punkt der  g  mit  der 
Bildspur  CD  der  Ebaie 
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{gg\  wobei  D  der  Schnittpunkt  von  g  und  A'B*^  ebenso  JBT  von  h 
und  C£,  E  von  Ji  und  AB.    Um  nun  den  Winkel  {gh)  mit  dem 
Dreiecke  {GOH)  um  Gif  in  P  umlegen  zu  können,  müssen  wir  in 
der  Ebene  (jgh)  ein^n  rechten  Winkel  mit  0  als  Scheitel  zeichnen. 
Sei  h  sein  einer  Schenkel ,  so  liegt  der  andere  {OF)  in  einer  zu  h 
senkrechten  Ebene.     Diese  Ebene  schneidet  die  F^   in  der  zu  (V) 
senkrechten  Geraden  (OcO  (pJ±CE,  Nr.  521,  2)),  und  hat  zur  Bild- 
spur  die  auf  h  Senkrechte  JF,  wenn  J  auf  AB  die  Bildspur  der 
(OJ)  ist  TriflFk  JF  die  OH  in  F,  so  ist  der  Winkel  (HOF)  =  90^ 
Beim  Umlegen  desselben  in  T,  gelangt  0  nach  Oq»  wenn  0^  auf 
dem  über  HF  als  Durchmesser  gezogenen  Kreise  und  wenn  00qA.HF, 
Daher  ist  GO^H  gleich  dem  waliren  Winkel  von  (g)  und  (h). 
625.   Aufg.  Den  Winkel  gweier  Ebenen  m  lestimmcn, 
Aufl.   Man  kann  die  Aufgabe  mittelst  zweier  auf  die  Ebenen  vig-aoo. 
gefällten  senkrechten  Geraden  auf  die  vorige  Aufgabe  aurückführen, 

Fig.  MO. 


JT  ^-' 


sie  aber  aucÜ^  wie  es  hier  geschehen  soll,  mittelst  einer  zu  ihnen 
senkrechten  Winkelebene  15sen.  Die  Schnittlinie  der  Ebenen  B  (^i^,) 
und  F  (/i/i)  ist  {DG)^  wenn  D  ^^  e^f^^  Q  mm  e^f^^  und  deren  erste 
Projektion  (DG'),  wenn  G'  auf  a:,  GG'  |  g.  Die  Bildspuren  der 
Ebenen  sind  ab^  S^E^  und  F^F^,  wenn  £|,  F^  die  Schnittpunkte 
7on  6^,  f^  mit  AB.^  und  Et^  F^  die  von  %,  ^  mit  AC  sind.   E^ü^ 
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und  i\F^  müssen  sich  anf  DO  schneiden.  Nun  lege  man  die 
Wiukelebene  J.(2)6r),  etwa  durch  Ä.  Ihre  Bildspar  ist  die  anf 
DO  Senkrechte  AH^  ihre  erste  Spur  die  auf  {DO')  Senkrechte 
(AJ),  wobei  AJ  senkrecht  auf  der  Bildspar  KL  der  ersten  proji* 
cirenden  Ebene  (DO'O)  der  (DO)  gesogen  ist  (521,  2».  Die  Schnitir 
linien  der  Winkelebene  mit  S  und  l*  sind  E^E^^  und  F^F^j  wenn 
J?3,  F3  die  Schnittpunkte  der  ersten  Spuren  und  E^,  F^^  die  der  Bild- 
spuren der  fraglichen  Ebenen.  (E^E^  und  (F^F^)  treffen  sich  in 
einem  Punkte  {M)  der  (DG)  und  bilden  hier  den  gesuchten  Winkel, 
dessen  wahre  Große  man  durch  Umlegen  yon  {E^MF^  in  P  findet 
Jene  Winkelebene  schneidet  die  Ebene  {DO'O)  in  {MJ)^  wenn 
(J)  der  Schnittpunkt  der  ersten  Spuren  dieser  Ebenen;  und  die 
Bildspur  der  {MJ)  ist  jBTauf  ASL  Sodann  steht  in  der  Winkelebene 
die  zu  {AJ)  Parallele  (MN)X{MJ)  und  trifft  die  Bildspur  der 
Winkelebene  in  N.  Beim  Umlegen  der  Winkelebene  in  P  1^  sich 
daher  (M)  in  dem  aber  HN  als  Darchmesser  beschriebenen  Kreis 
nach  M^  in  die  auf  ^f  Senkrechte  MO,  und  E^^MqF^  ist  gleich 
dem  gesuchtai  Winkel  der  gegebenen  Ebenen. 

Ühmgsaufgdbcn  kann  man  sich  aus  der  ganzen  Beihe  Ton  Auf- 
gaben über  Punkt,  Gerade,  Ebene,  über  ebene  Schnitte  von  Viel- 
flachen unter  einander  und  später  über  krumme  Flachen  herauswählen. 

n.  Dia  BOhiefe  Projektion. 
526.  Die  Abbildung  körperlicher  Gegenstände  durch  schiefe 
Projektion  kann,  wie  die  axonometrische  Abbildung,  mittelst  der 
drei  Koordinaten  der  Punkte  geschehen.  Dabei  ist  aber,  wie  wir 
sogleich  sehen  werden,  die  Anwendung  der  schiefen  Projektion  nur 
dann  gerechtfertigt,  wenn  man  die  Bildebene  parallel  mit  einer  der 
Koordiuatenebenen,  etwa  mit  derjenigen  xe,  stellt  Jede  mit  dieser 
Ebene  parallele  Figur  erhält  dann  eine  mit  ihr  kongruente  und 
parallele  Abbildung.  Die  auf  der  Ebene  k$  senkrechte  Axe  y  kann 
in  jeder  beliebigen  Richtung  und  mit  jedem  willkürlichen  Verkür- 
zungs-  oder,  wenn  man  wollte,  auch  Vergr5ßerungsTerhäItnisse  ab- 
gebildet werden.  Denkt  man  sich  eine  mit  y  parallele  Strecke  mit 
ihrem  einen  Endpunkte  auf  die  Bildebene  aufgestellt  und  von  dem 
Fußpunkte  aus  ihr  Bild  in  willkürlicher  Richtung  und  Länge  ge- 
zeichnet, so  gibt  die  Verbindungslinie  der  Endpunkte  der  Strecke 
und  ihres  Bildes  die  Richtung  der  Projicirenden  an.  Bilden  diese 
mit  der  Bildebene  den  Winkel  a,  so  ist  das  Fer&ärfMi^se^Aättiits 
■B  cot  a. 
i>M9. 901.  In  Figur  SOI  ist  für  cot  a  i^  -1-  der  Würfd  mit  den  in  die 
Seitenflächen  eingeschriebenen  Kreisen  abgebildet.    Die  Axen  einer 
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der  Ellipsen  sind  nach  Nr.  377, 1)  kon-  ^ig-  ^^* 

sbmirt.    Die  große  Axe  einer  Kreis- 

abhildnng  steht  im  allgemeinen  nicbt^ 

wie  bei    der    senkrechten  Projektion, 

senkrecht  auf  der  Abbildung  einer  auf 

der  Ereisebene  senkrechten  (jeradexL 

Die  schiefe  Projektion  wird  aach 
Vogdperspektifve  genannt;  in  dem  Falle 
einer  aufrechten,  mit  der  a;ir  Ebene  pa- 
rallelen Stellung  der  Bildfläche  mit 
cot  a  a»  1  (a  «B  45^)  KatKÜierperspeJcHve^ 
wobei  gewöhnlich  auch  noch  im  Bilde 
die  y  Axe  unter  gleichen  Winkeln  gegen 
die  X  und  die  irAxe  geneigt  (135^) 
vorausgesetzt  wird;  in  dem  Falle  einer 
horizontalen  Projektionsebene  mit  cot  a  -»  1  Müüärperspektive,  weil 
sie  bei  dieser  Annahme  zuerst  dazu  benutzt  wurde,  die  Pläne  von 
Festungen,  dann  auch  von  Städten,  durch  Zufügung  der  Höhen  in 
passender  Richtung  und  nach  dem  Maßstabe  des  Grundrisses  zu 
anschaulichen  Bildern  umzugestalten.  Doch  ist  viel  Schwankendes 
in  diesen  Benennungen,  denen  auch  keine  große  Bedeutung  zukommt. 


\ 


Fig.  SOS. 


In  Fig.  302  ist  das  örabkreuz  in  _  »iff.«o». 

schiefer  Projektion  mit  cot  a  «»  1  (Ka- 
valierperspektive) dargestellt. 

527.  Die  schiefe  Projektion  hat 
den  großeil  Vorteil,  daß  alle  mit  einer 
Axenebene  parallele  Figuren  iu  ihrer 
wahren,  oder  —  bei  verändertem  Maß- 
stäbe —  in  ähnlicher  Gestalt  abgebildet 
werden,  und  daß  man  die  darauf  senk- 
rechten Linien  in  willkürlicher  Rich- 
tung nach  beliebigem  Verkürzungsmaß- 
stabe  zufügen  darf.  Man  wird  jene 
Ebene  parallel  mit  der  wichtigsten 
Ebene  des  Gegenstandes  stellen.  Sie 
hat  aber  den  Nachteil,  daß  die  Seh- 
richtung, unter  der  sie  den  der  Wahr- 
heit am  nächsten  kommenden  Eindruck 
macht  (der  wahre  kann  wegen  des  un- 
endlich fem  angenommenen  Auges  nie 
erreicht  werden);  gegen  die  Bildfläche 
sc*,hief  steht,  so  daß  bei  der  unwillkfirlich  angenommenen  geraden 
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Gegenüberstellung  des  Auges  der  Eindruck  ein  fehlerhafter  ist^  und 
zwar  um  so  mehr,  je  großer  cot  a.  Man  w&hlt  daher  cot  a  nie 
>  1 ;  "*  1  y  wenn  es  mehr  auf  die  Maße,  <  1  (etwa  \  oder  ^),  wenn 
es  mehr  auf  das  Bild  ankommt.  —  Wollte  man  bei  schiefer  Pro- 
jektion die  Bildebene  geneigt  gegen  jede  Axenebene  stellen;  so  wäre 
aller  Vorteil  derselben  verloren,  und  man  würde  dann  besser  die 
senkrechte  Projektion  benutzen,  welche  stets  schönere  Bilder  liefert, 
weil  sie  ein  senkrechtes  Gegenüberstellen  des  Auges  verlangt 

Da  die  Verzeichnung  der  Projektion  eines  Punktes  in  der  die 
X-  und  y  Axe  enthaltenden  Bildfläche  die  Benutzung  der  Koordinaten  % 
und  y  nicht  notwendig  macht,  sondern  auch  auf  sindere  Weise,  z.  B. 
durch  Dreiecke,  geschehen  kann,  so  wird  in  Wahrheit  nur  einc^, 
die  y  Koordinate  benutzt.  Ich  schließe  mich  daher  dem  älteren  und 
vorherrschenden  Gebrauche  an,  die  schiefe  Projektion  von  der  azo- 
nonietrischen  auszuschließen,  und  letztere  immer  als  senkrecht 
vorauszusetzen. 

528.  Die  schiefe  Projektion  wird  häufig  auf  das  Zeichnen  der 
Krystalle  angewendet.  Die  Krystalle  des  regulären  Hystems  besitzen 
drei  auf  einander  senkreclite,  gleich  lange  Axen,  die  mau  von  rechts 
nach  links  (JIL),  von  vorn  nach  hinten  (VIT),  von  oben  nach 
unten  (OU)  stelli  Läßt  man  diese  Axen  der  Reihe  nach  mit  den 
Koordinatenaxen  x,  y,  g  zusammenfallen  und  stellt  die  Bildfläche  pa- 
Fl«.  808.  ^.  rallel  zu  xz,  so  werden  x  und  0  rechtwinklig 

zu  einander  gezeichnet,  und  auf  ihnen  vom 
Ursprünge  C  aus  die  willkürlichen  Axenlängen 
a  =  CÄ—CZr-^00  —  C  CT  aufgetragen.  Die 
yAxe  wird  so  geneigt,  daß  die  CHH'  in 
dem  Winkel  RGO  liegt  und  nach  Kopp*)  mit 
Cü  einen  Winkel  bildet,  dessen  Bogensehne 
gleich  \  des  Halbmessers  beträgt;  das  Ver^ 
kürzungsverhältnis  ist  ebenfalls  ««  \'{CH''^ 
CR,  JiH'  ^CH^  CV^  \  a). 

Naumann  wendete  urfjprüuglich»*)  eine  schiefe  Projektion  an, 
bei  der  die  Bildebene  nur  zur  j^Axe  parallel  stand,  und  welche  zu 
einer  verwickelten  Konstruktion  des  Axenkreuze»  führte;  später***) 
setzte  er  aber  eine  senkrechte  (axoiiometrische)  Abbildung  an  die 
Stelle. 


«)  iTopp,  Einleituoir  in  die  Krystallographie,  Braooschweig»  1849;  2.  Aufl. 
1862. 

♦*)  O.  F.  Naumann,  Lo])rbnch  der  reinen  tmd  angewandten  Krysiallo- 
graphie,  B.  2,  Leipzig  1830,  S.  390  ff. 

♦♦♦)  Anfangsgründe  der  Kry^tallographie ,  Leipzig  1841. 
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SO^ 


529.  Wir  wollen  nach  Kopps  Verfahren  einige  Formen  des 
regtUärm  Systems  verzeichnen.  Die  Lage  einer  Krystallfläche  wird 
durch  das  Verhältnis  der  von  ihr  aaf  den  Axen  abgeschnitteneu 
Stücke  bestimmt,  also  z.  B.  durch  a :  ma  i.nay  worin  a  den  kleinsten 
Abschnitt  bezeichnet,  m  und  n  aber  Zahlen  >  oder  »»  1  sind,  die 
bei  wirklichen  Krystallcn  rational  und  durch  nicht  große  ganze 
Zahlen  ausdrückbar  gefunden  werden,  wie  2,  3,  4,  4  .  .  .  Aile 
Flächen  mit  denselben  Axenabschnitten  bilden  eine  einfache  KrystdU- 
form;  dieselbe  wird  yon  keiner  der  Flächen  mehr  durchschnitten. 
Für  m^^,n°^  1  oder  für  aiaia  «rhält  man  in  jedem  der  achtpig.sos 
Oktanten  eine  Fläche,  wie  z.  B.  die  VBO\  aile  acht  bilden  das 
Oktaeder y  dessen  Kanten  sich  als  Durchschnitte  jener  Flächen  er- 
geben.    Abgekürzt  bezeichnet  man  aiai  a  mit  0, 

Wir  wollen  noch  die  allgemeine  Form  aimaina  ^=i  mOn  vcr-Fig  soi. 
zeichnen,  das  Hexakis  Oh-  p.     ^^^ 

taeder  oder  den  4S  Fläch- 
ner ^  indem  wir  m  »»  |.  und 
H  «B  3  setzen,  wie  es  in 
der  Natur  vorkommt  Zu 
dem  Ende  tragen  wir  auf 
jeder  Halbaxe  a,  f  a,  3a 
auf  und  erhalten  die  Punkte 
-B,  iÄ,  32J,  F,  |F,  3F 
u.  B.  w.  In  dem  Oktanteji 
OBV  können  wir  aus 
einem  Eckpunkte  0  die 
zwei  Flächen  0,  fB,  3F 
und  0,  f  F,  3 J2  legen,  im 
ganzen  Oktanten  daher  6, 
so  daß  die  Form  8  •  6  =  48 

FlUchen  erhält,  unser  Oktant  grenzt  sich  von  den  anderen  ab 
durch  die  sechs  Kanten  OiB,  li^O:,  li^  F,  F|Ä;  FJO,  O^V.  Der 
Schnittpunkt  der  zwei  ersten  wird  verschärft  durch  eine  parallel  zu 
XO  aus  C  gezogene  Gorade,  der  zweite  und  dritte  Schnittpunkt  aus 
dem  ersten  durch  eine  Parallele  bezw.  zu  VO  und  zu  V  R.  Weitere 
von  diesen  Schnittpunkten  ausgehende  Kanten  laufen  der  Reihe  nach 
gegen  3F,  30,  322.  Diese  drei  Kanten  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  nach  welchem  auch  Kanten  aus  VjOj  B  gehen.  Obereinstim- 
mend werden  die  antleren  Oktanten  ausgefüllt. 

Vhnngsanfgahe,,  Man  zeichne  alle  sieben  Formen  des  regulären 
Systems:  Oktaeder  Oy  Hexaeder  oder  Würfel  ooOoo  {axooai  ooa\ 
Ehofnbcndodekueder  O^o{a:a\ooa)y  Ikosüetraeder  oder  J^ Flächner 


io^ 


in 
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mOm  (a  :  ma  :  ma,  z.  R  mit  m  ■»  2),  IViäkis-Oktaccl^  oder  3  tnal 
8'Fläckner  Om {a:a:ma,  z.  B.  mit  m  -»  2)y  Tetrakis-Hex^eder  oder 
4  mal  6-Fläclmcr  mOoo  (a :  ma :  ooa,  z.  B.  mit  m  «»  2)/  Hexakis- 
Oktaeder  oder  dSFlädmer  mOn{a:ma: na,  z.  B.  mit  m -» 2,  n «> 4). 
Man  zeichne  Kombinationen,  d«  i.  Durchdringungen  zweier  oder 
mehrerer  einfachen  koaxial  gestellten  Formen,  welche  den,  alUn 
einfachen  Formen  gemeinsamen  Raum  umschließen. 

580.  Wir  fugen  noch  den  interessanten  Satg  van  PohOce  hinzu, 
welcher  zeigt,  daß  man  hei  schiefer  Projektion  die  Richtungen  der 
Abbildungen  der  Axen  und  ihre  Yerkürzungsverhältnisse  ganz  will- 
kfirlich  wählen  kann.  Er  sagt:  Drei  Strecken  van  willkürlichen  Längen 
und  BicMungen,  die  in  einer  Ebene  van  einem  Funkte  ausgehen,  baden 
die  Faralldprajekiion  dreier  gleichen  in  eitlem  Funkte  rechtwinklig  gegen 
einander  stoßenden  Axenabschnitte.  Doch  darf  nur  eine  der  Strecken 
oder  nur  einer  der  von  ihnen  gebildeten  Winkel  Null  sein.  Der 
Satz  gilt  auch  für  gegen  einander  geneigte  Axen  und  f&r  ungleiche 
Abschnitte;  durch  die  letztere •  Annahme  wird  er  jedoch  nicht  ver- 
allgemeinert 
ina.8os.  Seien  nun  O'X',  OT*,  (/Z'  jene  Strecken  in  der  Ebene,  seien 
p.     jQ^  ferner  OX,  OT,  OZ  drei  gleiche  Strecken  der 

.^  Axen  des  räumlichen  Axeukreuzes,  so  ist  nur 

zu  beweisen,  daß  deren  Parallelprojektion  eine 
der  Figur  ffX'TZ'  ähnliche  Figur  sein  kann, 
da  man  dann  OXTZ  nur  ähnlich  mit  sich 
selbst  zu  ändern  braucht,  um  QfX'YZ  als 
Projektion  zu  erhalten.    Denkt  man  sich  den 
Schnittpunkt  ron  X'T  mit  O  Z:  auf  XT 
mit  8',  auf  O Z'  mit  T,  bezeichnet,  und  die  entsprechenden  Punkte 
auf  XY  and  OZ  bezw.  mit  S  und  T,  so  ist  XSiSYt^TS'iS' T 
und  OT:  TZ -=^  ffTiTZ'-,  dadurch  sind  die  Punkte  S  und  T  be- 
stimmt.     Die  Gerade  ST  gibt  dann  die  Richtung  der  Projidreudea 
gegen  das  Raumgebilde  an.    Man  projicire  dasselbe  in  der  Richtung 
ST  auf  eine  zu  ST  senkrechte  Ebene  in  die  Figur  O^X^Y^Z^iS^T^)^ 
wobei  (ß^T^  zwei  zusammenfallende  Punkte  bezeichnet,   und  be- 
trachte  das  Dreieck  X^Y^Z^   als   senkrechte  Projektion  eines  mit 
X'YZ*  ähnlichen  Dreiecks  X'^Y'^Z",  so  ist  das  letztere  hierdurch 
seiner  Lage  nach  auf  zweierlei  Weise,  und  seiner  Größe  nach  auf 
einerlei  Weise  bestimmt  (143).   YerToUständigt  man  nun  das  Dreieck 
X'T'Z"  durch  ZufOgung  von  (S''J")  und  Cf'  zu  einer  ähnlichen 
Figur  mit  ffTTZ\S'T\  so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Teilungs- 
yerhältnisse,  auch  (S"  T")  die  schiefe  Projektion  von  {S^  T^  und  von 
den  getrennten  Punkten  S  und  T,  so  daß  sich  das  Axenkrem^  OXYZ 
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in  die  mit  ffTTZ'  ähnliche  Rgur  O'X'T'Z"  projicirt,  wodurch 
der  SatK  bewiesen  ist. 

Die  projicirenden  Strahlen  können  dabei  nach  der  angefahrten 
Nr.  gegen  die  Ebene  ron  O'X'Y'Z'  zweierlei  in  Bezug  auf  diese 
Ebene  symmetrische  Richtungen  annehmen. 

Ziis,  Man  bemerkt  zugleich,  daß  es  bei  der  schiefen  Projektion 
zwei  Stellungen  von  Ebenen  gibt,  deren  Figuren  sich  ungeBndert 
projiciren,  das  ist  diejenige  der  Projektionsebene  und  eine  solche^ 
welche  zu  derselben  symmetrisch  ist,  in  Bezug  auf  eine  zu  den 
projicirenden  Strahlen  senkrechte  Ebene. 

681.  Nach  den  Ausführungen  der  Nr.  527  ist  die  schiefe  Pro- 
jektion nur  zweckmäßig,  wenn  man  die  Projektionsebene  mit  einer 
Axenebene,  etwa  XB^  parallel  legi  Indem  dann  die  Lagen  der  Axen  x 
und  e  unbestimmt  bleiben  können,  hat  man  nur  &ne  Sjoardinaien' 
ebene  {xg)  und  eine  darauf  senkrechte  Kocrdinatenaxe  (y).  Die  Auf- 
lösungen der  allgemeinen  Aufgaben  über  Punkt,  Gerade,  Ebene 
nehmen  dann  eine  andere  und  zwar  einfachere  Gestalt  an.  Wir 
wollen  einige  bezeichnende  Aufgaben  lösen. 

Ein  PunJct  (P)  wird  dargestellt  durch  seine  schiefe  Projektion  Pi^m. 
und  seine  senkrechte  P'  auf  die  Bild- 
ebene, welche  Ebene  hier  mit  F|  be- 
zeichnet werden  soll.  PP'  hat  dann 
die  Richtung  der  senkrechten  Projektion 
der  schiefen,  und  dBr  schiefen  Projek- 
tion der  senkrechten  Sehstrahlen.  So- 
dann soll  hier,  wie  früher  in  Nr.  113  £, 
eine  zu  P^  parallele  zweite  Spurebene  P„ 

in  einem  Abstände  a,  der  dem  Auge  zugekehrt  gedacht  sein  mag, 
angewendet  werden.  Eine  Gerade  (ß)  wird  dann  durch  ihre  erste  in 
Pj  liegende  Spur  (?i,  die  schiefe  Projektion  G^  ihrer  zweiten  in  P^ 
liegenden  Spur,  und  ihre  schiefe  Projektion  G^Q^'^g  dargestellt; 
entsprechend  ^ine  Ebene  E  durch  ihre  erste  Spur  €^  und  die  schiefe 
Projektion  e^  ihrer  zweiten,  wobei  e^  |  C|. 

Damit  durch  diese  Angaben  die  Baum- 
gebilde  bestimmt  sind,  muß  noch  von  einer 
zwischen  P^  und  P^  eingeschalteten  Ab^ 
Standslinie  a  der  FuJ3punkt  Ä^  in  P^,  die 
schiefe  Projektion  Ä^  ihres  Fußpunktes  in 
P^,  sowie  die  Größe  von  a  gegeben  sein; 
letzteres  geschehe  durch  einen  aus  Ä^^  als 
Mittelpunkt  mit  a  als  Halbmesser  be- 
schriebenem Kreis  a^,  den  wir  den  Abstands- 


Fig.  S07. 


Via  BOT. 


Wi«]k«r,  Lehcbttoh  dar  AntoUtndAn  0«oxnefzio. 
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kreis  nennen  wollen.*)  Diese  Figur  ist  mit  jeder  der  drei  folgendep 
verbunden  zu  denken. 

682.  Äufy.  Den  Abstafui  eweier  gegdieiun  Punkte  (P)  und  (Q) 
zu  bestimmen, 
Pift  308.        Aufl.  Es  ist  PF'  IQQ'l  A^A  der  Fig.  307,     Man  lege  die 
Pi     308  senkrecht  projicirende  £bene  der  Geraden  (PQ) 

^'  ^  um  F^'  in  P|  um,  so  gelangt  P'iP)  in  die  auf 

^'  FQf  Senkrechte  PT",  deren  Länge  man  ver- 
mittelst des  Abstandskreises  bestimmt,  indem 
man  dessen  Halbmesser  A^P^^  H  P'P"\  und  dann 
PK'  I  A^P'''  zieht  Ebenso  ist  ^Q^"  ±  P'Q^, 
QQf'  B  A^P^''.  P"Q!''  ist  der  gesuchte  Abstand. 
,P'  538.  Aufg.  Ben  Abstand  mies  Punktes  (P) 
von  einer  Ebene  £  (t^e^  su  bestimmen. 
Fifr30S.    '\ //'  Aufl.    Tragt   man  die   A^A^  der  Fig.  307 

^  auf  der  zu  ihr  parallelen  PP  nach  P'P''  auf, 

Fig.  809.  so  ist  P'  die  schiefe  Projektion  der 

^^4  sweiten  Spur  der  aus  (P)  auf  F^  ge* 

'\^^  ^f"^--- P'      fSnten  Senkrechten.     Die  durch  (P) 

<^"  senkrecht  zu  e^  geführte  HilfsebenC) 

<^  /F"     welche  auch   auf  18  senkrecht  steht 

^  /^^\  und  die  Linie  des  gesuchten  Abstandea 

"*/  A^iZ^^'*'^         enthalt,  ist  durch  ihre  erste  Spur  P'JBi 

und  die  schiefe  Projektion  P^'H^  ihrer 

zweiten  Spur  dargestellt,  welche  beide  JL  e^  sind.  Trifft  P^JS^  die  e^ 

in  Tiy^  and  T'B^  die  e^  in  P,,  so  ist  B^B^  die  schiefe  Projektion  der 

Schnittlinie  der  Hilfsebene  mit  der  Ebene  E.   Legt  man  diese  Hilfa- 

ebene  um  YB^  in  P^  um,  so  gelangt  die  raumliche  P^P^'  in  die  zu 

jP'jy,  senkrechteP'Po,welche«=aist,und  dabei (P) nach P'"  auf  P^P^, 

wenn  PF"  \  P"  J^.    Femer  gelaugt  di*  räumliche  P"Pj  in  die  zu 

ihr  parallele  PoPqi  wenn  B^B^  \  yP^\  und  endlich  die  raumliche 

Bi  B^  nach  B^  B^  In  der  umgelegten  lÜlfsebene  fallt  man  mm  die  Senk- 

*)  Die  BenutzUDg  einer  zur  Bildebene  paralleleo  HilfBebeno  bei  der  achiefen 
Projektion  rührt  von  Herrn  r.  PeseUla  her;  io  seinem  AufsaUe  „Ereie  schiefe 
Projektion^*  (Site.ber.  d.  math.  nat.  CI.  d.  Ak.  d.  Wisi.  in  Wien.  B.  76,  Abth.  «, 
1877,  S.  917)  löst  er  damit  die  Aufgaben  über  Punkt,  Gerade  und  Ebene.  Die 
oben  gegebenen  Lösungen  stimmen  mit  den  in  Nr.  112  (F.  für.  swei  Spnrebenen 
gegebenen,  und  in  den  Orundzflgen  mit  denen  dos  H.  v.  Peschka  üb^rein;  doch 
wird  hier  der  Abstandflkreis  statt  des  s.  g.  Projektionsdreieeks  und  ein«  auf  P, 
senkrechte  statt  einer  beliebigen  Geraden  als  Trager  eines  Fnnktes  acgewendet, 
und  dadurch  meist  eine  größere  KGrze  erreicht  Die  Namen  Distunn  für  a 
(Distansebene  für  P,)  und  Fluchtpunkt  für  0, ,  welches  H.  v.  Peschka  aus  der 
Perspektive  übernimmt,  wollte  ich  lieber  vermeiden,  weil  diese  Dhige  in 
beiden  Gebieten  mehr  Ähnlichkeit  in  der  Benutzung,  als  im  Wesen  besitzen. 
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Ym,  583—685.   Die  schiefe  F^ojektdon.  45} 

lachte  p'"  qf"  yon  V  auf  JBjJBo»  ^^  g^l^^g*  \iAm  Zurackdrehen  der 
Hilfsebene  ö"'  nach  Q  auf  B^  J?,  (^"  Q \ B^B^,  und  es  ^st  P^  die  schiefe 
Projektion  und  P"Qf"  die  wahre  Lange  des  gesuchton  Abstandes. 

534.   Äufg.  Den  Abstand  eines  PwnlUes  (!)  vtm  eimer  Geraden 
(g)  —  (öj  (r,)  m  bestimmen. 

Aufl.  Man  f&hre  eine  Ebene  E  durch  (P)  und  ($r),  lege  die-ig.sio. 
selbe  in   Pi   um,  falle  in  y.     ^^^ 

der  ümlegung  die  Senk- 
rechte von  (P)  auf  (jf),  und 
führe  dann  S  zurück.  Machjb 
man  zu  dem  Ende  wieder 
aufP'PdieP'P''— ^iJi,  ^^.^' "' 

der  Pig.  307,  so  stellt  ^'    ^'""'^^-'^v:  ^''^  \\  i\  \ 

die  zweite  Spur  der  P'{P)  ^^^''\^'"'—^^i^ 

dar;  zieht  man  dann  P"B  ^\  \ 

^G,G,   und  PCIG^G,,  V^i, 

schneidet  PC  mit  P'B  in 

C,  so  ist  P'B  die  erste  Spur  einer  \[(ß)  durch  die  raunüichc  Oerade 
P'P^'  gelegten  Ebene,  und  C  die  erste  Spur  einer  \\(g)  durch  (P)  ge- 
legten Geraden.  Daher  ist  6r|C  die  erste  Spur  jener  durch  (P)  und  (jg) 
gelegten  Ebene  E,  und  der  Schnittpunkt  F  von  G^O  müG^P  ist  die 
erste  Spur  der  (G^P).  Zieht  man  dann  G^Bt^  A^A^  der  Fig.  307,  so 
istD  die  senkrechte  Projektion  der  zweiten  Spur  Aex-{g)  auf  P|.  Fallt 
man  Ton  D  auf  G^C  die  Senkrechte  BE  mit  dem  Fußpnnkte  E^  so  ge- 
langt bei  dem  Umlegen  der  E  in  F^  der  Punkt  {G^)  nach  &^  axd  EB, 
wenn  EGq  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Ka- 
theten gleich  EB  und  a  sind.  Ein  solches  Dreieck  wird  in  Fig.  307 
hergestellt,  wenn  man  A^A^. mit  dem  Kreise  o^  in  A  schneidet,  so  daß 
A^A^a  ist,  Ai^ B^JuA^A  und  «*  EB  macht,  dann  irt  EG^  —  ^D^ 
Daher  ist  G^FG^  die  ümlegung  von  (G^FG^),  wobei  P  nach  F'' 
auf  FGo  gelangt,  wenn  PP"'  g  C/Zo-  Di«  Senkrechte  P"V"  von 
P"'  auf  Cr^G^o  ^^^  °^^  ^^^  wahre  Länge  des  gesuchten  Abstandes, 
dessen  schiefe  Projektion  in  der  zurückgeführten  Lage  die  PQ  ist, 
wenn  Q  auf  G^G^  liegt  und  Q'"  Q  ||  G^G^  gezogen  wurde.  Der  Schnitt- 
punkt H  ron  PQ  und  P^'ö"'  muß  auf  6?,F  liegen. 

5S5.  Die  Auflösung  der  iärrigen  Aufgaben  über  Punki^  Gerade^ 
Ebene  sind  durch  die  angegebenen  Aufloiiungen  wohl  genügend  vor* 
gezeichnet.  Einfach  ergibt  sich  z.  B.  der  Winkel  zweier  Ebeneü 
»(ejCj)  und  ^(/i/i),  wenn  man  von  dem  Schnittpunkte  G^  von  e^ 
und  f^  die  senkrechte  Projektion  Q^  auf  P^  bestimmt,  und  dann^ 
ganz  so  wie  in  Nr.  105  Fig.  41  verfährt,  indem  man  in  lifeterer 

R  und  B'B"  durch  G^  und  a  ersetzt:. 

jie^^ 
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IX.  Abschnitt 
Perspektive  und  Beliefjpempektive. 

L   nie  Oentralprojektion  oder  die  Perspektive  im  engeren  Sinne'. 

586.  Von  der  Ceutralprojektion  auf  eine  Ebene  haben  wir  bis 
jetzt  nur  diejenige  eines  ebenen  Systems  betrachtet,  und  die  Eol- 
lineation  ebener  Systeme  erhalten  (303  ff.);  wir  wollen  nun  die 
Oentralprojektion  eines  räumlichen  Odüäes  behandeln. 
Flg.  SU.  Die  Perspektive  eines  Punktes  Ä  ist  der  Schnittpunkt  A  des  aas 
dem  Auge  0  gezogenen  Sehstrahles  OA  mit  der  Bildflache  P.  Die 
Perspektive  einer  Geraden  g  ist  die  Schnittlinie  g'  der  projicirenden 


Fig.  311. 


Ebene  Og  mit  P  oder  die  Verbindnngsgerade  ÄV  der  Perqwk- 
tiyen  zweier  Punkte  A  und  B  der  g.  Als  Pnnkte  der  g  wählt  man 
im  allgemeinen  am  zwecku^Lßigsten  solcbe  in  bekannten  Ebenen, 
nämlich  in  der  P  und  in  der  unendlich  fernen  U.  Der  Schnitt- 
punkt der  g  mit  der  P  ist  die  Spur  G^  der  g  und  bildet  sich  an 
sich  selbst  ab;  ihr  Schnittpunkt  tnit  der  TT  ist  der  unendlich  ferne 
Punkt  U  der  g,  und  seine  Abbildung  &«  ist'  der  Schnittpunkt  des 
mit  g  parallelen  Sehstrahles  0  U  mit  P,  und  heißt  der  Fluchtpunkt  der  g. 
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Die  Abbildung  einer  sa  g  parallelen  Geraden  h  erhält  man 
wieder  durcli  ihre  Spnr  H^  und  ihren  Flachtpunkt  if«.  Da  aber 
g  nnd  h  den  Punkt  U  gemein  haben ^  oder  da  OG^  und  OH^  zu- 
sammenfallen, 80  Mbrn  pariälele  Oerade  einen  gemeinsehafllidien  FludU- 
punkt  Zieht  man  zwischen  g  und  h  als  Gegenseiten  ein  Parallelo- 
gramm äBGD,  dessen  Perspektive  ÄS  CD  ist,  und  macht  dabei 
ABIBCI  G^H^,  also  ||F,  so  muß  offenbar  auch  AB'  |  B^C  f  G^H^ 
sein;  oder  der  Fluchtpunkt  einer  Geraden,  die  mit  P  parallel  isl^ 
liegt  im  Unendlichen,  nämlich  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  des 
parallel  zur  Geraden  gezogenen  Sehstrahles. 

Die  Perspektive  Ähbildung  einer  Fhene  X  besteht  aus  der  Ab- 
bildung zweier  Geraden  der  Ebene,  als  welche  man  gewöhnlich 
wieder  ihre  Schnittlinie  mit  der  Bildebene  F,  welche^  ihre  8pwr 
e^  heißt  und  sich  in  sich  selbst  abbildet,  und  ihre  Schnittlinie  u 
mit  der  unendlich  fernen  Ebene  U  wählt.  Die  Sehstrahlen  nach 
allen  Punkten  der  u  bilden  eine  durch  das  Auge  gehende  zu  B 
parallele  Ebene,  und  deren  Schnittlinie  6«  mit  F  heißt  die  FhuM' 
linic  der  Ebene,  und  es  ist  e^  ||  e^.  Die  Spur  e^  einer  Ebene  > 
enthält  offenbar  die  Spuren  aller  in  B  liegenden  Geraden  (so  Cr^ 
Yon  g),  ihre  Fluchtlinie  e«  die  Fluchtpunkte  der  «.     ^^    / 

in  E  liegenden  (so  G^^  ron  g)  und  der  mit  ihr 
parallelen  Geraden. 

Sind  zwei  EbenenB  nnd  F  durch  ihre  Spuren 
und  Fluchtlinien,  bezw.  durch  c, ,  e«  und  /i,  /*«  ab-        /  g\     /       «g.«i«. 
gebildet,  so  ist  die  Abbildung  der  SehnitUinie  g 
beider  Ebenen  g'  —  G^G^,  wenn  G^  der  Schnitt- 
punkt von  Gl  und/i ,  (7«,  derjenige  Ton  e^  und /*«  ist. 

537.  Bei  der  Abbildung  wirklicher  Gegenstände,  insbesondere 
in  der  Malerei,  wird  die  Büdftäehe  F  gemhnlicli  vtrtilud  angenommen, 
weil  nur  dadurch  vertikale  Gerade  wieder  durch  vertikale  abgebildet 
werden  und  daher  auch  dann  vertikal  erscheinen,  d.  L  in  einer  ver- 
tikalen Sehstrahlenebeno  liegen,  —  wofQr  das  Auge  sehr  empfind- 
lich ist  — ,  wenn  das  Bild  von  einem  falschen  Punkte  aus  betrachtet 
wird,  der  also  mit  dem  bei  der  Konstruktion  des  Bildens  ange- 
nommenen Auge  0  nicht  übereinstimmt  0  wird  durch  seine  senk-Fig.ais. 
rechte  Projektion  A  auf  F  und  den  nach  vorn  zu  nehmenden  Ab- 
stand AO  gegen  die  Bildfläehe  festgelegt.  Da»  Ainge  heißt  auch 
der  Gesichtspunkt f  A  heißt  der  Haupt-  oder  Augenpunkt,  die  Ent- 
fernung AB  die  Bistam.  Die  durch  das  Auge  gelegte  horizontale 
Ebene  heißt  die  Hariaontebene^  ihr  Schnitt  h  mit  der  Bilfflache  die 
Horismüinie  oder  der  Horimml^  der  Schnitt  g  der  horizontalen  Grund- 
oder Bodenfläche  mit  der  Bildebe&e»  die  Basis  öder  Gru/ndUnie.  h  ist 
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IX,  537—588.    Perspektive  und  ReUefperspeküv«». 


die  Fluchtlinie  aller  borizontaleB  Ebenen*,  und  die  Bodenfläehe  hal 
g  zur  Spur,  h  zur  Fluchtlinie,  wobei  h  \  g.  Nach  der  vor.  Nr.  ent- 
bSlt  h  den  Fluchtpunkt  jeder  horizontalen  Gera-den,  insbesondere 
den  Augenpunkt  Ay  welcher  der  Fluchtpunkt  der  auf  P  senkrechten 
Geraden  ist  Auf  h  liegen  auch  die  Fluchtpunkte  der  in  zweierlei 
Richtung  verlaufenden  horizontalen,  unter  45^  gegen  P  geneigten 
Geraden;  es  sind  die  Punkre  D  und  //,  wenn  AD  ^  AV  gleich 
der  Distanz,  und  sie  heißen  die  Distamptinkte. 

Fig.  813. 


Wir  sind  nun  im  Stande,  jeden  Puvkt  in  Pen^Mwe  m  seUen^ 
indem  wir  durch  denselben  eine  zu  P  senkrechte  und  eine  hori- 
zontale, unter  45^  gegen  P  geneigte  Gerade  legen  und  beide  durch 
ihre  Spuren  und  Fluchtpunkte  [Aj  D  oder  £/)  in  Perspektive  setzen; 
der  Schnittpunkt  dieser  Geraden  ist  das  gesuchte  Bild  des  Punkte». 

588.  Um  einen  Oegenstand  in  Tei^spdctive  su  selgeiij  denken  wir 
uns  denselben  durch  meinen  Grundriß  auf  dorvGrundfiäche  und  seinen 
Aufriß  auf  der  Bildfl^he  P  gegeben.  Die  Grundfläche  legen  wir 
um  jf  in  die  P  um^  und  zwar  mit  ihrem  hinteren  Teile  nach  unten^ 
damit  wir  ds^s  perspekiive  Bild  nicht  verwirren,  wodurch  vrir  freilich 
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auch  den  Gnmdriß  in  ungewohnter  Weise  Ton  tmten  betrachten. 
Es  sei  eine  doppelte  lYeäerreihe,  deren  Erstreckongsrichtnng  J.Pric.5is. 
stehty  abzubilden.  Die  Pfeiler  nnd  ihre  ebenfi&chigen  Eapit&le  seien 
quadratisch.  Der  Grundriß  eines  Pfeilerschaftes  sei  VG^'E^^Gf", 
der  Aufriß  des  Pfeilers  C :ß' R"  J" K' .  Die  auf  F  senkrechten  Ge- 
raden yj?",  CG"  haben  A  zum  Fluchtpunkt,  H',  C"  au  Spuren, 
so  daß  von  dem  nach  einer  Seite  unbegrenaten  Parallelstreifen  dieser 
Geraden  das  Dreieck  IX'G" A  die  Perspektive  ist.  Entsprechend 
bildet  sich  der  Parallelstreifen  der  andern  Quadratenreihe  ab.  um 
IQ  diese  Dreiecke  die  Abbildungen  der  Quadrate  zu  zeichnen  ^  ziehen 
wir  durch  die  Quadrate  im  Grundriß  Diagonalen,  so  die  E'"Jff", 
welche  die  g  und  P  in  L  trilTt;  der  Fluchtpunkt  dieser  Diagonale 
ist  der  dem  L  in  Bezug  auf  S' A  gegenGberliegende  Distanzpunkt 
IX,  also  ist  Liy  die  Perspektiye  der  Diagonale,  auf  der  sich  dann  di« 
Abbildungen  B\  E'  als  Schnittpunkte  mit  B"Aj  CA  ergeben. 
Die  zu  g  parallelen  SC^  E'Q'  sclmeiden  aus  den  genannten  Drei- 
ecken die  Perspektiven  der  beiden  Tordcren  Quadrate  aus.  Die  zu 
JSf"  E"  parallele  Diagonale  des  zweiten  Quadrates,  Welches  wegen 
Platzmangels  nicht  mehr  gezeichnet  -wurde,  trifft  die  rerlängerte 
WC"  in  W\  wobei  VU""  gleich  dem*  Abstände  übereinstim- 
mender Punkte  zweier  hinter  einander  liegenden  Quadrate.  Die  Ab- 
bildung M  yon  M  ergibt  sich  mittelst  W" M!' A  auf  BIG'.  M'V 
«chneidet  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  VG'A  die  Bilder  JB/,  j^^' 
Eweier  Eckpunkte  des  folgenden  Quadrates  ein,  wodurch  die  Bilder 
der  beiden  folgenden  Quadrate  erhalten  werden.  Auf  der  zu  g  Pa- 
rallelen B;M(  liefert  M"  A  den  Punkt  Jf/,  der  durch  Jtf/JT  die 
Abbildung  der  Diagonale  eines  dritten  Quadrates  liefert;  und  auf 
diese  Weise  ^azm  man  beliebig  viele  Quadrate  anreihen. 

Alle  Eckpunkte  und  eine  Anzahl  der  Kanten  der  Pfeiler  liegen 
auf  den  Geraden,  welche  von  den  Eckpunkten  des  Aufrisses  aus  senk- 
recht 8u  F  laufen,  ihre  Abbildungen  abo  auf  den  Geraden,  welche 
Ton  den  Eckpunkten  des  Aufrisses  nach  A  gezogen  werden.  Die 
Abbildungen  der  vertikalen  Kanten  der  Pfeilerschafte  werden  aus 
den  Eckpunkten  der  Bilder  der  Grandquadrate  A^g  gezogen  und 
durch  vier  der  genannten  nach  A  laufmden  Geraden  begrenzt,  so 
VE!  durch  B" A. 

Die  Kapitale  haben  die  Form  von  umgekehrten  abgestumpften 
Pyramiden  mit  quadratischen  Deckplatten.  Die  Pyramidenkanten 
zeichnet  man  im  Bilde  am  kürzesten  und  genauesten  vermittelst 
ihrer  ^ier  Fluchtpunkte  F^y  l\y  F^,  F^,  welche  die  Schnittpunkte 
der  aus  0  parallel  zu  den  viererlei  Kanten  gezogenen  Geraden  mit 
P  sind«  Die  Aufrisse  dieser  Geraden  At\^  AF^^  AF^^  AV^  gehen 
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aber  durch  Ä  und  laufen  parallel  zu  den  Aufrissen  der  Kanteo,  wie 
zu  H"J'\  Die  Punkte  F,, Fj,  F^,  F^  liegen  daiin  noch  lothrecht  bezir. 
über  den  Fluchtpunkten  2);  1/  ihrer  Horizontalprojektionen,  welche 
45^  mit  P  bilden.  In  der  Perspektive  läuft  dann  z.  B.  II' J'  nach  F^. 
Die  Pyramidenkanteii  begrenzt  man  durch  Gerade  ^  welche  nach  A 
laufen^  und  bildet  dann  die  Deckplatten  ab. 

589.  Um  die  Schatten  fiir  Parallelbeleuchtung  zu  bestimmen, 
wählen  wir  d^n  Fluchtpunkt  8  der  Licht-strahlen  willkürlich.  Bei 
Sounenbeleuohtung  ist  S  die  Abbildung  des  Sonnenmittelpunktes, 
und  liegt  unter  oder  über  dem  Horizonte  oder  im  Unendlichen,  je 
nachdem  die  Sonne  yor  der  Bildfläche  (im  Rücken  des  Beschauers), 
oder  hinter  oder  in  derselben  steht  Der  Fluchtpunkt  der  Hori- 
zontalprojektionen der  Lichtstrahlen  ist  die  Projektion  S'  von  8 
auf  h,  weil  08^  die  Projektion  Yon  08  auf  die  Horizontebene, 
also  die  parallel  zu  den  Horizontalprojektionen  der  Lichtstrahlen 
durch  0  gelegte  Gerade,  und  8'  ihr  Schnitt  mit  F  ist  8'  ist  auch 
die  Abbildung  der  Horizontalprojektion  des  Sounenmittelpunktes. 

Der  Schatten  einer  Geraden  g {O^G^)  auf  eine  Ebene  X (e^e^) 
ist  die  SchnäUinie  i  (JiJ^^)  van  E  niit  der  Liditstra/denebene  L  Qil^) 
der  g,  d.  i.  mit  der  durch  die  Lichtquelle  und  g  gelegten  Ebene.  Bei 
Parallelbeleuchtung  ist  die  Fluchtlinie  Z«  dieser  Ebene  die  Verbin- 
dungslinie des  Fluchtpunktes  8  der  Lichtstrahlen  mit  demjenigen 
G«  der  Geraden,  und  l^  ist  die  durch  G^  parallel  zu  I«  gelegte  Ge- 
rade. Dann  ist  /«  der  Schnittpunkt  von  l^  ^^s  SG^^  mit  e«,  und 
eTi  der  yon  l^  mit  e^.  Am  häufigsten  ist  die  Benutzung  des  Flucht- 
punktes «7«  vorteilhaft  —  Den  ScJiatten  eines  Punktes  F  auf  eine 
Ebene  S  findet  man  auf  dem  Schatten  einer  durch  P  gelegten  Ge- 
raden auf  E,  oder  auf  der  Schnittlinie  einer  durch  den  Lichtstrahl 
von  P  gelegten  Hilfsebene  mit  S. 
Flg.  818.  540.  Um  in  unserer  Pfeilerreihe  den  Schatten  eines  beliAigen 
Punktes  N*  (Eckpunkt  einer  Deckplatte)  in  der  Perspektive  zu  be- 
stimmen, zieht  man  den  Lichtstrahl  If'Sy  legt  durch  ihn  eine  Hilfs- 
ebene,  etwa  die  horizontalprojicirende;  diese  geht  durch  die  Projek- 
tion N^^  von  N'  auf  die  Grund-  oder  Bodenfläche  ("wobei  N^^  auf  der 
nach  1/  gerichteten  Diagonale  des  Grundquadrates  liegt)  und  schneidet 
die  Grundfläche  in  der  Horizontalprojektion  N'^'S'  des  Strahles  IT  8. 
Der  Schnittpunkt  N^  beider  Linien  ist  der  Schatten  von  N'  auf  die 
Grundfläche.  Der  Schatten  der  Deckplatte  auf  die  Grundfläche  ist 
ein  Sechseck,  in  dessen  wahrer  Gestalt  je  zwei  Gegenseiten  parallel 
und  gleich  sind,  während  in  der  Perspektive  die  Gleichheit  aufge- 
hoben ist,  ittnd  zwei  Gegenseiten  nach  S'  laufen  (wie  stets  die 
Schatten  vertüdüer  (Geraden  auf  horizontale  Ebenen  nach  dem  Flucht- 
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punkt  8'  der  Horizontalprojektion  der  Sonnenstrahlen  gehen),  zwei 
Gegenseiten  nach  A,  nnd  zwei  parallel  zu  h  sind. 

Für  den  Punkt  J'  sehneidet  die  horizontalprojicirende  Ebene 
des  Lichtstrahles  J'S  die  Bodenflache  in  J^^S\  diese  schneidet  das 
Orundquadrat  eines  Pfeilers  in  Jg;  ^^^^  Fläche  des  Pfeilers  in  der 
Vertikalen  J%Jiy  nnd  diese  Linie  wird  von  J'8  in  J^  getro£Fen, 
welcher  Punkt  der  Schatten  von  «T  auf  die  Frontfläche  eines  Pfeiler- 
schaftee ist  Ebenso  ist  K^  der  Schatten  von  K'  {P^K^l^h),  und 
der  Schatten  der  Kante  K'  Q[  auf  jene  Frontfläche  ist  K^T^  \  8Ay 
weil  8A  die  Fluchtlinie  der  Licbtstrahlenebene  der  Kante ,  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  diejenige  der  Frontebene,  also  der  unendlich 
ferne  Punkt  von  8A  der  Fluchtpunkt  von  -KiPi  ist.  Der  Schatten 
K^^Pi  bricht  sich  bei  P|  au  einer  Siante  des  Schaftes  und  geht  in 
dessen  Seitenfläche  in  P^  Q^  über,  welche  Linie  nach  A  läuft.  Der 
Endpunkt  Qf  der  Kante  wirft  seinen  Schatten  nach  Qi,  und  die  au 
Q'  anstoßende  schattenwerfende  Kante  der  Deckplatte,  welche  {|  h  ist, 
wirft  auf  jene  Seitenfläche  des  Schaftes  einen  nur  wenig  bemerkbaren 
nach  12  laufenden  Schatten,  weil  SR  (j|  A)  und  AB  (-Lh)  die  Fluchtlinien 
bezw.  der  Lichtstrahlenebene  der  Kante  und  der  Seitenfläche  sind. 

Von  den  geneigten  Flächen  des  Kapitals  sind  diejenigen  rechts 
und  hinten  im  Schatten.  Diejenige  links  hat  AF^  und  diejenige  vom 
FiF^  zur  Fluchtlinie;  und  man  erkennt  leicht^  daß  die  linke  im  Licht 
ist,  weil  S  auf  derselben  Seite  ihrer  Fluchtlinie  AF^  liegt,  wie  die 
Körpermasse  an  der  Fläche,  die  vordere  im  Schatten ,  weil  8  und 
die  Körpermasse  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  der  Flucht- 
linie F^F^  li^en;  zugleich  aber  8  sich  unter  dem  Horizonte 
befindet.  Läge  8  über  A,  so  wären  die  Kennzeichen  umgekehrt 
Die  Kante  T'V'  zwischen  beiden  Flächen  ist  Licht-  und  Schatten» 
grenze,  und  ihr  Schatten  auf  die  Frontfläche  des  Säulenschaftes 
ist  P  üj  I!  8F^,  weil  8F^  und  die  unendlich  ferne  Gerade  die  Flucht- 
linien bezw.  von  der  Lichtstrahlenebene  der  TU  und  Yon  der  Front- 
fläehe  sind. 

641.  Li  dem  soeben  bebandelten  Beispiele  war  eine  gerade 
Ansieht  gebildet,  indem  die  Bildfläche  mit  einer  Hauptfläche  des 
Gegenstandes  parallel  stand.  Wir  wollen  nun  eine  schräge  Ansicht 
herstellen,  und  da  wir  es  voi'ziehen,  die  allgemeinen  theoretischen 
Erörterungen  erst  zu  geben,  nachdem  die  Perspektive  Anschauungs- 
weise durch  das  Abbilden  einiger  einfachen  Gegenstände  befestigt 
ist,  so  schicken  wir  unserer  Aufgabe  nur  die  unmittelbar  anzuwen- 
dende Theorie  voraus. 

Aufg.  Eine  leUänge  Iwrizmtdle  Oerade  und  Stücke  derselben  von 
gegebener  Länge  perspektiv  dbeubildei%. 
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IX,  541—542.  Perspektive  und  Befie^npektive. 


Fig.  814.        Auß.   Sei   B  die  Spur  der  Geraden  %  und  jP  ihr  Fluchtpunkt 

80  daß,  wenn  0  das  Auge,-  OF^  i,  und 
BF  die  Persprektive  t  der  i  iit  Legt 
man  die  Horizontebene  um  die  Hori- 
zontlinie hj  und  die  durch  i  gebende 
horizontale  Ebene,  welche  man  alfl  Grund- 
ebene  ansehen  kann,  um  die  Grundlinie 
g  in  die  Bildebene  um  (538),  indem  man 
beide  in  gleichem  Sinne  dreht,  so  daß 
0  gegen  oben  nach  A^  gelangt,  wobei 
AA^l,h  und  gleich  der  Distanz,  und  daß 
der  hintere  Teil  der  Grundebene  nach 
unten  zu  liegen  kommt,  so  ist  nach  der 
Umlegung  A^F\%y  wodurch  F  auf  h 
gewonnen  wird.  Ä^  heißt  da8  aufgeklappte  Auge.  Um  den  Punkt  C 
der  t  in  CT  abzubilden,  kann  man  durch  C  eine  zweite  und  beliebige 
Gerade  GG^^  legen,  deren  Spur  C^  und  deren  Fluchtpunkt  der  Punkt 
T  der  h  ist,  wenn  Ä^TICC^.  C  liegt  dann  auf  C^T.  Ist  C  durch 
die  Entfernung  BG Ton  der  Spur  gegeben,  so  mache  man  BC^^^BGj 
dann  sind  das  A  J?(7C^  und  das  mit  ihm  ähnliche  A  FA^T  gleich- 
schenklig und  daher  FT  -«  FA^.  Soll  auf  i'  7on  einem  beliebigen 
Punkte  ff  aus  eine  Streqke  CF!"  yon  gegebener  wahrer  L&nge  e 
weitergetragen  werden,  so  ziehe  man  TC  bis  Gi  auf  g  und  trage 
auf  ^  die  CiE^^^e  auf;  dann  schneidet  E^T  die  t'  in  ^.  —  T 
heißt  der  Teüung^^nkt  yon  f,  und  ist  der  Fluchtpunkt  der  Seimen 
der  aus  B  im  wahren  Winkel  E^  BF  beschriebenen  Kreisbogen. 
7iff.8i5.        642.  Die  reduärten  Punkte.    Liegt  A^  außerhalb  der  Zeichen- 


Fig.  S16. 


flache,  so  trage  man  auf  AA^,  -- 

der  Distanz,  z,  B.  -4  ^ "  -"  Y  ^**'** 
auf,  ziehe  ~^  -=- 1  h  mache 


(f) 


—  —  ^,   sodann  AF'^n 


ZA 

fl      M 

AT^n'A{^)y  so  sind  F  und  2* 

der  Flucht-  bezw.  Teilungspunkt  yon 
i,  und  E^T  bestimmt  auf  i'^BF 
den  Punkt  E'-  —  Liegt  auch  Faußer- 
halb  der  Zeichenfläche,  und  man  soll 

aus  B  die  BF  ziehen,  so  trage  man  KXkiAB  die  A  -  -«>-  -  •  AB  »uf  und 

Ji  V 

ziehe  BF  I  "^^  "'  •  ~  Liegt  T  außerhalb  der  Zeiohenfliche,  ao  mache 
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man  F 


1  jfi?    2* 

JBHJ..  80  geht  — **—  oflfenbar  durch 


T 


„         n         ^         n 
E\    Ist  dabei  F  nicht  zu  benatzen,  so  beachte  man,  daß  Ä-^-«^ 

(n-l).4(^)---4(^),inderFigurz.B.^|^-jf---^(^) 


Man  nennt  — ^ 


F    T 


bezw.  das  reducirte  aufgeklappte  Aitge,  denredu- 


Fig.  S16. 


eirten  FlucMptintä,  den  reducirten  Teüungspunkt 

543.   Aufy.  Die  schräge  Perspektive  Ansicht  eines  Obelisken  mit 
treppenßftnigem  Unterhau  zu  Belohnen. 

Aufl.  Seien  von  dem  quadratischen  Baue  der  Grund-  und  Aufriß  F'iirai«. 
in  gerader  Ansicht  gegeben,  sei  g  die 
Grundlinie  der  Bildfläche,  -4^  die  Pro- 
jektion des  Augenpunktes  A  auf  g^  und 
treflfe  eine  Seite  des  Grundquadrates  die 
g  in  B  unter  dem  Winkel  a.  Nimmt 
man  bei  der  Perspektive  in  der  Bild- 
fläche die  doppelten  Maße  des  Grund- 

und  Aufrisses,  und  sind  g,  h^  A,  ~  ge- 
geben, ist  A^  die  Projektion  von  A  auf 
9,  so  zieht  man  ^-  y  unter  dem  Winkel 


Big.  817. 


^ 


^ 


^ 


a  gegen  h  und  ermittelt  von  den  Kanten 
diePluchtpunkteFund  jr  (4'  V-'-'s'  T' 
If''  unerreichbar),  denjenigen  G  der 
einen    Diagonale    des    Grundquadrates 

(t  ^'  T  ""  *^  /  ^^^  ^^^  Teilungspunkte 

r  und  T'  zu  F  und  F.    Man  bildet 

nun   die  Perspektive    des    Grundrisses, 

indem  man  die  Spur  B  der  einen  iianie  überträgt,  deren  Abbildung 

BF  zeichnet  und  auf  sie  die  Einteilung  mittelst  T  aufträgt,  wobei 

C  den  vorderen  Eckpunkt  darstellt.    Die  andere  Kante  C'F  zeichnet 

man  mittelst  -^  nach  dem  Verfahren  der  vorigen  Nr.  und  überträgt 

auf  sie  die  Einteilung  mittelst  F.  Aus  den  Einteilungspunkten 
ziaht  man  die  Linien  nach  F,  schneidet  sie  mit  der  Diagonale  CG, 
und  kann  dann  mittelst  dieser  Punkte  und  der  Einteilungspunkte 
auf  Ü'F  die  nach  F  laufenden  Linien  des  Grundrisses  zeichneu, 
'.nhne  F'  zu  benutzen.  Zur  Genauigkeit  ist  noch  die  Einteilung  der 
aaittfemteren  nach  V  laufenden  Kante  zvreckmäßig,  die  man  aus  der 
ffiidieilung  der  C^l"  durch  Linien  nach  G  (entsprechend  den  Paral- 
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IX,  643.   Perspektive  nod  Relie^^erspektiTB. 


lelen  zu  einer  Diagonale)  erhält,  sowie  die  Verzeichnang  der  zweiten 
Diagonale  des  Grundquadrates.  —  Sollten  die  Schnitte  im  Grund- 
risse zu  schief  und  unsicher  sein^  so  zeichne  man  einen  Grundriß 
in  einer  weiter  als  g  vom  Horizonte  entfernten  Ebene. 

Die  Höhen  tiberträgt  man  zweckmäßig  in  der  Diagonalebene, 
deren  Spur  ±.g  aus  dem  Schnittpunkte  der  CQ  mit  g  gezogen 
wird.  Auf  dieser  Spur  trägt  man  die  Höhen  auf;  dann  schneiden 
die  aus  den  so  erhaltenen  Funkten  nach  G  gezogenen  Linien  auf 
der  Vertikalen,  welche  man  aus  C  und  anderen  Einteilungspunkten 
der  CG  zieht,  die  Höhenpunkte  ein,  mittelst  deren  man  das  Per- 
spektive Bild  leicht  vervollständigt 

Fig.  817. 


Die  Schatten  werden,  wie  vorher,  aus  dem  diesmal  oberhalb  h 
liegenden  Punkte  S  und  aus  S'  bestimmt.  Der  Schatten  einer 
schiefen  Kante  des  Obelisken  wird  aus  dem  erreichbaren  Schatten 
E^  eines  Punktes  E  derselben  und  aus  der  auf  einer  Quadratdiago- 
nale liegenden  Horizontalspur  der  Kante  ermittelt.  Die  beiden 
Schatten  solcher  schiefen  Kanten  bestimmen  auf  h  ihre  Fluchtpunkte 
H  und  J,  nach  welchen  auch  ihre  Schatten  auf  die  obere  FKche 
des  Unterbaues  laufen.  In  dem  Schatten  eines  Eckpfostens  auf  die 
Stufen  läuft  eine  Linie  auf  einer  horizontalen  Ebene  nach  5",  andere 
laufen  nach  F  und  können  bei  ihrer  Ktlrze  nach  dem  Augenmaße 
eingeschaltet  werden.    Der  Schatten  der  nach  F'  gehenden  Kanten 
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IX,  648^644.  Die  Centralprojektioa  oder  die  Pertpektire  im  engeren  Sinne.  461 

aaf  Yertikale  Ebenen,  deren  Grundlinien  nach  F  laufen,  haben  E" 
zum  Fluchtpunkt,  d.  i.  den  Schnittpunkt  der  Fluchtlinie  SF  der 
Lichtstrahlenebene  der  Kante,  mit  der  Fluchtlinie  FK{Jl}C)  der 
Ebene.  Diese  Schatten  gehen  auch  durch  den  jedesmal  leicht  zu 
erhaltenden  Schnittpunkt  der  schattenwerfenden  Kante  mit  der  be- 
schatteten Fläche. 

544«   Zweckmäßig  sind  die  schon  früher  (15,  13)  erwähnten 
Verfahren  von  Stevin  (1608),  übaldi  (1600)  und  Dürer  (1525).   BeiFig.3i8. 
dem  von  Steom  stelle  die  Zeichenfläche 
die  von  unten  betrachtete  Grundebene  ^' 

vor,  worin  g  die  Grundlinie  der  Bild-  "^IT"  *f  > 

ebene,  A^  und  Pj   die  Grundrisse  des  "^^^     !  ^^^  jjf\  !« 

Auges  0  und  des  beliebigen,  abzubil-      f^^ 
denden  Punktes  P  seien.  ^.^P^  schneidet       ; 
dann  die  g  im  Grundrisse  P^  der  Ab-     *t~ 
bildung  2^  Ton  P     Dreht  man   nun      ! 

die  Bildebene  samt  der  Projicirenden       j     ;/      ^ \jv     ^  ; 

1\Y  um  flf,  und.  zugleich  die  Projici-     "j  /]S  ÄV^ 

renden  A^O  und  Tf^T  um  Gerade,  die       j/  ^"^^ 

11^  durch  ihre  Fußpunkte  A^  und  P^       ^^  q^ 

gelegt  werden,  so  daß  die  drei  Pro- 
jicirenden stets  unter  einander  parallel  bleiben,  so  ändert  T'  seine 
Lage  auf  der  Bildebene  nicht.  Nach  der  Umlegung  in  die  Grund- 
ebene gelangen  die  Projicirenden  bezw.  nach  T^y*^  ^lA^,  P^Pi  (JLg), 
wobei  A^Aq  und  P^P^  bezw.  gleich  den  Höhen  yon  0  und  P  über 
der  Grundebene,  und  es  schneidet  die  A^P^  auf  der  PqP'  die  um- 
gelegte Per8pekti?e  P'  von  P  ein.  Dabei  ist  J.i-4q  ««  A'  —  Ab- 
stand g,  h\  daher  Absi  ^,  h  >»  Abst  ul,,  g  «>  Distanz  e,  und  A^ 
das  aufgeklappte  Auge  der  Nr.  541. 

Ist  PjPj,  =*0,  so  liegt  der  Punkt  in  der  Grundebene.  Sei  Q^ 
ein  solcher  Punkt,  so  geht  das  Verfahren  in  dasjenige  von  TfbdUH 
über.  Man  schneidet  A^Q^  mit  g  m  Q^,  zieht  die  QoQf  JLg,  so  ist 
ihr  Schnitt  Q'  mit  A^Q^  die  Perspektive  von  Q.  Es  ergeben  sich 
hier  eine  Figur  in  der  umgelegten  Grundrißebene  (mit  Q^)  und  ihre 
Perspektive  (mit  Qf)  als  Perspektive  Figaren  mit  Aq  als  Mittelpunkt^ 
g  als  Axe  der  Kollineation  und  mit  h  als  Gegeuaxe  der  Bildebene 
(306). 

AlbrccJd  Dürer  bestimmt  die  Perspekti?e  P'  des  Punktes  P, 
indem  er  den  Sehstrahl  OP  mit  der  Bildebene  im  Grund-  und 
Aufriß  schneidet,  wobei  jedesmal  die  Bildebene  als  Gerade  (im 
Profil)  erscheint  Er  bestimmt  also  Pq  durch  A^P^,  die  Höhe  P^^P^ 
aber  vermittelst  des  Aufrisses« 
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JXy  546.  Perspektive  und  Belle  ^rspektive. 


546.  Aufg.  Ein  Haus  m  schräger  Ansieht  in  Perspektive  zu  setzen. 

Aufl.  Wir  wenden  zweckmäßig  von  den  in  der  vor.  Nr.  ge- 
gebenen Verfahren  das  von  Dürer,  aber  nur  auf  den  Grundriß,  an, 
und  bestimmen  dann  die  Höben  mittelst  horizontaler  Geraden  und 
Piic.8i9.ihrer  Fluchtpunkte.    Es  sei  der  Grundriß  des  sichtbaren  Teiles  des 

Fig.  819. 


:'s^ 


•'-r 


Hauses  und  ein  Teil  des  Aufrisses,  zur  Feststellung  der  Höhen  ge- 
geben. —  Indem  man  den  Abstand  A^^  g  '^  der  Distanz  e  macht, 
bestimmt  man  die  Fluchtptmkte  JP,  F'  der  Grundrißkanten,  indem 
man  Parallele  zu  ihnen  aus  J.|  zieht,  dieselben  mit  g  schneidet^ 
und  die  Schnittpunkte  auf  h  nach  F  und  F"  projipirt  Die  Per- 
spektive irgend  einer  Kante,  z.  B.  der  Firstliuie  des  Daches  (G^B^y 
findet  man,  indem  man  ihre  8pur  B(JB^BjLg)  mit  ihrem  Flucht- 
punkte F'  verbindet,  aus  den  Endpunkten  des  Grundrisses  (so  aus  G^) 
gegen  A^  Strahlen  bis  g  zieht,  und  hier  Senkrechte  auf  g  errichtet; 
dieselben  schneiden  auf  BF  die  Bilder  der  Firstenden  ein  (so  G'). 
Die  vorderste  Dachecke  H  liegt  in  der  Bildfläche.  Die  Höhen  in 
der  nach  F  laufenden  Hausfläche  sind  auf  der  Spur  derselben 
aufgetragen.     In  Bezug  auf  die  (gleichförmigen)  Ausladungen  des 
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Daches  und  der  Gesimse  sei  noch  bemerkt,  daß  man  die  größten, 
hier  die  des  Daches,  aus  dem  Grundrisse  konstruirt.  Bei  der 
Wendung  eines  Gesimses  um  eine  Hauskante  schneiden  sich  die 
Flachen  der  beiderseitigen  Gesimse  in  der  Gehrung,  deren  £bene 
den  Winkel  der  Hausflachen  halbirt;  H^  G^  Ist  der  <jrundriß  einer 
Gehrungsebene.  Der  Fluchtpunkt  von  H^Gx  liegt  auf  h  senkrecht 
fber  dem  Punkte  C^  der  g,  wenn  -i^Ci  |  flißi}  in  der  Vertikalen 
Yon  Gl  erscheint  die  Gehrung  als  Gerade;  auf  beiden  Seiten  von 
Gl  h^ben  die  parallelen  Gehrungen  entgegengesetzten  Sinn.  Die 
GratUnien  des  Daches  haben  viererlei  Richtungen  und  Fluchtpunkte. 
Am  meisten  wird  benutzt  derjenige  E  von  GH\  er  liegt  in  der 
Fluchtlinie  C^E  der  Gehrungsebene  (-LÄ),  und  in  denen  FE^  FE 
der  beiden  anstoßenden  Dachflächen;  die  letzteren  laufen  parallel 
ipit  den  Spuren  dieser  Ebenen,  bezw.  mit  HB^  HK.  Die  verschie- 
denen Ausladungen  an  derselben  Eckkante  verhalten  sich  in  der 
Perspektive  sehr  nahe  wie  ihre  wahren  Großen,  und  werden  auch 
am  kürzesten  und  genauesten  derart  aus  der  größten  vorkommenden 
Ausladung,  der  des  Daches,  erhalten. 

Indem  die  Sonne  3  in  der  Bildebene  angenommen  wurde,  sind 
die  Abbildungen  der  Lichtstrahlen  unter  einander  parallel.  Zur  Be- 
stimmung der  Schatten  benutzt  man  nianchmal  vorteilhaft  den  Grund- 
riß. So  bestimmt  man  den  Schatten  J^  der  Dachecke  J  auf  eine 
Hausfläche  mittelst  des  Grundrisses  J^J^  lg,  oder  den  Schatten  L^ 
einer  nach  F  laufenden  Dachkante  auf  eine  vertikale  Hauskante 
mittelst  jL^Ifi  1  g.  Die  Dachfläche  SGF  ist  im  Schatten,  weil  S 
(rechts  unten)  mit  der  anstoßenden  Körpermasse  auf  entgegen- 
gesetzter  Seite  von  der  Fluchtlinie  FE  der  Fläche  liegt  (540).  —  Der 
Schatten  der  Gratlinie  JE  auf  die  nach  F  laufende  Hausfläche  ist 
cT,  Jf;  ihr  Fluchtpunkt  M  ist  der  Schnittpunkt  der  Fluchtlinien  der 
Idchtstrahlenebene  von  JE  (8E)  und  der  Flüchtebene  der  Haus- 
fläche (FM±h)  (539),  Der  Schatten  einer  nadb  F  gehenden 
Dachkante  auf  eine  nach  F  gehende  Hausflächo  hat  N  zum  Flucht- 
punkte als  Schnittpunkt  der  Fluchtlinien  der  Lichtstrahlenebene 
(SF)  und  der  Hausfläche  (FN±h).  Der  Schatten  der  nach  F 
laofenden  B^irsUinie  des  vorspringendien  Daches  auf  die  Dachfläche 
GHF  hiat  P  zum  Fluchtpunkte  als  Schnittpunkt  der  Flüchtlinien 
der  Lichtstrahlenebene  der  Kante  {SF)  und  der  Dachfläche  (FE). 
Auch  L^  hätte  man  aus  H  erhalten  können,  indem  HL^  nach  dem 
Schnittpunkte  der  Fluchtlinien  der  Lichtstrahlenebene  von  JIF'  (SF) 
und  dcfr  Gehrungsebene  von  II(jLh  durch  Ci)  läufi 

546«  Wir  gehen  nun  zur  Uimng  der  wescntliclistefi  Grundauf- 
gäben  der  darstellenden  Geometrie  in  perspektiver  DarstcUwng  über; 
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IX,  646.  Peiqpektive  und  Belie^npektiye. 


Fig.  tfSO. 


wir  müssen  dabei  diese  Darstellung  so  einrichten^  daß  durch  sie  die 
Lage  des  Raumgebilded  bestimmt  ist  Zunächst  wird  das  Auge  0 
gegen  die  Bildebene  F  festgelegt  durch  die  senkrechte  Projektion 
A  des  0  auf  P  und  durch  den  Abstand  ÄO,  wobei  die  Seite  yon 
P,  auf  welcher  0  liegt,  die  vordere  heißt  A  ist  der  Augenpunkt, 
die  Entfernung  J.0»-^  die  Distanz,  und  diese  wird  durch  einen 
in  der  P  aus  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  e  beschriebenen 
Kreis  d  angegeben,  welcher  der  Listanekreis  heißt 
y\^.^^        1)  Die  Darstellung  der  Geraden  g  geschieht  (536)  durch  die 

Abbildung    zweier    Punkte    der  g, 
welche  in  bekannten  Ebenen,  näm- 
lich in  P  und  in  der  unendlich  fernen 
U  liegen,  also  durch  die  Spur  G^ 
und  den  Fluchtpunkt  G^  (öT—  Gj  G«  ). 
g  ist  dann  die  durch  G^  parallel  zu 
OG^  gezogene  Gerade.     Steht  die 
Gerade  A  J_  P,  so  liegt  H^  in  A, 
'bildet   die  Gerade  %  einen  Winkel 
Ton  45^  mit  P^  so  liegt  cT«  auf  d, 
ist  die  Gerade  )!;  |  P,  so  liegen  K^  und  if«   im  Unendlichen,  k'  ist 
II  k  und  kann  nur  mit  Hilfe  eines  Punktes  P,  durch  den  sie  geht, 
und  dessen  Darstellung  durch  "FF^JP^  sogleich  angegeben  werden 
soll,  bestimmt  werden;  läuft  endlich  die  Gerade  l  durch  das  Auge, 
so  fallen  £|,  X«  und  V  zusammen. 

2)  Die  Darstellung  des  Punktes  P  geschieht  durch  sein  Bild  P' 
und  da  dies  Bild  nur  den  Sehstrahl  OP'  bestimmt,  auf  welchem  P 
liegen  muß,  noch  durch  die  Abbildung  PiP^g^  einer  Hilfsgeraden 
Py  auf  welcher  P  liegen  soll,  und  welche  der  Träger  von  P  heißt 

3)  Die  Darstellung  einer  Ebene  E  geschieht  (536)  durch  die  Ab- 
bildung der  beiden  Geraden,  in  welchen  die  £  zwei  bekannte  Ebenen, 


Fig.  SSL 


Fig.  S21. 


die  P  und  die  ü,  schneidet  Die  erstere 
Gerade  heißt  die  Spur  e,  uud  bildet 
sich  in  sich  selbst  ab;  die  zweite 
oder  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
E  wird  vermittelst  der  g  B  durch  0 
gelegten  Ebene  in  6«  projicirt;  e^ 
heißt  die  Flucktlinie  der  B  und  ist 
II 6^.  Durch  zwei  parallele  Gerade 
e^,^«  ist  B  bestimmt,  als  die  durch 
«1  parallel  zur  Ebene  Oe«  gelegte 
Ebene.  Ist  die  Ebene  F  J.  P,  so  geht 
f^  durch  Af  bildet  G  einen  Winkel 
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IX,A46~549.  Die  Centralprojekiion  oder  die  Perspektive  ixa  engeren  Binne.  466 

von  45^  mit  P,  so  berührt  g^  den  Ereis  dy  läuft  H  { F^  so  ist  sie 
dorch  einen  Pankt  H{H'Hy^E[^\  durch  welchen  sie  geht,  bestimmt; 
geht  I  durch  0,  so  fallen  ij  und  i^  zusammen. 

547.  Die  Aufgaben  über  Schnitte  von  Ebenen  imd  Geraden 
werden  ebenso  wie  bei  der  Darstellung  durch  zwei  parallele  Pro- 
jektions-  und  Spurebenen  gelost  (113);  und  die  Auflosungen  sind 
unabhängig  von  der  Lage  des  Auges.  Die  Schnittgerade  g  fsweier 
Ebenen  EüjC«)  und  TP  {f\f^)  ist  (Nr.  536,  Fig.  312)  durch  /  — 
G^G^  dargestellt,  wewn  G^^eJ^y  Ga,  ^^  e^f^.  Der  SchnittpmU^Ui^n. 
P'  einer  Geraden  giß'G^^G^)  mit  einer  Ebene 
B  (^,  <?oo)  liegt  auf  der  Schnittgeraden  i  der  E 
mit  einer  durch  g  gelegten HilfBebeneH(Äi/t<„). 
Ztcei  Gerade  g  (G\G^)  «nrf h  {S^H^)  sdmeiden 
sich,  wenn  sie  in  einer  Eb^e  liegen,  oder 
wenn  GJT,  \G^H^  ist. 

548.  Die  vier  Hauptebenen  und  Haupt- 
funkte  einer  Geraden,   Außer  der  Bildebene  P 
und  der  unendlich   fernen  Ebene  U  sind  noch  die  beiden  paralleli'ies^s. 
zur  P  in  dem  Abstände  der  Distanz  von  ihr  gelegten  Ebenen  aus- 
gezeichnet.  Die  eine  geht  durch  das  Auge 
0  und  heißt  die  Verschwindungsfhene  Y,  die 
andere  heißt  die  Gegenebene  G.    Die  vier 
Ebenen  schneiden   eine  Gerade  g  in   den 
vier  Punkten  ö, ,  U,  V,  G,  und  diese  Punkte 
bilden  sich  in  der  Spur  ö,,  dem  Flucht- 
punkte G^y  dem  unendlich  fernen  Punkte 
Gt  und  dem  Punkte  G^  ab,  der  offenbar 
in   der  Mitte  von  G^G^   liegt     Die  vier 
Ebenen,  die  vier  Punkte  der  g  und  deren 
Abbildungen  liegen  harmonisch.     Die  vier 

durch  F,  G,  IT,  V  gebildeten  Abschnitte  der  g  sind  der  Reihe  nach, 
endlich,  unendlich,  unendlich,  endlich,  und  ihre  Abbildungen  auf 
g'  bezw.  endlich,  endlich,  unendlich,  unendlich,  so  daß  jede  Ver- 
bindung von  endlich  und  unendlich  zwischen  den  so  gebildeten 
Strecken  der  g  und  der  g'  vorkonunt. 

549.  Äufg,  Auf  der  gegdß^nen  Perspektive  einer  Geraden  Strecken 
von  gegebenen  wahren  Längen  abzutragen. 

Aufl.   Soll  auf  der  gegebenen  Geraden  g  ißG^G^)  von  ihrerPJ«^.»«. 
Spur  G^  aus  eine  Strecke  von  der  wahren  Länge  G^B  •«  b-  abge- 
tragen werden,  so  lege  man  durch  g  und  durch  die  zu  ihr  Partillelä" 
OG^  zwei  parallele  Ebenen,  deren  Spuren  in  P  die  ParaHelon  (vöb-' 
beliebiger  Richtung)  G^B^  und  £?«  T,  seien.    Zieht  man  in  diSeseii 

Wluocr,  L«lurbiich  der  darstollcuduu  Oeomelrle.  80 
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IX,  549-^50i   PerspekiAve  ond  fieltefpefspextrve. 


Fig  Süi.  Ebenen    zwei    Parallele 

."         ' " '  bis  an  ihrem  Schnitte  mit 

f;/  \f     P,n&mlich^BiundOy;, 

.  /j*"k^       ^  \      80     sind     die    I>reiecke 

G,BB  und  0,07;  Shn- 
jj,;  -'-^  !\!r^^  /"^X    ''  .X     lieh,  und  Ti  ist  der  Flucht- 


punkt  der  BiB^.  Hat 
man  dabei  £B^  $o  ge- 
zogen, daß  G^ßi  :^G^B 
«» h  wird,  so  ist  auch 
Q^I\^Q^O,  man  erhalt  aber  ö,,  2*j  als  Hypotenuse  de5  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  den  Katheten ^/Kr«»  und  AOy  also  Q^Ti  ^» 
Ö^D,  wenn  AD  A^O^A  und  J9  auf  dem  Disianzkreiae  d.  Dann 
ist  ß^l\  das  Bild  jener  Gereden  B^B  und  schneidet  auf  ^' 
den  gesuchten  Punkt  B'  ein.  Ist  G^B  entgegengesetzt  gerichtet 
mit  G^Oj  so  ixiuß  auch  6^iJ?i  entgegengesetzt  gerichtet  sein  mit 
G^Ti,  sonst  als  (r^JB,  gleichgerichtet^  wobei  man  dann  Termittelst 
1\B2  den  Punkt  B*'  auf  ,9  als  zweite  Auflösung  erh&lt.  —  Man 
nennt  den  aus  G^  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  G»  D  <» 
Ga^O  beschriebenen  Kreis  den  Teüungskreis  t  der  Geraden  g^  jeden 
Punkt  desselben  einen  Teilungspunkt^  den  aus  G^  mit  dem  Halb- 
messer h  beschriebenen  Kreis  den  Abstandskreis.  B^T^  und  iinend- 
lich  Tiele  andere  entsprechend  bestimmte  Geraden  geben  ebenfalls 
durch  i?',  und  es  gilt  G^B^  :  B'G^  —  6 :  G^  0.  —  Soll  auf  g'  von  B" 
aus,  von  G^  weg,  eine  Strecke  B'C  von  gegebenei^  Wahrer  Lange 
c  aufgetragen  werden,  so  schneide  man  die  tiri^^^  mit  T^B'  in  B^, 
trage  auf  G^B^  von  G^  weg  die  B^Ci  *«  ö  auf,  dann  geht  T^C^ 
durch  G\  —  Durch  dieselben  Linien  wird  umgekehrt  von  B'C  die 
wahre  I/ingc  B^C^  bestimmt.      . 

Ist  g  Jl.  P,  oder  G^  in  Ay  so  fallt  t  in  d.  Ist  g  ||  P,  wie  h 
in  Fig.  320;  so  zieht  man  durch  P^  eine  Parallele  zu  *',  legt  auf 
sie  die  gegebenen  Strecken  und  überträgt  sie  perspekiiv  anf  V 
mittelst  Strahlen  naeh  P«. 

650.   Aufg,  Lureh  eineti  gegebenen  Funkt  P(J^P^P^)  pafaUel 

1)  0U  einer  gegebenen  Geraden  g  eine  Gerade  h, 

2)  m  einer  gegebenen  Ebene  IS  eine  Ebene  P  eu  legen. 

Fig.  326.       pjg  326.  Auf},  von  1)  Von  ^r  braucht  nur  G^  gegeben  zu 

^^^  sein.    Heo  fa^t  in  ö«,  und  es  ist  A'  =  P'Cr«;  da  Ä 

"v^^-^V-    und  der  Träger  p  des  P  sich  in  P  schneiden,   so 
wird  j?i  durch  PiB^  liP^-ffco  bestimmt 

Auß.  von  2)    Vermittelst  zweier  parallelen  Ge- 
ij^     raden  in  E  und  F. 
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IX,  &ßO— 552.  Dia  Centralprqjektion  oder  die  Perspektive  im  eni^ren  Sione.  467 


3)  Durch  einen  gegebenen  Pwnkt  P(F'P^P^)  und  eine  gegebenevif-^w- 


Fig.  826. 


Gerade  g  {g'G^GJ)  eine  Ebene  S  {e^ej) 
sm  legen.  Man  legt  durch  P  parallel  zu 
(/die  7*  (V6r«  -ffi)»  so  ist  e^  »■  G^  ffj  und 
««  gebt  1  ßj  durch  6r«. 

4)  Durc^*  mßei  gegebene  Punkte  P 
{rP^P^)  und  Q  {QfQ.Q^)  eine  Gerade 
g  (/G^G^)  MU  legen.  Man  legt  durch  P 
und  den  TriLger  q  von  Q,  oder  durch  Q 
und  den  Träger  j>  von  P  eine  Ebene;  die 
Spur  und  Fluchtlinie  einer  jeden  dieser 
Ebenen  bestimmen  auf  g  ^^  P^Qf  bezw.  G^  und  &«• 

551.  uiu/^.    Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  (P' P^P^)  und 

1)  sehkredU  m  einer  gegebenen  Ebene  B  {e^)  eine  Gerade  g  (j^G^G^\ 

2)  und  senkrecht  m  einer  gcgei^enen  Geraden  g  ((r«)  eine  Ebene  B  (e^Coo) 
eu  legen. 

Aufl.    1)  Der  Fluchtpunkt  G«   der  g  liegt  auf  der  8enkrechtFig.an. 
zur  Ebene  Oe^  durch  0  gelegten  Geraden,  deren 
Projektion  ÄG^  auf  P  senkrecht  auf  e^  steht.  '       ' 

Legt  man  die  Ebene  OAG^,  welche  die  tf«  in      'x,''/^ 
E  trifft,  in  P  um,  so  gelangt  0  nach  D  auf  ^'^9'^< 
d,   wenn  AD  ±  AE,   DG^  ±  ED   bestimmt  ^ 
auf  jlEden  Punkte«.  Dadurch  ist /  —  Ö.P'ö, 
bestimmt. 

2)  Au9  dem  gegebenen  G^  wird  durch  die- 
selben Linien  f«,,  und  daraus  e,  (550,  2))  ermittelt 

552.  Aufg.  Den  Winkel  1)  eweier  gegd}enen  Geraden  g{gj) 
und  h  (7*4^),  2)  einer  Geraden  g  (ß»)  mit  einer  Ebene  B  (c«),  8)  eunner 
Ebenen  B  (ej)  und  JP  (f^)  sm  bestimmm. 

Aufl.  Da  es  nur  auf  die  Richtungen  der  Geraden  und  die 
Stellungen  der  Ebenen  ankommt,  so  brauchen  nur  bezw.  ihre  Flucht- 
punkte und  Fluchtlinien  gegeben  zu  sein. 

1)  Der  Winkel  gh  ist  gleich   der  ümlegung  G^A^H^    des  Fig.  sw. 
Winkels   G^OH^   in  die   P.  (ABAqXG<^H^, 
AD±AB,  BA^^BD.) 

2)  Der  Winkel  pB  ist  gleich  dem  Komple- 
mentwinkel von  ge,  wenn  die  Gerade  e  J.B(äui-ch  0) 
gelegt  wird. 

3)  Man  legt  durch  0  eine  Ebene  OJEF  senk-  ^^^ ^        Fig.$n. 

recht  zur  Schnittlinie  OS]  dieselbe  sehneidet  die  gegebenen  Ebenem 
in  den  Geraden  OEj  OF,  welche  deuigosuchtcn  Winkel  EOF  bilden, 


Fig.  328. 


dessen  Ümlegung  EA^F  seine  wahre  Größe  mgt. 


(.9  = 
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468  IX,  662—564.   PmpeWve  und  ReHefperepektive. 

auf  d,  ^D±ÄS,  G  Ml  ÄS,  sna^ 

90^  GEF±Ä8,  E  und  JP  bezw,  auf 
6«  und  UMo  auf  ÄS,  GÄq^GD.) 
553»  Übungsaufffäbefu 
1)  In  perspektiver  Darstellung 
durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ge- 
rade zu  legen  y  welche  eine  gegebene 
Gerade  a)  senkrecht,  b)  unter  einem 
gegebenen  Winkel  (z  wei^ufl.)  schneidet. 

2)  Den  Abstand  zu  bestimnien  a)  eines  Punktes  Vqn  einem 
Punkte,  b)  von  einer  Ebene,  c)  von  ei)ier  Geraden,  d)  einer  Geraden 
von  einer  Geraden.  (Die  wahre  Lauge  der  Strecke  PQ  wird  durch 
Spur,  Fluchtpunkt  und  Teiiungspunkt  der  Geraden  PQ  ermittelt.) 

3)  Durch  eine  Gerade  eine  Ebene  unter  gegebenem  Winkel 
a)  gegen  ^ine  andere  Gerade,  b)  gegen  eine  Ebene  zu  legen. 

IL   Die^  Perspektive  Kollineation  zweier  rätunliolien  Systeme 
oder  die  Reliefjperspelctive* 

554.  Von  einem  räumlichen  Gebilde  kann  man  eine  räum- 
liche Perspektive  Abbildung  für  ein  Auge  0  herstellen,  wenn  man 
von  jedem  Punkte  P  die  Abbildung  P'  auf  dem  Sehstrahle  OP 
willkürlich  annimmt.  Babei  würde  die  Abbildung  einer  Geraden 
nicht  eine  Gerade,  ja  nicht  einmal  eine  .stetige  Linie  sein  müssen. 
Die  Abbildung  erhalt  Bestimmtheit,  die  größte  Einfachheit  und  für 
die  Anwendung  in  der  Kunst  allein  Brauchbarkeit,  wenn  man  die 
Bedingung  aufstellt,  daß  einer  Geraden  g  wieder  eine  Gerade  g  ent- 
spricht. Dann  entspricht  jedem  Punkte  P  der  g  ein  Punkt  P'  der 
g'j  jeder  Ebene  S  wieder  eine  Ebene  ES'^  weil  allen  Geraden  der  B^ 
von  denen  eine  Jede  eine  jede  andere  schneidet,  wieder  Gerade  ent- 
sprechen ^  von  denen  eine  jede  eine  jede  andere  schneidet,  die  also 
eine  Ebene  SS'  erfüllen.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  zwei  rmim- 
Hohe  Sjfstefne  £  und  2]\  welche  man  }h  der  Geometrie  koUinear  und 
wenn  sie  sich  in  der  angenomm.enen  Ausgangsiage  befinden,  per- 
speJUiv  nennt;  während  man  in  der  Kunst  das  «ine  System  'H  als 
das'  wirkliche  oder  als  den  GvgensUmd,  dos  andere  £'■  als  seine 
Reliefpersjiekiive  bezeichnet  Der  Punkt  0  heißt  in  der  Geometrie  der 
KoUim^aiiousmittdptmkt,  in  der  Kunst  das  Äuge  oder  der  Gesichtspunkt, 

In  zwei  solchen  Systemen^  wenn  sie  sich  nicht  ganz  decken, 
gibt  es  eine,  aber  auch  nur  eine  Ebene  B,  die  Punkt  für  Punkt  sich 
selbst  entspricht.  Indem  nämlich  zwei  entsprechende, nicht  zusammen- 
fallende Gerade,  wie  g  und  g\  sich  stets  schneiden,  weil  sie  in  der^ 
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selben  projicirendeii  Ebene  liegen^  so  sei  G  der  Schnittpankt  von  g 
nnd  g\  ebenso  H  von  zwei  sich  entsprechenden  Geraden  h  und  K, 
J  Yon  t  nnd  i\  Es  entspricht  dann  O  sich  selbst,  ebenso  H  nnd  J, 
daher  auch  jede  der  Geraden  GH,  EJ,  JG,  und  jede  Gerade  der 
Ebene  GHJ^^  &y  weil  dies  für  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Seiten 
des  Dreiecks  GHJ  gilt,  und  endlich  jeder  Punkt  dieser  Ebt^ne.  Für 
eine  andere  Ebene  kann  das  gleiche  nicht  gelten,  weil  deren  Schnitt- 
punkt mit  g  einem  von  ihm  getrennten  Punkte  der  g'  entspricht, 
da  g  und  gf  nicht  in  einander  fallen.  Jene  Ebene  8  heißt  die  Kot- 
Uneati&nsebene,  in  der  Kunst  die  Büdfläche  oder  ßilääxme.  In  ihr 
liegen  die  Schnittpunkte  je  zweier  sich  entsprechenden  Geraden  und 
daher  auch  die  Schnittlinien  je  zweier  sich  entsprechenden  Ebenen.  Der 
unendlich  fernen  Ebene  Q  dos  Systems  S  muß  eine  zu  8  parallele 
Ebene  von  2f  entsprechen,  weil  beide  Ebenen  sieh  in  einer  Geraden 
der  8,  also  in  ihrer  unendlich  fernen  schneiden  müssen.  Diese  ^er 
"^  entsprechende  Ebene  Q'  des  Systemes  S*  heißt  aem»  Gegend^em 
oder  in  der  Kunst  die  Flacktd)€ne  F. 

655.   Sei  8  die  JBild^ene,  die  mit  8  parallele  T  die  FI/ucJU-^s-^- 
ebene,  0  das  Auge  und  g  irgend  eine  Gerade,  deren  entsprechende 

Fig.  330. 


Gerade  oder  Beließüd  oder  Ahbildmg  g  gesucht  wird.  Der  Schnitt- 
punkt C?!  der  g  iqit  der  8  heißt  die  i!^«r  der  </,  und  die  Abbil- 
dung ihres  unendlich  fernen  Punktes,  welche  der  Schnittpunkt  G^ 
des  parallel  zu  ihr  aus  0  gezogenen  Strahles  mit  der  F  ist,  ihr 
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470  I^,  666—568.   Perspektive  \xüä  SdliefperspekciTe. 

Fhchtpunkt.  Dann  ist  G^G^  die  Abbildung  g.  Von  einem  Punkte 
P  der  g  liegt  die  Abbildung  P'  auf  g  und  auf  dem  Strahle  01\ 
Gebt  durch  P  eine  zweite  Gerade  «,  und  sind  ihre  Spur,  Flucht- 
punkt und  Abbildung  bezw.  J^,  J^  und  t',  so  wollen  wir  noch  be- 
weisen,  daB  sieh  tf  und  %  in  einem  Punkte  V  schneiden  müssen. 
Da  die  Ebene  gi  oder  FG^J^  parallel  mit  der  Sbene  OG^J^  ist, 
so  sind  auch  die  Geraden  G^J^  und  G^J^  parallel ,  bestimmen  also 
eine  Ebene  E'^  die  Abbildung  der  Ebene  gh  =»  B.  Daher  schneiden 
sich  g'  und  i  in  einem  Punkte  P',  der  Abbildung  des  Punktes 
gi  «=:  P.  Es  war  dies  notwendig  nach  der  Voraussetzung  der  vorigen 
Nr.,  daß  einer  Geraden  eine  Gerade  entspreche,  und  ihrer  Folgerung, 
daß  einem  Punkte  ein  Punkt  und  einer  Ebene  eine  Ebene  entspreche. 

Es  ergibt  sich  zugleich,  daß  einer  Ebene  J&^^gi  die  Ebene 
B'  =«=  G^J^Q^J^  entspricht,  welche  durch  die  Spur  G^Jy  ==  e,  der 
£  in  8  und  durch  ihre  FhicMlmie  G^J^  ==^e^  {\\e^)  geht,  indem 
letztere  die  Schnittgerade  der  ||  B  durch  0  geführten  Ebene  mit  F 
ist.  Aus  der  Konstruktion  folgt,  daß  in  der  Reliefperspektive, 
ebenso  wie  in  der  gewöhnlichen,  gilt:  Parailde  Gerade  haben  einen 
gemeimehßfüichen  Fludäptinkt  und  parallele  Ebenen  eim  gemeinschafi- 
liehe  Fluehilinie. 

Der  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Beliefgeraden  g'  ent- 
sprechende Punkt  V  der  g  wird  durch  den  Sehstrahl  OV^g'  be- 
stimmt. G^G^ 0 V iat  daher  ein  Parallelogramm,  0V=  Gl^Gi,  und 
demnach  liegen  alle  Punkte  V  von  Geraden,  welche  den  unendlich 
fernen  Punkten  ihrer  Relie%eraden  entsprechen,  in  einer  Bbene  V, 
welche  {|  S,  und  deren  Abstand  von  0  gleich  dem  Abstände  der  S 
von  der  F  ist.  Diese  Ebene  V  heißt  in  der  Geometrie  die  Gegen- 
ebene  B.  des  Systcmes  U,  weil  sie  der  unendlich  fernen  Ebene  von 
£'  entspricht,  in  der  Kunst  die  Verschwindungsd>ene. 

556.  Füllt  man  vom  Auge  0  die  Senkrechte  auf  die  Ebenen 
F^  S,  V,  deren  Fußpunkte  der  Reihe  nach  Ä^  A^^  Ä^  seien,  so  nennt 
man  A  den  Hauptaugenpimkt^  A^  den  BMfUkhaugetvpmkt,  A  ist 
der  Fluchtpunkt  der  zu  8  senkrechten  Geraden.  Den  Abstand 
0  J  =«  e  nennt  man  die  Hauptdigtana;  der  in  F  aus  A  mit  dem  Halb- 
messer c  beschriebene  Kreis  heißt  der  Distamhreis^  auf  ihm  liegen 
die  Fluchtpunkt«  aller  unter  45^  gegen  8  geneigten  Geraden. 
4i  ^  «=»  ^  heißt  die  Tiefe  des  Bdiefs,  und  es  ist  auch  J.^  0  =  *. 

Die  senkrechte  Projektion  von  jf  =»  G^G^  auf  8  ist  G^G,  und 
CS  ist  ^^(t  4t^  OG«-  Daraus  folgt,  daß  die  senkrechte  JPrqjdetian 
eines  Beliefs  auf  die  Bildebene  8  gugleich  die  PerspekHve  des  ^Oegen- 
standes  auf  det'  Bildebene  für  das  Auge  Aq  ist,  welches  in  der  ^^wun 
0  auf  8  geßlüen  Senkrechten  die  JDisUme  e  besiteL    Bezeichnet  P| 
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die  Projektion  eine?  Belielpttnkteff  P'  auf  cli^  Bildel^ene  &,  m  i^t 
die  Tiefe  P^  F  »« ^'^'^  i  ^^^  'k^mn  durch  ein  rechtwinkliges  Dreieck 

mit  einer  Kathete  t  leicht  beetimmt  werden« 

Die  durch  das  Auge  gelegte  horizontale  Ebene  schneidet  die 
Sbenen  P  und  S  in  den  Geraden  H  und  A|,  welche  der  Haupfhori- 
aont  und  BüdfUtchhorizoni  beißen,  h  ist  die  Fluchtlinie  aller  hori^ 
asontalen  Ebenen,  der  Parallelstreifen  sh  ist  die  Abbildung  des  hinter 
S  liegenden  Teiles  der  Grundebene  G.  Daher  hat  die  Abhüdn/ng 
des  GrtmdHsses  eines  Gegenstaodes  die  s  xax  Grundlinie  und  die  h  zum 
Horizonte,  stimmt  also  äherein  mit  der  Perspektiven  AlhiUhmg  des 
Orundrisses  auf  der  Bildebene  S^  tcenn  die  Distanz  •»  OA  «>  e^  die 
Hohe  des  Horizontes  »  SA  (^<-»  dem  Ahstartde  von  s  und  h}  und 
wenn  das  Äuge  in  der  senkreckt  m  s  durdi  0  genenden  Ebene  liegt. 

Die  Projektion  des  Streifens  sh  auf  Q  ist  der  Streifen  sf\  daher 
stimmt  die  Horieontalprojektion  des  KeließHdfS  des  Grvndrisses  eines 
Gegenstandes  ühtrein  mit  der  Perspektiven  Abbildung  des  Grundrisses 
in  B,  wenn  die  Distanz  »=  e^  die  Höhe  des  Ilorigonics  -» t,  und  wenn 
das  Auge  in  der  JL^  durch  0  gehenden  Übene  liegt.  Dieae  Hori- 
zontalprojektion kann  bei  der  körperlichen  Herstelluog  von  Reliefs 
al8  horizontaler  Querschnitt  des  Reliefs  "ton  aufrechten  prismatischen 
Körpern  nützlich  sein. 

Rückt  die  Fluchtebene  F  in  die  Bildebene  8,  so  daß  t«»0 
wird,  so  geht  die  BeliefperspektiYe  in  die  gewohnliche  Perspek- 
tive über. 

Um  die  Grundaufgdhcn  der  darstdUnden  Geometrie  in  der  IRdief- 
Perspektive  durch  Zeiclmung  zu  lösen,  bildet  man  die  senkrechte  Pro- 
jektion der  Reliefperspektive  auf  die  Bildfläche  8;  und  da  diese 
zugleich  eine  gewöhnliche  Perspektive  des  Gegenstandes  ist,  so  löst 
man  die  Aufgaben  nach  dem  Verfahren  der  gewohnlichen  Perspektive 
(546).  Aus  der  Perspektive  auf  8  wird  dann  durch  Bestimmung 
der  Tiefen  der  Punkte  hinter  8  die  Reliefperspektive  ermittelt 

567.  Äufg.  Die  Belicfperspeiklive  eines  quadratischen  Pfeilers  in 
der  Darstellung  der  schiefen  Projektion  zu  Jconstruiren. 

Aufl.  Steht  der  Pfeiler  BCD  auf  der  Grundebene  auf  und  iatvir.sdi. 
eine  Seitenfl&ohe  desselben  mit  8  parallel ^^  so  ergibt  sich  von  den 
auf  8  senkrechten  Kanten  der  Fluchtpunkt  in  A,  dabei  die  Spur 
der  Linie  BC  der  Grundebene  Q  in  dem  Punkte  E  der  Grundlinie 
s,  das  Bild  der  EBC  als  EA^  die  JBilder  von  B  und  C  als  B'  und 
C*  durch  die  Sehstrahlen  aus  0.  Die  Bilder  der  zu  8  parallelen 
Seiten  des  Grundquadrates  bind  mit  den  Seiten  selbst  parallel,  so 
daß  das  Bild  des  GrundquiMhrates  und  des  Grundrisses  des  Kapitals, 
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sowie  des  Kapitals  selbst  leicht  ausgeführt  werden  kann;  wobei ^das 
Bild  'Sjy  der  vertikalen  Kante  Bl)  ebenfalls  vertikal  ist. 

Fig.  831. 


65S«  In  zwei  perspektiv-kollineareu  Systemen  27  und  £!  ent- 
sprechfp,-Tlen  geraden  Punktreihen;  den  Strahlenbüscheln,  den  ebenen 
Systemen  ,|xpd  den  Strahlen  bündeln  des  einen  gleichartige  Perspek- 
tive G]^)}i|^e  des  anderen.     Auf  einem   Strahle  aus  0  liegen  zwei 

Fig.  852. 


rig>  892.  projektive  Punkireihen  beider  Systeme,  ^bei  »]^clcben  i^in  0  und  in  8 
je  zwei  entsprechende  Punkte  zusammen  fallen-,  in  einer  durch  0 
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gehesden  Ebene  liegen  zwei  Perspektive  ebene  Systeme,  deren 
Mittelpunkt  und  Axe  der  Eollineation  bezw.  in  0  und  S  liegen. 

Die  gegenseitige  Besidmng  siweier  per^ektiv-kolUnearen  räumlicJien 
Systeme  S  und  S'  ist  bestimmt,  wefin 

1)  der  Mittelpunkt  0  und  die  Ebene  S  dcfr  KoUineation,  soune 
xwei  entsprechende  (auf  einem  Strahle  ans  0  liegende)  Punkte  P,  P' 
oder  die  Gegen^bene  V  gajä)eii  sind.  Zu  eineni  Punkte  Q  wird  dann 
Q'  bestimmt  durch  Beachtung,  daß  TQ  und  P'(>'  sich  in  S  schnei- 
den und  daß  QQf  durch  0  geht. 

2)  Wenn  mvci  entsptrchende  unebene  Vierecke  (  Via-flache)  AB  CD, 
ÄSCJy  in  perspfi'tiver  Lage  grgebcn  sind,  entweder  dadurch,  daß 

a)  die  vier  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  ./l -4',  ÜB", 
CC\  DU   durch   denselben   Punkt   0   gehen,   oder   dadurch,   daß 

b)  die  vier  Schnittlinien  entsprechender  Seitenflächen  in  derselben 
Ebene  8  Hegen.  —  Findet  das  eine  statt,  so  findet  auch  das  andere 
statt.  Im  ersteren  Falle  schneiden  sich  zwei  entsprechende  Kanten 
AB,  JlU,  weil  sie  (mit  0)  in  einer  Ebene  liegen;  die  drei  Schnitt- 
punkte der  drei  von  zv/ei  entsprechenden  Punkten  auf^gehenden 
Kanten  AB,ÄU\  AC,A'C''^  AD,  AD'  bestimmen  eine  Fibene  S, 
die  Kollineationsebene,  in  welcher  auch  die  Schnittpunkte  je  zweier 
anderen  entsprechender  Kanten ^  wie  BC,  BC\  liegen,  da  die  drei 
Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  der  Perspektiven  Dreiecke  ABC} 
ÄUC  einer  Geraden,  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen,  angehören 
(vergl.  307,  2)).  Reciprok  wird  der  zweite  Fall  bewiesen  (307,  3)).  — 
Die  beiden  Vierecke  gehören  dann  zu  zwei  Systemen,  welche  durch 
0  und  S  als  Mittelpunkt  und  Ebene  der  KoUineation  und  durch 
A,  Ä  bestimmt  sind. 

659.   Schneidet  ein  beliebiger  Strahl  OAÄ  die  S  in  A^,  so  ist 

in  jeder  durch  0  gelegten  Ebene  (311),  also  im  ganzen  Baume  für 

alle  Paare  entsprechender  Pimkte  A,  Ä\  B,  B'  das  Doppelverhältnis 

iOA^AA')  ^  {OB^BU)  =-  d 

unveränderlich  und  heißt  die  Gkaraktej'istik  der  KoUinvation.   Daher 

ist,  wenn  man  die  Gegenebenen  mit  B  («*=»  Verschwindungsebene  V) 

und  d'  («a  Fluchtebene  F)  bezeichnet, 

OÄ      OÄ         _  0B_       _A<i'        * 
Ä  a;  •  Ä  A  ^        BA,  ~         Q'O  ^  ^' 

wenn  B  und    Q^  die  Schnittpunkte  des  Strahl   OA  bezw.  mit  R 

und  Q'  sind.     Daraus  folgt,  wie  in  der  Ebene,  daß  R  die  OA^  in 

demselben  Verhaltnisse  teilt,  wie  Qf  die  A^O,  daß  also  OB  =  —  ^©Cj 

BA^^^  —  Q'O.  wie  auch  schon  die  Nr.  555  ergeben  hat. 

Für  d  «=»  —  1  sind  beide  Systeme  involutorisch,  für  d  «=  -f"  1 

decken  sie  sich  (vergl.  dH), 
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Wie  in  der  Ebene  (312  ff.)  treten  besondere  FäDe  der  KoUi- 
nc^ation  ein^  wenn  0  oder  8  oder  beide  ins  Unendliche  rflcken.  Die 
Fälle  sind: 

1)  0  und  8  im  Endlicben:  Koüincation  im  engeren  Sinne. 

2)  0  im  Unendlichen,  8  im  Endlichen:  Affinität.  Die  EoUi- 
neatiöns-  oder  Affinitatsstrahlen  sind  unter  einander  parallel,  die 
Oegenebenen  liegen  im  Unendlichen,  einem  ParallelstrahlenbÜBchel 
entspricht  ein  eben  solches,  daher  auch  einem  Parallelepipedum 
wieder  ein  Parallelepipedum,  <]as  Verhältnis  der  Abschnitte  eines 
Affinitätsstrahles  von  der  KoUinoationsebene  bis  zu  jedem  von  zwei 
entsprechenden  Punkten  ist  unveränderlich  (A^Ä  :  AqA^^  d),  das 
Verhältnis  der  Rauminhalte  zweier  entsprechenden  körperlichen  Ge- 
bilde ist  unveränderlich  (=  9):  Kür  d  =  —  1  tritt  die  schiefe,  und 
wenn  fiuch  AA'  ±.  S,  die  senkrechte  Symmetrie  ein. 

8)  Liegt  0  im  Endlichen,  8  im  Unendlichen,  so  entsteht  die 
Äknlichkät  Die  Gegenebenen  liegen  im  Unendlichen  und  die  in 
Nr.  314  angeführten  Eigentümlichkeiten  erweitern  sich  dahin,  daß 
die  Inhalte  zweier  entsprechenden  körperlichen  Gebilde  im  Verhält- 
nisse von  d^  stehen.  Für  d  «»  —  1' tritt  die  Symmetrie  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  ein,  die  aber  nicht,  wie  in  det  Ebene^  mit  der 
Konguenz  Übereinstimmt. 

4)  FQr  0  und  8  im  Unendlichen  entsteht  die  Kangrums,  bei 
welcher  die  Gegenebenen  ebenfalls  im  Unendlichen  liegen  und 
*  =  1  ist. 

560«  Durch  die  Anwendung  der  Reliefperspektive  im  engeren 
Sinne  können  in  der  Bildhauerei  auch  beliebig  weit  entfernte  Gegen- 
stände abgebildet  werden,  während  die  gewohnlich  gebräuchliche 
bildnerische  Darstellung  von  Gestalten  durch  ähnliche  oder  kon- 
gruente nur  die  Abbildung  von  räumlich  sehr  beschränkten  Gegen- 
stlhidcn  gestattet  Es  gewährt  also  die  Erliefperspektive  aticfi  der  Büd^ 
luii*er(fi  den  Vorteil  der  Perspektive  y  wie  er  der  Malerei  stets  zukömmt. 

661.  In  der  Reliefperspektive,  —  welche  die  gewöhnliche  Per- 
spektive als  besonderen  Fall  in  sich  schließt,  —  versteht  man  unter 
der  Wiederherstellung  oder  RpstiMion  des  Gegenstandes  die  im  Geiete 
des  Beschauers  durch  den  Anblick  eines  Ueb'efs  hervorgebrachte  Vor- 
stellung des  Gegenstandes,  welchen  das  Relief  darstellen  kann.  Bringt 
man  das  Auge  an  die  bei  der  Herstellung  des  Jleliefs  27'  voraus-* 
gesetzte  Stelle  0,  so  wird  die  Vorstellung  des  wirkliehen  G^en- 
standes  hervorgerufen  werden,  wenn  derselbe  ein  uns  durchaus  be- 
kannter ist;  so  z.B.  durch  die  zusammenlaufenden,  steigenden  nnd 
fallenden  Kanten  des  yei^oUständigt  gedachten  Relifs  E'  der  Fig.  331 
die  Vorstellung  einer  auf  horizontalem  Boden  stehenden  Halle  Z 
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aqs  quadratischen  Pfeilern  mit  parallelen^  zar  Bildebene  senkrechten 
Kanten.  Bringt  man  das  Auge  an  eine  andere  8tolle  0^,  so  kann 
das  Relief  If  nicht  mehr  den  bezeichneten  Gegenstand  E  darstellen, 
wenn  man  sich  denselben  auch  yielleicht  dennoch  bei  dem  An- 
blicke des  Reliefs  in  Gedanken  rergegenwartigt;  der  vorgestellte; 
aber  auch  wirklich  dem  £'  perspektiv  entsprechende  Gegenstand  2?" 
muß  in  jenem  Beispiele  entweder  den  Parallelismus  oder  die  Recht- 
winkligkeit oder  die  horizontale  Lage  des  Bodens,  selbst  wenn  er 
eine  durch  Spiegelung  erkennbare  Wasserfläche  enthält,  oder  Mehreres 
davon,  verlieren. 

Geometrisch  genommen  muß  £'*  nur  zu  2'  ein  petspektiv- 
kollinearer  Gegenstand  sein;  er  ist  daher  viermal  unendlich  vielfach 
unbestimmt,  da  zu  vier  Punkteu  Äy  B\  C\  IX  des  £'  bezw.  auf  den 
nach  ihnen  laufenden  Strahlen  aus  0^  beliebige  Punkte  Ä'\  B",  C",  D" 
des  Z"  als  entsprechend  zugeordnet  werden  können.  Indem  man 
aber  unwillkürlich  die  Bildebene  B  beibehält,  welche  gewöhnlich 
durch  den  Rahmen  des  Reliefbildes  gegen  die  Umgebung  festgestellt 
ist,  sind  drei  Punkte  festgelegt  und  es  bleibt  noch  durch  Wahl  von 
Ä"  auf  O^Ä  eine  einfach  unendlichfache  Möglichkeit  für  Z"  be- 
stehen. Haben  aber  £\  Z"  und  der  ursprüngliche  Gegenstand  Z 
zu  zwei  die  Eollineationsebene  8  gemein,  so  sind  auch  E  und  £' 
unter  einander  perspektiv-kollinear  für  einen  Mittelpunkt  0^^  welcher 
auf  der  Geraden  00^  liegt.  Denn  ein  Dreieck  ABC  des  Z  liegt 
mit  Ä'B^'C  des  Z"  perspektiv,  weil  die  Schnittpunkte  der  ent- 
sprechenden Seiten  auf  einer  Geraden  in  8  liegen;  daher  geht 
durch  den  Schnittpunkt  0,  der  beiden  Verbindungsgeraden  AÄ\ 
Bff'  auch  diejenige  CC'y  oder  da  (7,  C"  ein  willkürliches  Punkte- 
paar bilden,  die  Verbindungsgeraden  je  zweier  beliebigen  entspre- 
chenden Punkte.  Weil  nun  die  drei  Geraden  AB^  AB! ,  Ä'B'  durch 
denselben  Punkt  der  8  gehen,  so  liegen  die  drei  Schnittpunkte  von 
AÄ,  BBT  (-«  0),  von  ÄÄ',  BK  (—  0,)  und  von  Ä'A,  B"B  («=  0,) 
auf  einer  Geraden  (307,  2)).  Daher  gilt:  Sind  mvei  räumliche  Systeme 
Z  und  Z"  SU  ein  und  demselben  dritten  Z'y  jedesmal  hei  Annahme 
derselben  KoUineaMonsehene  8,  perspektiv-kollhieary  so  sind  ste  auch 
unter  einander  für  diese  KoUinealionsAene  8  perspektiv-holUfiear.  Die 
KoUineaticmsmittelpunkte  0,  O^,  O^  besw.  zwischen  Z,  Z']  Z\  Z"^^ 
£"Z  liegen  auf  einer  Geraden. 

662.  Die  geometrisch  mögliehe  unendlich  vielfache  Wieder- 
herstellung eines  Reliefs  hört  in  Wirklichkeit  auf,  wenn  wir  die 
wahre  Gestalt  des  Gegenstandes  kennen,  wenn  wir  z.  B.  bei  Archi« 
tektnr-  oder  Landschaftebildem  wissen,  daß  Pfeilerreihen  parallel 
verlaufen,  oder  daß  ein  Zimmerboden  oder  ein  Wasserspiegel  hori- 
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zontal  liegt.  Die  ÄDforderangen  dieaer  Kenntnis  au  die  YorBtellnug 
des  Beschauers  können  sich  aber  widersprechen.  Stellen  wir  z.  B. 
das  Auge  Oi  höher  als  das  ursprüngliche  0,  so  scheint  entweder, 
der  Boden  vom  Auge  0^  vorwärts  gegen  den  Horizont  h  zu  fallen^ 
oder^  wenn  man  sich  den  Boden  horizontal  Yorstellt,  scheint  die 
Decke  nicht  mit  ihm  parallel;  sondern  sich  nach  der  im  Endlichen 
liegenden  Geraden  zu  neig<^n,  in  v^elcher  jener  horizontale  Boden 
von  der  vorwärts  geneigten  Ebene  O^h  getroffen  wird.  Ich  habe 
bei  Versuchen,  bei  denen  ich  mich  beim  Anblick  eines  Bildes  von 
Bauwerken  in  deren  räumliche  Vorstellung  versenkte,  gefunden  daß 
die  Vorstellung  des  Parallelismus  stets  äiegtC;  und  daß  der  Boden  zu 
fallen  oder  zu  steigen  schien,  je  nachdem  ich  das  Auge  höher  oder 
tiefer  stellte,  als  es  ursprünglich  angenommen  worden  war.  Dann 
aber  entspricht  der  unendlich  fernen  Ebene  von  Z  stets  die  anendlich 
ferne  von  2?",  oder  der  ursprüngliche  GregensUind  £  und  der  toieder 
hergestellte  27"  sind  persjpekHv-affin, 

Die  Richtungen  der  Geraden  scheinen  bei  dieser  AfGuitat  stets 
parallel  mit  den  ans  dem  wechselnden  Orte  des  Auges  nach  ihren 
Fluchtpunkten  gezogenen  Strahlen.  Vergegenwärtigt  man  sich  die 
Richtung  der  Sehstrahlen,  so  leuchtet  eiu,  daß  aus  der  Versckidmng  des 
Auges  in  einer  zur  HcrvsantUnie  parallelen  Geraden  eine  Veränderung 
der  Winkel  der  Geraden,  am  stärksten  der  horizontalen  folgt,  während 
ihre  Horizontalität  ungestört  bleibt,  aus  der  Verschiebung  in  einer 
vertikalen  Geraden  ebenfalls  eine  Veränderung  der  Winkel,  am  stärk- 
sten in  Ebenen,  die  senkrecht  auf  der  Horizontlinie  stehen,  ins- 
besondere eine  Neigung  der  horizontalen  Ebenen,  und  endlich  aus 
der  Verschiebung  in  einer  smr  Bildebene  senkrechten  Geraden  haupt- 
sächlich eine  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  der  Tiefen  der 
Gegenstände,  besonders  der  vorderen  in  der  Richtung  der  Ver- 
schiebung liegenden  Strecken,  je  nachdem  das  Auge  sich  von  der 
Bildebene  entfernt  oder  sich  ihr  nähert  Bei  einer  beliebigen  Ver- 
schiebung setzen  sich  diese  Wirkungen  zusammen. 

563«  Ein  Mangel  des  Reliefs,  welchen  das  Bild  nicht  besitzt, 
ist  der,  daß  die  natürliche  Beleuchtung  durch  ein  Licht  nicht  nachi- 
gebildet  werden  kann.  Man  kann  die  Licht-  und  Schattengrenzen 
zwar  nachahmen,  indem  man  dem  Relief  S'  ein  wirkliches  Licht  L' 
zufügt,  dessen  Ort  dem  Orte  der  Lichtquelle  L  des  Gegenstaildes  27 
entspricht,  so  daß  bei  einem  sehr  entfernten  L  das  L'  sich  nahezu 
in  der  Fluchtebene  befindet.  Wenn  sich  dabei  die  Richtung  der 
Lichtstrahlen  gegen  den  beleuchteten  Gegenstand  umkehrt.,  wie  es 
bei  der  im  Rücken  des  Beschauers  stehenden  Sonne  L  eintritt,  deren 
Abbildung  L  in  der  vor  dem  Auge  liegenden  Fluchtebene  unter 
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dem  Horizonte  liegt  und  unmittelbar  in  entgegengesetztem  Sinne 
wie  L  beleuchten  würde^  so  könnte  man  durch  Linsen  oder  Brenn- 
spiegel, deren  Brennpunkt  L!  bildet,  doch  auch  den  Sinn  der  Licht- 
strahle^Q  nachahmen,  welche  Nachahmung  aber  zu  künstlich  wäre. 
Auf  keine  Weise  aber  läßt  sich  die  Beleuchtungsstärke  nachbilden, 
so  daß  unter  der  Einwirkung  eines  Lichtes  L'  oder  gar  des  natür^ 
liehen  Tageslichtes  die  Gebilde  von  2^',  die  gewohnlich  platter  sind, 
als  die  entsprechenden  von  2J,  auch  weniger  stark  gerundet  er- 
scheinen werden.  Indem  diese  Mängel  besonders  bei  menschbchen 
Figuren  störend  wirken,  haben  große  Künstler,  wie  Ghiberti  und 
Colin  (11,  45),  die  Figuren  im  Vordergrunde  in  voller  Rundung 
dargestellt,  uud  die  Widersprüche  mit  den  nach  den  Regeln  der 
Reliefperspektive  gebildeten  Architektur  an  der  Stelle  des  Zusammen* 
treifens  beider  Stücke  (z.  B.  eines  Fußes  und  des  Bodens)  mit 
feinem  Sinne  möglichst  ausgeglichen.  Es  muß  daher  dem  Künstler 
überlassen  werden,  besonders  bei  runden  Körpern  und  vorzüglich 
bei  der  menschlichen  Figur,  von  den  mathematischen  Regeln  ab- 
zuweichen, wie  auch  schon  Schreiber  den  Grad  der  Anwendung 
der  mathematischen  Regeln  der  Reliefperspektive  dem  Künstler 
überlassen  wissen  wollte.  Aber  nicht  minder,  wie  zum  Befolgen 
der  Regeln,  ist  zum  zielbewußten  Abweichen  von  denselben  ihre 
Kenntnis  notwendig. 
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